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Isda (0,2) tipli tenzor reperlorinin laylanmast tayin olunur, bazada verilon vektor
meydanlarmmin bu laylanma fozasina tam va horizontal liftlori qurulur, onlarin asas
xassalori va aralarindaki asas miinasibat 6yranilir.

Acgar sozlor: tenzor reperi, afin rabito, laylanma, horizontal lift, oyrilik tenzoru,
kommutator.

1. Giris

Diferensiallanan ¢oxobrazli iizorindo reperlorin vo koreperlorin, o
cimlodon afinor ((1,1) tipli tenzor) reperlorinin laylanmalarinda miixtalif
strukturlarin todqiqi Mok, Kordero, de Leok, Salimov, Fottayev vo basqala-
rinin iglorindo aparilmisdir (bax, masolon, [1],[2],[3],[4]). Toqdim olunan
isin asas mogsadi (0,2) tipli tenzor reperlorinin laylanmasinin toyin olunmasi
vo bu laylanmada vektor meydanlarinin liftlorini 6yronmokdon ibaratdir.

Ikinci bdlmosindoe diferenillanan ¢coxobrazli iizorinda (0,2) tipli tenzor
reperlorinin laylanmasi tayin olunur. Ugiinciido vektor meydanlarmin (0,2)
tipli tenzor reperlorinin laylanmasina tam lifti ilo bagli masaloyo baxilir, tam
liftin xassalori Oyranilir. Dordiincli bdlmade bazada verilon vektor meydan-
lariin (0,2) tipli tenzor reperlorinin laylanmasinin horizontal lifti qurulur,
xassolori todqiq olunur.

Magalada baxilan goxobrazlilarin va onlar tizarindaki strukturlarin C
sinifindon olmas1 nozords tutulur. A,B,C,... indekslorinin birdon n + n*-o
qadar, i,j,k, ..., a, B, Y, ... indekslarinin 1-don n-5 qadar, iy, a,, jg, g, Ky y, -
indekslorinin iso n + 1-don n + n*-o qodar giymatlor alirlar. M goxobrazlis
lizorindo lokal koordinat sistemi (U,x') soklinde yazilir, burada U —

koordinat otrafidir, x!- lokal koordinatdur. % xlisusi diferensiallanma qisa-

xl
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liq xatirino 0; soklindo yazilir. V,W vektor meydanlarinin kommutatoru
[V, W] kimi isars olunur.

2. (0,2) tipli tenzor reperlorinin laylanmasi

C* sinfindon olan hamar M c¢oxobrazlisina baxaq va forz edok ki,
TP (x)- xeM ndqtosinda (0,2) tipli tenzorlar fazasidir. Ty (x) xotti fazasinin
(X1, . xtn, L xm L X)) = A, bazisini (0,2) tipli tenzor reperi adlandi-
rirtlq. M hamar ¢oxobrazlismin biitlin ndqtelerinde biitiin (0,2) tipli tenzor
reperlarinin ¢oxlugunu LS (M) simvoli il isars edirik. Tobii 7: LS (M) — M pro-
yeksiyasi A, — x soklindo tayin olunur. L (M) ¢oxlugunda n + n* dlgiilii, C*
sinfindon olan hamar ¢oxobrazli strukturu asagidaki kimi daxil edilir.

Forz edok ki, (U,x") M hamar ¢oxobrazlisi iizorindo lokal koordinat
sistemidir. Onda LY (U) = n~1(U) ¢oxlugu U otrafinin biitiin ndqtolorindoki
biitiin (0,2) tipli tenzor reperlorini 6z daxilinde saxlayir. A,.€L3(U) tenzor
reperini birqiymatli olaraq

XXtz — 0‘1“2(dx11) ®(dx‘2)

soklindo ayirmaq olar. Buradan belo bir noticoyo golirik ki,
(LS(U), (x4, X “1“2)} LY (U) goxlugu iizorindo lokal koordinat sistemidir. Bu
koordinat sistemini dogrulmus koordinat sistemi adlandiririq. Tutaq ki,
(U, x") vo (U, x")- M hamar ¢oxobrazlisi iizarindo U N U’ kosismoasinda

x = xl(x, ..., x™) (2.1
cevrilmosi ilo oalagoli olan lokal koordinat sistemloridir. Onda LS(U) N
Ly(U") kesismoasindo {L3(U), (x', X[\ 1" *)}ve {L3(U"), (x i’ X“laz)} dogrulmus
koordinat sistemlori

Xl = x"(x ,x™)
a1 __ A11A12X“10‘2 (22)
iris i1l

cevrilmolori ilo olagoali olar, burada Aﬁl = ;Txil, - (2.1) gevrilmasinin torsi olan
xt = xi(xll, ...,xn')

cevrilmoasinin Yakobi matrisinin elementloridir. Aparilan miihakimolorden
aydin olur ki, LY(M) - (n +n*) — olgiilii , € sinfindon olan hamar ¢ox-
obrazlidir, (LY(M),n, M) liglityii iso laylanmadir. Bu laylanmani (0,2) tipli
tenzor reperlorinin laylanmasi adlandiririq.

Sadolik tigiin (x!) = (xf, x'ma2) = (x', X{.1"%) isarolomasini daxil edi-
rik. Buradan aydin olur ki,

Lk, .,a,B,7,..=12,..,n ialaz'jﬁlﬁz'khn'

=n+1n+2,..,n+n%LJ K, ..=12,..,n+n"

(2.2) ¢evrilmosinin Yakobi matrisi asagidaki struktura malikdir:
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3. Vektor meydanlarimin tam lifti

Tutaq ki, V — M hamar ¢oxobrazlisinin iizorindo verilmis vektor mey-
danidir vo V = V!9;, yoni V! — U koordinat otrafinda V vektor meydaninin
komponentloridir.

Teorem 3.1.

V= (VE Vima) = (Vi —Xmi@0, V™ - X0, V™) 3.1)
obyekti (0,2) tipli LY(M) tenzor reperlorinin laylanmas: iizarinda vektor
ganunu ila cevrilir.

Isbati. Gostormaliyik ki, (2.2) ¢evrilmosi zamani
Cyl' = 4l’ cyt (3.2)
barabarliyi 6danilir. Ovvalca I' =i’ halina nozor yetirok. Bu halda (3.2)
berabsrliyinin sag torofindoki ifadoni asagidaki kimi ¢evirmok olar:
A V= Al Vi Al Vi = ATV =V = Oy
Basqa so6zlo desok, (3.2) boraborliyi 6donilir.
I' = i, 4, halinda iso (3.2) baraborliyinin sol torafi ii¢iin yaza bilorik:

CVU=(WQWZ:_Xﬁ%awmﬂ_X%%awmﬂ:_ %%Oavmym
Xalanma Am _ 051052(6 Vm)Am X“1“2Vma,Am
m’ itm’ indm
4
Y
k=1
burada
a, ==X 572(0; vm)An,
a = xj;“zvma (AT
az = —X;"*(0; vm)am,
a, = —Xg;:,zvmaizAm .

Digor torofdon, baxilan halda (3.2) berabaorliyinin sag torofindoki ifadeni
asagidaki kimi ¢evirmok olar:

! l l
Ayl = Alalaz Cyt 4 4 %1% CYloyo,

1‘71‘72
= 0; (A;iAz)XZ%Z“Z Vi+ AllAlz 50615062 (_ Tc;*llloza Vm)

+ A AL 55 5% (—Xx o0, V™) Zbl,

40



burada
b1 — 051052 (a All)Alzvl
aa i 2
b, = Xll;z At (342 ) VY,
b3 — XT‘:lll;zzAhAlz a Vm
aa i i
by = —X{ AL AG 0, V™
isaro olunmusdur. Asanligla yoxlanilir ki,
al = b3, az = bl' a3 = b4, a4 = bz. (3.3)
(3.3) miinasibatlori (3.2) boraborliyinin 6donildiyini gostorir. Beloliklo,
€y — LY (M) laylanmasinin iizarindo toyin olunmus tenzor meydanidir. Teo-
rem isbat olundu.
“V vektor meydanima V vektor meydaninin LY(M) laylanmasmna V
vektor meydaninin tam lifti deyacoyik.

Teorem 3.2. Istonilon V, W € T¢ (M) vektor meydanlart iigiin
‘v,wl=1[°, ‘w] (3.4)
barabarliyi dogrudur.
Isbati. Gostoracayik ki,
‘wv,w) =[°%v, ‘wy. (3.5)
[ = i halinda (3.5) borabarliyinin sag torafi agagidaki kimi gevrilar:
[V, ‘W] = [V, ‘W] = ‘vio, ‘wi - ‘wla, CVi
= vlg, ‘wi + Cvlmzalm2 ‘wi— ‘wig, cvi
— CWthzalym Cvi=viowi—-wtovi=[v,W]
— C[V, W]i,
yoni baxilan halda (3.5) boraborliyi 6donilir.
I =4, q, halma baxaq. Bu halda (3.5) barabarliyinin sol torofi asagidaki
ifadoyo ¢evrilmis olur:
‘wowl = v, wlae =
=X 20, (VIO W™ — W™ — X020, (VIO W™ — W v ™),
Asanligla miioyyon etmak olur ki, sonuncu ifade asagidaki hadlerin comina
borabordir:
1 = =X (0, vh)owm,
¢ = =Xy Vio oW,
c3 = “1“2(allwm)a vm,
¢ = X (0, 0,V ™)WY,

Cs = f;,‘fZ(alzvl)a wm,
C6 = ’Z;:IZZV alza W )
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Cy; = Xg;gz(aizwl)ale,
Cg = Xi 1 W'D, 0,V™.
Digor torofdon (3.5) barabarliyinin sag torofindoki ifadeni asagidaki sokildo
yazmaq miimkiindiir:
v, Wl =V, ‘Wme = Vig, ‘Wime — CWly, Viae,
[V, " W] ="V, "W] L L
= Cyl, ‘Wime 4 CVl“VZazym CWiaar — Cylg, Ciaa
— CWlYﬂ’zaly , CVia1a2
1r2
= V40, (~ X0, W™ — X{1520, W)
Y1V Y1V @y o oly ¢l
+ (X220, VT - x0T ) (~6y iy o820, W
ay oy ol ol aa a;a
— 81852801620, W™) — Woy (— Xm0, V™ — X0, ™)
Y1V Y1V aq oy oly ol
= (=X0720, W — X1V20, W) (=650 6726136120, V™
— 881828518,20, V™).
Y1 7Yz i mTl
Sonuncu ifads asagidaki hodlorin comindon ibaratdir:
dy = —V'X 1 "20,0, W™,
d, = —Xg;;fzvla,aizwm,
ds = X;";Z“Zamvrailwm,
dy = Xy 20, VIO, W™,
ds = X290, Vo, W™,
dg = Xg;“zamwaizwm,
d, = Xg;ijzwla,ailvm,
dg = X W'9,0,V"™,
dy = —X1 0, W9, V™,
a
dig = _Xmlrazaizwraile,
dy, = —X1%20, W0, V™
Iur 2 '
Asanligla yoxlamagq olur ki,
c1 = do, c; = dy, c3 = d3, €y = dy, s = di,
Ce = dz, Cy; = d6' Cg = d8’ d4_ + d11 = 0, Cs + d10 = 0.
Sonuncu miinasibatlor gostarir ki, baxilan halda da (3.5) barabarliyi 6denilir.
Belolikla, isbat olundu.

4. Vektor meydanlarinin horizontal lifti

Forz edoki ki, V= (I‘i’j) — M hamar ¢oxobrazlisinin iizorindo verilmis
afin rabitadir, V = V'0; iso har hans1 vektor meydanidir.
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Teorem 4.1.

Ay = (HVE, Hytee ) = (Vi Xm@rm yr 4+ Xt yr)

obyekti (0,2) tipli LS(M) tenzor reperlorinin laylanmas: iizarinda vektor

ganunu ila cevrilir.

Isbati. ©saslandirmaq lazimdir ki, (2.2) ¢evrilmasi zamani

Hyl' = af Hy!

boraborliyi ddonilir. Ik névboedo I’ = i’ halim1 nazordon kegirok. Bu halda

4.1) beraberliyinin sag torofindoki ifadoni asagidaki kimi ¢eviririk:
AT = ATy A Yl = ATy v = YT

yoni (4.2) baraborliyi 6donilir.

I' = iy 4, halinda (4.2) barabarliyinin sol torafi bu sekilda cevrilir:

! i’ aa aia
Hyl' — Hylgja, — Xml,l,2 ,VT -|-X,1 ZF /Vr
2

T h
“1“2Am AT,A”FJ? v+ X“l“ZAm 9, ,Amv
+X ,1“2Am Ar,Alem v+ X"fl“ZAm ARV
burada
e, = “1“2Am Ar,A‘lr;;l v,
e, = “1“2Am a, AmV
e3 = X; ,1“2Am Ar,Alz r;';z v,
ax
e, = Xii;n 24m' 9 AZ‘W

isaro olunmusdur.

Digor torofdon baxilan halda (4.2) boraborliyinin sag torofindoki ifa-

doni asagidaki kimi ¢evirmok olar:
A YT = gl iyt g gl By e,

0102

— al (AiiAiZ) a1a2 VL + AllAlz 6a16a2X010'2 F.Z:ler

+ A AL SRR TI YT = Z fi

riy

burada
fl 0—’1“2 (a Ah)Alel
_ a ay 40 i i
f, = ll;ZZAl(aAZ)V
f3 ‘11‘12A11A12 FrleVr

051052 11 lz mysr
fo=Xin AGAGTIEVT.

Miivafiq hesablamalar vasitosilo asagidaki miinasibatlori aliriq:

43

S



e1=f3 e =f1, e3=fa, e, = fo. (4.3)

Beloliklo, (4.3) miinasibotlorindon goriiniir ki, (4.2) baraborliyi I' = iy g,
halinda da 6donilir. Bu iso o demokdir ki, 7V obyekti L3(M) laylanmasi
tizorinds vektor meydanidir. Bununla teoremin isbati basa ¢atmis olur.
"y vektor meydanini V vektor meydanmin LY (M) laylanmasina horizontal
lifti adlandirirg.

Asagidaki teorem vektor meydaninin (0,2) tipli tenzor reperlorinin
LS (M) laylanmasina tam va horizontal liftlorinin arasindaki alagoni miioyyon
edir.

Teorem 4.2. V € T (M) vektor meydant iigiin
Cv-Hy=v
boraborlivi  dogrudur, burada V = (0,V'wez), Vi = —X PV V™ —
X{220, V™, V isa omsallar [} = [;f olan afin rabitadir.

Isbati. (3.1) vo (4.1) boraborliklorindon miioyyen edirik ki, ‘v v #v
vektor meydanlari yalniz C¢V'eiez p #yicica komponentlor seriyalari ilo
forqlonirlar.

V = v — "V isaro edok. Onda
(V) = (V! Vimaz) = (0, Viaez),
Buradan alinir ki,
Viciaz = —Xf,‘;ljza VM — X0,V = X TR VT = X P T T
X2 (0, V™ + TR VT) — X"‘l“2 (0,V™+ TR V")
X2 (0, V™ + IVT) - X"‘l“2 (0,V™+InVT)
= =X 2V, V= X R, v,
I"j = Fk isara olunmusdur Sonuncu muna51b9t teoremin isbat olundugunu
gostarlr.

Teorem 4.3. Ixtiyari V,W € TO (M) vektor meydanlari ti¢iin
[V, fw] = "[v,w] +R(v, W)
barabarliyi dogrudur, burada R(V,W) = X — LY(M) laylanmas iizorinda ela
saquli vektor meydanmdir ki,
Xtaee = VIWT (X V2R + X{ P R)
burada R;'cﬂ — I afin rabitasinin ayrilik tenzorunun komponentlaridir.
Asagidaki isarolomoni daxil edok:
Zt =1V, W]' V™o, Wt —wma,, V'
Z = (ZY vektor meydanmin L3(M) laylanmasina horizontal liftini toyin

edok. #Z vektor meydaninin komponentlori ticiin iki hal miimkiindiir:
1) I = i, bu halda
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fzi ="y, w)t = [v,w].
Digar torofdon,
[y, Hw]i = Hylg, Hwi — Hwtg, Hyt = vigwi — wia,vi = Hz
= v, wy
2) I = ig,q,, bu halda (4.1) barabarloyini nozars almagla yaza bilarik:
Hlaras = H[ v, W]lerez = X 12T 70 + X102 T8 77

mi, “Tiy Tiy
— 77 a102 +vm a0z rm
=7 (Xml.2 O+ X rn.z).

Digor torofdon,
[HV, Hw]ialaz — HvLaL HWiMaz _ HWLaL HVialaz
= Hvlal HWia1a2 + HVlY1Y2 al HWialaZ _ leal HVialaZ
i Y1Y2
— HWlYﬂ/z al HVlalaz
Y1Y2
= Vlal(Xy‘j‘jijz LEW” + Xi‘j;r‘fzrm Wr)

riy
Y1V Y1V ay oy oly olong
+ (Xmllzz VX TZ?ZVT)( 8y, 6y, 8q 6 Ty, WP
+ 8661 SPTL WP) = Wiay(XE e T VT + X Ty )

Y1 TV2 Tip 0 q Tpiz mip Ty
I ol
— (xprermwr + xprrmwn)( o5y 52T VP
aq otz olq clorq
+ 8,018,268, 82T VP)
= Viowr - WlalVT)(X‘xl.“zrm + X

miy Tl im ‘r'lz)
a1 aa aa
+ X VWO + X PVIWTO + X PTGV TS WP

Tl
+ X "L VTS WP+ X 2T VTF;’;WP

+ Xj TV T, WP — X WO IT, — X7 WV oI,
— X PTIAW TS, VP — X TR WIT, VP

— X 2T WTTL VP — X[ T T, vP

=7 (Xgllig‘zrr’ﬁ + Xi‘ﬁr‘fz rmlz)

+ XL ViwT (9T, — 6, + TS, — Iard )

+ X VW (A7, — 0,107, + DT, — DL,

Tri

= TV, W)ieee + VW (XESRT, + XIERT, )

iy iim “Mrip

burada
i = 00} — 0, Iy + Ty T — TTer]
V afin rabitosinin oyrilik tenzorunun komponentloridir. Teorem isbat olundu.
Qeyd etmok lazimdir ki, teorem 4.3-iin kotoxunan laylanma, reper-

lorin laylanmasi, afinor laylanmasi hallarindaki analoqglar1 [5], [2], [6] isle-
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rindo isbat olunmusdur. Teorem 4.3 onu gostorir ki, vektor meydanlarinin
tam liftinin qurulmas1 amalindan forqli olaraq, vektor meydaninin horizontal
liftinin qurulmas1 amoali M hamar goxobrazlist va L3 (M) laylanmasi iizarin-
doki vektor meydanlarinin Li cobrlorinin homomorfizmi deyildir.

ODOBIYYAT

1. Mok K.P. Complete Lifts of Tensor Fields and Connectirons to the Frame Bundle //
Proc. London Math. Soc., 1979, v.38, No3, p. 72-88.

2. Cordero L.A., de Leon M. Lifts of tensor fields to the Frame Bundle // Rend. Circ. Mat.
/ Palermo, 983, v.32, No2, p.236-276.

3. Salimov A.A., Fattayev H.D. Coframe bundle and problems pf lifts on its cross-sections
// Turk J Maths., 2018,v. 42, No4, p. 2035-2044.

4. Fattayev H.D.,Salimov A.A. Metrics and Connections on the Bundle of Affinor Frames
// Chin. Ann, Math. Ser. B, v.42, 2021, Nol, p.121-134.

5. Yano K., Pattersom E.M. Horizontal Lift from a Manifold to the cotangent bundle // y.
Math. Soc. Japan, 1967, v.19, p. 185-198.

6. @arraes I'.JI. T'opuzouransubiii JIndt Tensopusix noneir B Yucroe AduHopHOE moj-
paccioenue // Mocksa, 1992, 19c¢., len. 8 BUHUTU 25.09.92, No 2892- B92.

NCCIHEJOBAHUE HEKOTOPBIX CTPYKTYP B PACCJIOEHHUE
TEH3OPHBIX PEIIEPOB THIIA (0,2)

I'"’1.®ATTAEB, ®.5.5ALIUPJIN
PE3IOME
B pabote onpenensiercst paccioenue TeH30pHbIX periepos tumna (0,2), cTposiTas moi-
HBIA ¥ TOPU3OHTAIBHBIN TH(TH BEKTOPHBIX MMOJICH, 3aJaHHBIX Ha 0a3e pacciIoeHs, H3yda-
FOTCSI UX OCHOBHBIC CBOMCTBA M COOTHOIIICHUS MECXKIAYy HUMH.
KaroueBble cioBa: TeH30pHBIH penep, apduHas CBSI3HOCTb, paccioeHHe, FOPU3aH-
TaJIbHBIA TUQT, TEH30p KPUBU3HBI, KOMMYTATOP.
STUDY OF SOME STRUCTURES iN THE BUNDLE
OF TENSOR FRAMES OF TYPE (0,2)
H.D.FATTAYEV, A.B.BASHIRLI
SUMMARY
In the paper the bundle of (0,2) type tensor frames is defined, the complete and
horizontal lifts of vector fields given on the base of the bundle are constructed, its main

properties and the relation between them are studied.

Keywords: tensor frame, affine connection, bundle, horizontal lift, curvature tensor,
commutator.
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