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Ali texniki moktoblords riyazi analiz bol-
moasinin todrisinds kontrmisallardan istifado bu
nozariyysnin somaraliliyinin yiiksaldilmasinda,
tofokkiiriin inkisafinda, biliyin darinlosmasindo
mithiim ohamiyyat kasb edir. Ali texniki mok-
toblords riyazi analiz bélmasindan kifayat gador
kontrmisallardan istifado hom do professor
miallimlorin bu istigamotds pesokarliginin for-
malasmasinda rol oynayir vo bu bélmanin tadri-
si prosesinda goalocok miihondis miitoxassislori-
nin miixtalif is faaliyyatinda vo fasilosiz tohsildo
ohomiyyat kasb edir.

Riyazi analiz bélmasinda talimin yaxsilas-
dirilmasi va tohsilin keyfiyyatinin yiiksaldilmo-
sindo professor-miollimlorin nazori vo praktiki
istigamatlordo kontrmisallardan istifado etmosi
zoruridir. Kontrmisallardan istifadonin bir ma-
hiyyati do ondan ibaratdir ki, bu bélmanin todri-
sino ayrilan saatlardan somorali istifado etmokdo
rol oynayir.

1. Verilmis par¢ada mahdud, bu parcada
ibtidai funksiyasi olmayan va bu par¢ada Riman
Manada inteqrallanan funksiya.

-1; xe€[-10) oldugda,
f(x)=4 0; x=0 oldugda,
1;  xe(0;1] oldugda

funksiyasina baxaq. Bu funksiya [-1;1]
parcasinda toyin olunub, bu pargada mahduddur
Vo parganin X =0 ndqtasindon basqa qalan bii-
tiin noqtolorinds kasilmazdir. Lakin funksiyanin
[-1;1] pargasinda ibtidai funksiyasi yoxdur,
belo ki, funksiya —1; 0 vo 1 giymatlorindon iba-
rot yalniz ii¢ qiymot alir. Bu qiymotlor arasinda-
ki1 heg bir giymati iss ala bilmir. Térama funksi-
yasinin birinci név kasilma noqtasine malik ola
bilmomasi xassasSine osason bu funksiyanin
[-1; 1] pargasinda ibtidai funksiyas1 yoxdur (bax
[1], soh. 146). Lakin bu funksiyanin [-1;1] par-
casinda Riman inteqral vardir. Dogrudan da

1 0 1
[ £09dx=—[dx+ [dx=0
-1 -1 0

olur.
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2. Verilmis par¢ada Riman monada inteq-

rallanmayan mahdud funksiya.

1; x rasional olduqgda,

D(x):lim{limcos“(nm!x)}: ' o
M0 s 0; x irrasional oldugda

funksiyasina baxaq. Bu funksiya moalum
Dirixle funksiyasidir. Funksiyanin [0;1] par¢a-
sinda olan asagidaki hissasing, yani

B 1; xe[0;1],
“’(X)‘{o; xe[0; 1,

X rasional olduqgda,
x irrasional olduqgda

funksiyasina baxaq. @(x) funksiyasi [0;1]
par¢asinda toyin olunmus mohdud funksiyadir.
Lakin ¢(x) funksiyasi [0;1] pargasinda Riman
monada inteqrallanan deyil. Ciinki [0;1] parga-
sina daxil olan istanilon noqtonin istonilon otra-

finda hom rasional, hom do irrasional odoadlor
oldugundan

o= fC)A (A =X —X, 0=X <X <..<X =1)
k=1

Riman inteqral comindoki ¢, ndqtalorinin

secilmosi hesabina ¢ comini ham 1-5, hom do 0-
a borabar etmok olar ki, belo inteqral cominin do
limiti olmaz. Yoni ¢(x) funksiyasmin [0;1]
par¢asinda Riman inteqrali olmaz.

3. Verimis par¢ada ibtidai funksiyast olan,
lakin bu par¢ada Riman inteqrali olmayan funk-
siya.

NG -sini
f(x) = N

0, x=0

x e[-1;0)w (0;1],

funksiyasina baxaq. Xxe[-1;0)u(0;1]

olduqda bu funksiyanin sonlu

.12 1 -
f'(x) =2x-sin = ——-cos — toromasinin
X“ X X

oldugu malumdur. x =0 noqtasinds iso tdroma

1
_ x? -sin—
£0) = lim L9 =10 iy X =Iim(x-sin12j=0
x-0 X x-0 X x-0 X
olur. Demali,

12 1
2X-sin — ——-c0s —,
X® X X

Fi(x) = xe[-1;0)w(0;1],
0, x=0

toromosi var vo bu toromo [-1;1] parca-
smin istonilon noqtasinds sonludur. Yani f'(x)
funksiyasimin [-1;1] parcasinda ibtidai funksi-
yast var, lakin f'(x) funksiyasi [-1;1] parca-
sinda geyri-mohdud funksiya oldugundan onun
bu parcada Riman inteqrali yoxdur.

4. Verilmis par¢ada sonsuz sayda kasilma
noqtasina malik olan, lakin bu pardaga inteqral-
lanan funksiya.

1 agar x rasional adaddirsa
f(x)=4n’ (=min, meZ, neN) vo m/n
Kasri ixtisar olunmayandir;
" agar x irrasional adaddirsa

o

Riman funksiyasina baxaq (bax [2], soh.
77).

Ovvalco gostorak ki, bu Riman funksiyasi
odad oxunun biitlin rasional noqgtalorinds kasilon,
biitiin irrasional noqtalorinds isa kasilmozdir.

p

Tutaq ki, x, =— istonilon rasional odod-
q

dir, yani x, € Q, onda f(x,) zi.Riman funk-
q

. - p-n+1 .
siyasimnin torifino osason rasional
q-n

odadlor ardicilligi n—oo oldugda hamiso P_ X,
q

rasional ododino yigilacaq. Lakin bu halda

lim f( p”+1J —timL =0 f(x,) oldugun-
n—oo qn n—o0 qn

dan istonilon X, =P noqtesi bu funksiya iiglin
q

kasilma ndqtasi olacaq.
Indi forz edok ki, o istonilon irrasional

ododdir, X, =T, = Py (n=1,2,..) ardicilligi
iSo o irrasional adadins yigilan istonilon rasional
odadlor ardicilligidir. Aydindir ki, bu zaman
limq, = olarvo

N—o0
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lim f(r,) =Ilim f(&j: Iimi=0: f(x)
nN—o0 n—o0 qn nN—o0 qn
olar. Digor torofdon isa a-ya yigilan isto-
nilon {x,} ardicillig1 (rasional vo ya irrasional

odadlordan diizalon) ligiin
lim f(x,)= f(a)=0 olar, yoni o irrasional

odadina yigilan istonilon{x } ardicilligt iiglin
(N>, x, >a) limf(x,)=f(a)=0sorti

odoanilocak. Bu iss ardcilliglarin komayils funk-
siyanin noqtads kasilmoazliyinin torifino osason
f(x) funksiyasmin istonilon irrasional a ndqte-
sinda kasilmoz oldugunu gostarir.

5. Elb f(X) funksiyast vardwr ki, bu funksiya

tictin g(X) = J f (t)dt funksiyasi har yerdo dife-
0
rensiallanandr, lakin Q'(X) # f(X) miinasibati
hor yerda six ¢coxlugda édanilmir.
Dogrudan da, yuxarida qeyd etdiyimiz Ri-
man funksiyasina baxagq.

1 a2gar x=m/n (meZ, neN)
f(x) = n' soklinda rasional adaddirsa
0 (m/n kasri ixtisar olunmur);

agor x irrasional adaddirsa.

Istonilon X € (—o0; + ) liciin

’
X

J' f (t)dt = 0 Vo demali, (g(x)' = U’ f(t) dt] —0 olur.

0

.. . . m .
Lakin istonilon rasional X=— € Q odadi
n

tcin 0=g'(x) # f(X) :% olacaq. Demali, R

hoaqigi adadlor ¢oxlugunda har yerds six olan Q
rasional adadlor ¢oxlugunda g'(x) = f(x), yoni
g'(x) = f(x) barabarliyi dogru olmayacagq.

6. Elo iki inteqrallanan funksiya vardwr ki,
onlarin  superpozisiyasi  (voni  miirokkob
funksiyast) inteqrallanan deyil.

Asagidaki funksiyalara baxaq:

£(x) = 1, 0<x<1oldugda,
0, x=0 oldugda;

[EEN

agar x=m/ne[0;1] (meZ, neN),
g(x)=4{n’ M Vo n qarsiigh sado
adadlardirsa;

o

agor xe[0;1] va x irrasional
adaddirsa

Onda
1, oagor xe€[0;1] va x rasional
f(g(x))={0 2daddirs;
agar xe[0;1] va x irrasional
adaddirsa

olar.

Demali, f(x) vo g(x) funksiyalarinin [0;1]
pargasinda inteqrallanan funksiyalar olduguna
baxmayaraq, bu funksiyalarin superpozisiyasi
olan f(g(x)) funksiyast1 [0;1] pargasinda
inteqrallanan deyil (2-si misala bax).

7. [a;b] parcasinda miitlaq integrallanan
elo 1(X) funksiyast var ki, bu funksiyanin ozii
[a;b] parcasinda inteqrallanan deyil.

Asagidaki funksiyaya baxaq:

B 1, xe[-1;1],
f(X)_{—l; xe[-1;1],

x rasional olduqda,
x irrasional oldugda.

1 1
[lfolax=[dx=x" =2, yeni  [f(x)
1 -1

funksiyas1 [—-1;1] parg¢asinda inteqrallanandir.
Lakin f(x) funksiyasinin 6zii [-1;1] parc¢asinda
inteqrallanan deyil, ¢iinki [-1;1] parcasinin
istonilon ndqtosi bu funksiya {iglin ikinci nov
kasilma noqtasidir.

8. Kosinin bas qiymati Monada yigilan,
lakin ozii dagilan geyri-maxsusi inteqral.

f(xX)=x funksiyasinin (—o0;+00) araliginda
geyri-moxsusi inteqrali dagidir. Lakin bu
funksiyanin (—oo;+o0) araligindaki Kosinin bas
giymoti monasinda qeyri-moxsusi inteqrali

X2

a =lim a—z—a—z =0
2 a a—xo 2 2
y1gilir.

Owvalca geyri-moxsusi inteqrallarin asagi-
daki yigilma slamatini sylayak (bax [1], sah.
375).

Teorem. 9gar istanilan xe[a;+wo) iiciin
0<f(X)<g(x) sarti odanilarsa, onda:

+00 a
v.p. jxdx:lim xdx = lim
- a—mia a—o0
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+00

j f (x)dx

a

1) Tg (X)dX inteqralr yigilarsa,
inteqrali t;a ngilar;

2) Tf (X)dX inteqrali dagilarsa, Tg (x)dx
inteqrali jla dagilar. :

Bu teoremin hokmiino osason istonilon
xe[a;+oo) liglin 0<f(X)<g(x) sarti odanildikda va
j f (x)dx
0
inteqralinin y1g1lan vo ya dagilan olmasi haqqin-
da he¢ no sdylomok olmaz.
9. Istanilon
1 1
<
x-In>x ~ x-Inx
T dx
xInx

.[ g(x)dx inteqrali dagilan olduqda,
0

X €[3;+x0)

borabarsizliyi 06donilir. Lakin

lclin

inteqralt dagilir,

dx=In(In x) [;" = +o0

+00

__1 inteqrali iso y1gilir.

s In3

T odx 1
I d In x

xIn? x

3

1
<=

10. istonilon xe[3;+0) iigiin
X-Inx X

borabarsizliyi 6donilir. Lakin fﬁ = Inx[[” = o0
X 3

3

Vo Tﬂ dx=In(Inx)[.” = +o0 inteqrallarinin hor

3 XInx

y)\

ikisi dagilir.
9-cu vo 10-cu misal yuxarida soylanilon
fikrimizi stibut edir.

11. El> yigilan J. f(X)dx geyri-maxsusi
1

inteqrall var ki, bu geyri-maxsusi inteqral yigi-
landir, inteqralalti  f(X) funksiyasi [1;+o0)
araliginda kasilmozdir, miisbatdir, mahduddur,
lakin x—+oo-da bu integralalti funksiya 0-a
yaxmmlagmir.

Sokill-do bu funksiyanin qrfikinin [0;6]
pargasinda yerlagon hissasi verilmisgdir.

Istonilon natural n>1 odadi iigiin g(n)=1

1
gobul edok. n>1 odadi iigiin [n——z;n} Vo
n
] 1 1
n; n+F pargalarinin tam olmayan n—n—2

noqtalorinds g(x) funksiyasini sifra

1
Va n+—2
n

borabar gotiirmakla, par¢anin qalan noqtalarinds
xotti funksiya qobul edok. x-n x>1 sortini
O0doyan vo g(x)-in toyin olunmadig biitiin
noqtalordas iso g(x)=0 gobul edak (sokil 1).

926 328 63 465

O X
4 9 16 16
Sokil 1.
i 1 -+ .. .. < <
f(x)zg(x)+i2 funksiyasi x>1 Istonilon  xe[1i+o0) iglin  0<g(x)<l,
X

giymatlorinds  (xe[1;+®)) yuxaridaki sortlori

1
0doyon funksiya olar. Dogrudan da g(x) vo Z

funksiyalar1 [1;+o0) araliginda kasilmoz, miisbot
Vo mahdud funksiyalardir.

0< % <1 oldugundan f (X) = g(x) + X_12

funksiyasi istonilon xe[l;+o0) igiin 1<f(x)<2
sortini 6dayar ki, bu da f(x)-in [1;+w0) araliginda
miisbat Vo mohdud funksiya oldugunu gostorir.
Homginin iki kosilmoz funksiyanin comi Kimi
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f(x) funksiyasinin [1;+o0) aralifinda koasilmoz
funksiya oldugu da aydindir.

Qeyri-moxsusi inteqralin hondasi olaraq
sonsuz fiqurun toskil olundugu iigbucaqlarin
sahoalori comi oldugunu nazars alsaq (sokil 1),

' 1(9 7) 1(28 26\ 1(126 124 &1
XNdx==|-—=|[+=| ——— |+ =| — - — =
_!.g() 2(4 4) 2(9 QJ 2(25 j 22: 2

odadi sirast yigilan oldugundan J g(x) dx

qeyri-maxsusi inteqrali da yigilan olar. Digor

torofdan, J. d—)z( _1 =1 oldugundan aliriq
1 X X 1

ki, I f (x)dx qeyri-moxsusi inteqrali iki yigilan
1
geyri-moxsusi inteqralin

400 400 +oodX
f(X)dx=|g(XxX)dx+ | =
froom e %
comi kimi yigilandir. Lakin lim f(x) =0

sorti Odonilmir. Ciinki sonsuz uzaqglasmis
noqtanin istonilon otrafinda g(x) funksiyast hom
0-a, hom do 1-o borabor giymaotlor aldigindan
XILrIl g(x) limiti olmayacaq. Demali, dogrudan

da X —>+oo yaxinlagdiqda f(x) funksiyast 0-a
yaxinlasmayacaq. Bu kontrmisala sabab f(x)-in
[1;+00) araliginda artmayan olmamasidir.

Qeyd edok ki, f(x) funksiyasinin
kosilmazlik vo mohdudluq sortini saxlamaqla
miisbatlik sortini tolob etmoasok, belo misalin
qurulmasi kifayot godor asanlagar. Bu moagsadlo
asagidaki misala baxaq.

12. f(x)=sinx’ funksiyasina baxaq. Bu

funksiya [0;+o0) araliginda kosilmoazdir, moh-

+00
duddur. Funksiyanin molum J.Sin x’dx Frenel
0

inteqralt iso y1gilandir, lakin X — 400 yaxinlas-
digda f(x)=sin x? funksiyasinin limiti yoxdur,
yoni X —+oo-da f(x)=sinx® funksiyas: 0-a
yaxinlagmir (bax [4], soh. 569).

13. Elo f(X) funksiyast var ki, I f (x)dx
0
qeyri-maxsusi inteqrali yigilir, lakin f(x) funk-

siyasi X =+ yaxinlagdigda gqeyri-mahdud
funksiya olur.

Dogrudan da, f(x)=x-sinx* funksiyasi

X — +o0-da geyri-mohduddur, lakin

Jsz.sin x‘dx qeyri-moxsusi inteqrali yigilir.

Dogrudan da, bu inteqralda x> =t ovozlomasi

~+00 . 1 +00 )
aparsaq, J = jX-SIn x“dx =5 IS|nt2dt oldugu-
0 0

nu alarigq. Sonuncu jsintzdt inteqrali Frenel

inteqrali oldugu ticiin y1gilandir.
14. [a;+®©) araliginda tayin olunmus elo

f(x) va o(X) funksiyalar: var ki, I f(X)dx geyri-
a

Moaxsusi inteqrall yigilandwr, ©(X) funksiyast isa

[a;+o0) araliginda mahduddur, lakin

a) _[f(x)cp(x)dx qeyri-maxsusi inteqrall
dagilandr,
b) If(x)cp(x)dx geyri-maxsusi inteqrall

iS2 yigilandir.
sin x . .
a) f(x) ——, ¢@(x) =sinx funksiyala-
rina baxaq (f(0)=0 qabul edirik).
Molumdur ki, jﬂ dx geyri-moxsusi
X
0

‘fsin?

inteqral1 y1gilir, lakin j
X

0
inteqrali iso dagilir (bax [2], soh. 207).

b) f(X)_SII’]X’

X . .
dx geyri-moxsusi

¢@(X) =2c0sx olarsa,

I f (x)dx = dex geyri-moxsusi  inteqralt

y1g111r (f(O)—O gobul edirik), ¢@(x) funksiyasi iso
[0;+00) araliginda moahduddur. Istonilon xe[0;+x)
ucin

Tf () 0(x) dx = +I“°sin2x

0

dx

inteqrali is9 y1gilir.
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KOHTPIIPUMEPBI HHTEI'PAJIBHOI'O UCYUCJIEHUSA @YHKIUNW OJHOU ITIEPEMEHHOU

PE3IOME
B crartbe mpezncraBieHbl HEKOTOPBIE KOHTPIIPUMEPHI WHTETPANIbHOTO WCUUCICHHUA (DYHKUMH OOHOM
MEPEMEHHOM. DTH KOHTPIPUMEPHI UIPAIOT BaKHYIO POJIb B MPOLECCE M3YYCHHS Kypca MaTeMaTHYECKOIo
aHann3a, B TaKXKE BCIIOMOTaTEIbHYIO POJIb IS TIyOOKOr0 YCBOSHHS TEM HCCIIEI0BATEIBLCKOrO XapakTepa
YKa3aHHOTO pa3zena.

M.J. Makhmudov, N. Shikhaliyev, A. Mammadli, A. Rasulzadeh
INTEGRAL CALCULATION OF FUNCTIONS ONE VARIABLE

SUMMARY
In this paper some counterexamples of the integral calculus of functions of one variable are presented.

This counterexamples play an important role in the course of studying the course of mathematical analysis,
and also a supporting role for the profound assimilation of the research topics of this section.
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