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УСТОЙЧИВОСТЬ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК  

В ПРЕДЕЛАХ УПРУГОСТИ 

 

Прежде всего приведём основные со-

отношения линейной теории круговых ци-

линдрических оболочек постоянной тол-

щины ℎ. Обозначим радиус кривизны сре-

динной поверхности через 𝑅. В качестве 

параметров, определяющих координаты x 

и y, откладываемые соответственно вдоль 

образующей и по дуге (рис.  1). Перемеще-

ния вдоль этих линий и по нормали по-

прежнему обозначим через  𝑢, 𝜈 и 𝜔; про-

гибы 𝜔 считаем положительными, если  

они направлены к центру кривизны. 

  

 
 

Рис. 1. Координатные линии при 

рассмотрении цилиндрической оболочки 

 

Первая квадратичная форма средин-

ной поверхности будет здесь  

 
2 2I dx dy                           (1) 

 

Следовательно, мы должны принять в 

обозначениях предыдущей статьи [5]. 

a11=A1=1, a22=A2=1, a12=0 и далее, =x, 

=y. Кроме того надо положить R1=, 

R2=R. Так как коэффициенты A1 и A2 здесь 

постоянны, все соотношения теории обо-

лочек сильно упрощаются.  

Выражения   для деформаций в сре-

динной поверхности получают вид  
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Отметим, что для параметра 𝑥𝑦 в ли-

тературе применяется и другое выраже-

ние: 
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Его можно получить из (2), если принять 

условия «нерастяжимости» срединной 

поверхности в направлении дуги: 𝜀𝑦 = 0, 

тогда будет*) 
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При рассмотрении изотропных оболо-

чек будем вводить в основные соотноше-

ния не усилия 𝑁𝑥, 𝑁𝑦, 𝑇, 𝑎 непосредствен-

но напряжения в срединной поверхности 
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  . Уравнения 

равновесия (5.63) - (5.65) (в [5]) в про-

екциях на ось x, касательную к линии 𝑦, и 

ось 𝑧 перепишутся в виде 
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Уравнения моментов (5.66)-(5.68) по-

лучают форму 
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Найдем Qx и Qy  из (7) и поставим в (6), 

тогда получим: 
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Определим, далее, напряжение в сре-

динной поверхности по (8) и (2) 

 

2

2

,
1

,
1

.
2 1

x

y

E u

x y R

E u

y R x

E u

y x

 
 



 
 



















   
    

    

  
   

   

  
  

   

        (9) 

 

И моменты из (8) 
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Введем выражения (9) и (10) в усло- 

вия равновесия (8), тогда придём к сле-

дующим уравнениям. 
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где ∇4= ∇2∇2-двойной оператор Лапласа.  

Мы получили один из вариантов урав-

нений теории цилиндрических оболочек в 

перемещениях*). Перепишем эти уравне-

ния в виде таблицы операторов по отно-

шению к 𝑢, 𝜗, 𝜔 (грузовые члены опу-

щены) см. табл.1. 

Отметим, что недиагональные члены 

этой таблицы построены симметрично. 

Обратимся теперь к упрощенному ва-

рианту линейной теории оболочек.  Новые 

выражения для изменений кривизны име-

ют вид  
2 2 2
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Таблица 1. 

Дифференциальные операторы основных уравнений 

𝑢 𝜗 𝜔 
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Отметим, что недиагональные члены 

этой таблицы построены симметрично в 

соответствии с энергетическими принци-

пами теории упругости и, в частности, с 

теоремой о взаимности работ.  

В соответствии с упрощённым вари-

антом линейной теории оболочек новые 

выражения для изменений кривизны име-

ют вид: 

 
2 2 2
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Окончательные выражения для де-

формаций (2) и параметров кривизны (13) 

совпадают с такими же выражениями в те-

ории пластинок, исключение составляют 

формула для 𝜀𝑦, включающая здесь до-

полнительный член (−𝜗/𝑅). Первые два 

уравнения равновесия (8) приобретают 

вид. 
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Они аналогичны соответствующим 

уравнениям для элемента пластинки. Это 

позволяет ввести функцию 𝜙 . 
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Уравнение совместности деформаций 

получает вид  
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Идя далее по пути, приходим к окон-

чательным уравнениям [5]. Пологая по 

(5.84), ([5]). 
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Находим: 
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Нами получена известная система 

уравнений смешанного типа относитель-

но прогиба 𝜔 и функции напряжений 𝜙, 

лежащащую в основе многих исследова-

ний. При решении задач устойчивости 

оболочек в уравнение (17) надо подста-

вить вместо 𝑞𝑧/ℎ величину Π (𝜎, 𝑥), в пол-

ном виде уравнение будет 
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Далее, уравнения (19) и (17) можно 

привести к одному разрешающему урав-

нению вида (1.91а). Если напряжения  

, x yP P  не зависит от координат, получим: 
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Упрощённый вариант теории цилин-

дрических оболочек можно представить и 

в виде уравнений в перемещениях. В таб-

лице 1 можно при этом отбросить члены 

со вторыми и третьими производными, 

коэффициенты в которых содержат h2, 

тогда придём к следующей таблице 2.  

Эти операторы также обладают пол-

ной симметрией. Приведенные в таблице 

2 уравнения можно преобразовать.  Диф-

ференцируя второе уравнение по 𝑥 и 𝑦, на-

ходим: 
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Таблица 2. 

Дифференциальные операторы основных уравнений 
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Пользуясь первым уравнением, опре-

деляем входящие сюда производные 𝜐, 

тогда придём к уравнению 
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Аналогичное уравнение для 𝜐 имеет 

вид 

   
3 3

4

2 3
2R

x y y

 
 

 
   

  
       (23) 

 

Рассмотрим другой вариант упроще-

ния основных уравнений. Такая теория 

оболочек получила название полубезмо-

ментной*). 

При этом выполняется условие (5), 

поэтому для 𝑥𝑦, получаем выражение  (4) 
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Отсюда вытекает соотношение 
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Сопоставляя его с выражением для xy,  

приходим к следующему уравнению сов-

местности деформаций: 
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Уравнения (8) приобретают вид 
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Объединяя их, получаем уравнение 

равновесия 
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2

2

yx z
qq q

P R
x y y

 
   

  
          (27) 

 

Соотношения закона Гука выпишем в 

виде 

    

 

2

3

2

,
1

12 1

x x x

y y y

E
E

Eh
M x Dx

  




 


 


         (28) 

 

Введём переменные ,   /
x

y R
R

     

и воспользуемся оператором 

 

               
4 2

4 2
Ω

 

 
 
 

              (29) 
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тогда уравнения (19) и (20) примут вид 

 

    

2

3 2

2
2 *

2

12
Ω

0,  Ω

y

x

x
h y

MR

h

R M R P









 




  



             (30) 

где  

      
2

*

2

yx z
qq q

P
  

 
   

  
   (31)       

                                                           

Исключая 𝜎𝑥 и подставляя 𝑀𝑦 по (30), 

приходим после исключения (для задач 

устойчивости) оператора (
𝜕2

𝜕𝛽2 + 1) к ура-

внению  

 

DΩΩω + 𝐸ℎ𝑅2 𝜕4𝜔

𝜕𝛼4 = −𝑅4 𝜕2𝑃∗

𝜕𝛽2     (32) 

 

Этим уравнением следует пользовать-

ся, исследую устойчивость оболочек сред-

ней и особенно большой длины при том 

характере волнообразования, о котором 

говорилось выше. 

Отметим, что уравнению (19) непос-

редственно связывает изменение кривиз-

ны 𝑥𝑦, характеризующее искажение кон-

тура поперечного сечения, с деформацией 

𝜀𝑥, определяющей искажение сечения в 

направлении образующей т.е. депланацию 

сечения. Напряжения 𝜎𝑥, возникающие 

которую мы  называли бимоментом. Та-

ким образом, данный вариант теории обо-

лочек тесно связан с теорией тонкостен-

ных стержней. 

К приведённым выше уравнениям 

мы будем обращаться в последующем при 

решении линейных задач. В нелинейных 

задачах будем пользоваться упрощенны-

ми уравнениями теории гибких оболочек, 

приведёнными в [5], полагая k1=0,.  

Окончательные уравнения получают 

вид*.   

            
2

4

2

1
,

D
L

h R x


  


  


        (33) 

 

    
2

4

2

1 1 1
,

2
L

E R x


  


   


       (34) 

 

Дополненное разрушающее уравне-

ние типа (17) будет 

 

  

 

 

4
8 4

2 4

2

2

  ,

  , 0
2

D E
L

h R x

E
L

R x


  

 


   




 



  (35) 

 

При исследовании оболочек с началь-

ной погибью надо воспользоваться урав-

нениями (5.11), они переходят в следую-

щие (при q=0) 

 

   

   

 

2
4

0 2

4

0 0

2

0

2

1
,  

1 1
, ,

2

1
 

D
L

h R x

L L
E

R x


   

    

 











   



    




 

 



 (36) 

 

Если с помощью уравнений (26)-(29) 

исследуется закритическая деформация 

оболочки, то производные от 𝜙 по форму-

лам (13) определяют полные напряжения и 

включают, таким образом, критические 

усилия.  

Интегрируя приведённые выше ли-

нейные (либо нелинейные) уравнения, мы 

должны удовлетворить граничным усло-

виям. Выясним каковы будут эти усилия 

для торцевых сечений замкнутой оболоч-

ки**). При шарнирном опирании и или за-

щемлении оболочки по краям x=0, x=L 

должно быть соответственно 

 

=0,  
2

2
0  

x





 или =0,   0

x





. 

 

Далее, необходимо формулировать 

условия, касающееся перемещений u,  𝜐, а 

также усилий в срединной поверхности. 

Если точки краев свободно смещаются 

вдоль образующей и по дуге. В этих 

точках будет 𝜎𝑥 = 0, 𝜏 = 0. В другом пре-

дельном случае несмущающихся кромок 

надо положить  𝑢 = 0, 𝜐 = 0. 
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Məmmədsadıqov H.H., Əliyev R.D. 

 

Elastiklik hüdudu daxilində silindrik 

qabıqların dayanıqlığı 

 

ANOTASİYA 

 

Dairəvi silindrik qabıqların hazırlanması-

nın sadəliyi və çəkisinin az olması onun tex-

nikanın müxtəlif sahələrində tətbiq olunma-

sına imkan verir. Bunlara uçan aparatların 

konstruksiyaları, mühərriklər, sualtı qayıqlar, 

rezervuarlar, boru kəmərləri və s. daxildir. Si-

lindrik qabıqların dağılması müxtəlif qüvvələr 

təsirindən baş verə bilər: oxboyu sıxılmadan, 

eninə təzyiqdən, burulmadan, əyilmədən və s.  

Qeyd edək ki, bu qüvvələr ayrı-ayrılıqda və 

müxtəlif yük birləşmələri şəklində təsir edə 

bilər. Məqalədə bu yükləmələrə uyğun ola-

raq, silindrik qabıqların dayanıqlığı məsələ-

sinə baxılır. 

Açar sözlər: qabıqlar, dağılma, elastik-

lik həddi, oxboyu sıxılma, eninə təzyiq, daya-

nıqlıq, burulma, əyilmə, yükləmə növləri, 

konstruksiyalar, uçan aparatlar, yerdəyişmə-

lər, gərginlik funksiyası və s. 

 

Мамедсадыгов Г.Г., Алиев Р.Д. 

 

Устойчивость цилиндрических 

оболочек в пределах упругости 

 

РЕЗЮМЕ 

 

Оболочки кругового цилиндрического 

очертания отвечают, как правило, требо-

ваниям наименьшего веса конструкции и 

простоты изготовления, поэтому они ши-

роко применяются в различных областях 

техники. Они входят в конструкции лета-

тельных аппаратов и двигателей, подвод-

ных лодок, резервуаров, трубопроводов и 

т.д. Выпучивание цилиндрических оболо-

чек может произойти в тех случаях, когда 

они подвергаются действию осевого сжа-

тия, поперечного давления, кручения, из-

гиба, причем эти нагрузки встречаются от-

дельно либо в различных сочетаниях. В 

дальнейшем мы рассмотрим последова-

тельно задачи об устойчивости оболочек 

при этих видах нагружения.  
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Stability of cylindrical shells  

with in elastic limits 

 

ABSTRACT 

 

Shells of a circular cylindrical shape, as a 

rule, meet the requirements of the least weight 

of the structure and ease of manufacture, 

therefore they are widely used in various fields 

of technology. They are included in the struc-

tures of aircraft and engines, submarines, 

tanks, pipelines, etc. Buckling of cylindrical 

shells can occur in cases where they are sub-

jected to axial compression, transverse pressu-

re, torsion, bending, and these loads occur se-

parately or in various combinations. In the fu-

ture, we will consider successively the prob-

lems of the stability of shells under these types 

of loading. 

Keywords. Shells, buckling, elastic li-

mits, axial compression, cylindrical shape, 

lateral pressure, stability, torsion, bending, 

types of loading, fields of technology, struc-

tures, aircraft. 
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RABİTƏ SİSTEMİNİN İQTİSADİYYATI VƏ İNKİŞAFININ  

AKTUAL PROBLEMLƏRİ 

 

 Dünyada insan fəaliyyətinin elə bir sahə-

si yoxdur ki, orada rabitədən istifadə edilmə-

sin. Deməli, insanların maddi və mənəvi inki-

şafının əsas amillərindən biri də rabitədir. 

Odur ki, rabitənin hərtərəfli inkişafını şərtlən-

dirən elmi-tədqiqat işləri fundamental elmlərə 

əsaslanmalıdır. Buradan aydın olur ki, rabitə 

sisteminin iqtisadiyyatı və inkişafının aktual 

problemlərini aşkar etmək, bu problemlərin 

hər biri üzrə aparılacaq elmi-tədqiqat işləri 

metodoloji və nəzəri xətalardan uzaq olmalı-

dır. Deməli, aparılacaq elmi-tədqiqat işləri, 

bütün elmlərin metodoloji əsası olan dialekti-

kaya əsaslanmalıdır. Bu o deməkdir ki, rabitə 

sisteminin iqtisadiyyatı və inkişafının aktual 

problemlərinin aşkar edilməsi və həlli dialek-

tikanın qanunları, kateqoriyaları, anlayışları, 

prinsipləri və metodlarına əsaslanmalıdr. Bu 

deyilənlərə əsaslanaraq rabitə sisteminin iqti-

sadiyyatı və inkişafının aktual problemləri 

aşağıdakılardan ibarət olacaqdır: 

– Marketinq tədqiqatları əsasında ölkədə ra-

bitə sistemi üçün tələb olunan mütəxəssis 

kadrlarının hazırlanması; 

– Kadr hazırlığı proqramının işlənməsi və 

reallaşdırılması; 

– Rabitə sistemində idarəetmənin (menec-

mentin) təşkili. Menecmentin əsas prin-

sipləri və metodlarının təkmilləşdirilməsi; 

– Rabitə müəssisələrinin idarəetmə sxemi-

nin layihələndirilməsi və tətbiqi səmərəli-

liyinin müəyyən edilməsi; 

– Rabitədə planlaşdırmanın təşkilinin təkmil-

ləşdirilməsi, plan göstəriciləri və rabitə sis-

teminin cari strateji planlaşdırılması me-

todlarının təkmilləşdirilməsi. İqtisadi-ri-

yazi planlaşdırma metodlarının geniş tət-

biqi səmərəliliyinin müəyyən edilməsi; 

– Rabitə resursları və onların səmərəli isti-

fadəsini xarakterizə edən göstəricilərin 

hesablama metodikasının təkmilləşdiril-

məsi; 


