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SINQULYAR HOYOCANLANMIS IXTIYARI TOK TORTIBLI
DIFERENSIAL TONLIK UCUN QOYULMUS SORHOD MOSOLOSININ
HOLLININ ASIMPTOTIKASI

Bir fiziki xarakteristikasindan digarlorine kecidi hamar olmayan proseslor yiik-
sok tortibli toromalari garsisinda kicik parametr olan diferensial tanliklara gatirilirlar.
Belo diferensial tonliklora sinqulyar hoyacanlanmig diferensial tonliklor deyilir. Sin-
qulyar hoyacanlanmis diferensial tonliklor ti¢lin qoyulmus sarhod masalalarinin halls-
rinin kigik parametrdon asililiglarinin 6yranilmasi hom nazari, ham ds totbiqi noqteyi-
nozordon ¢ox ahomiyyatlidir. Belo sarhad masalalori A.N.Tixonov, L.S.Pontryaqgin,
N.N.Bogolyubov, Y.A.Mitropolski, V.Vazov, M.1.Visik, L.A.Lyiisternik, A.M.ilin vo
basqa gorkomli alimlorin digqgatini colb etmisdir. Hazirda sinqulyar hayacanlanmis
diferensial tonliklari todgiq etmak {igiin bir ne¢o asimptotik metodlar mévcuddur. Bu
asimptotik metodlar arasinda totbiq dairasinin genisliyi va riyazi osaslandirilmasinin
dogiqliyi ndqteyi-nozordan an effektivlisi M.I.Visik vo L.A.Lyiisternik torofindon is-
lonmis vo mahiyyati onlarin [1] magalasinds sarh olunmus metoddur. Bu iisul hazirda
biitiin diinyada “Visik-Lyiisternik metodu” adi altinda mashurdur. Bu isul ilo tadqiq
olunmus islorin say1 goxdur. Lakin tok tortibli sinqulyar hayacanlanmis sinqulyar ho-
yacanlanmis diferensial tonliklor az 6yronilmisdir. Belo tonliklora aid [2], [3] islorini
misal gostormok olar.

Bu isdo [0,1] pargasinda asagidaki sarhad masalasine baxilir:
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Burada &> 0-ki¢ik parametr, m - ixtiyari natural odod, @ >0 sabit, f(t)-ise
verilmis kifayat godor hamar funksiyadir. Magsad (1)-(3) sarhad masalasinin hallinin
kicik parametra nozoron asimptotikasini qurmaqdir.

Asimptotik ayrilis1 almaq t¢iin iterasiya proseslori aparilir. Birinci iterasiya
prosesinds (1) diferensial tonliyinin tagribi halli

W =W, +W, +...+ W ()

soklindo axtarilir. W funksiyasimin (4) ifadossini (1) tonliyindo u funksiyas1 avozinoe
yazib, alian borabarlikdo & -nun eyni daracali qiivvatlori olan hadlori miiqayiso etdik-
do namalum W, ;i =0,1,...,n funksiyalarin1 toyin etmok ii¢lin asagidak: rekurrent di-

ferensial tonliklor alinir:

dw,

o =f(t), (5)
dw,
T+awk_f (0 k=12,...n. (6)

Burada k=12,...2n-1 oldugda f (t)=0 olur. k=2m2m+1..,n
oldugda iso f,(t)funksiyalar: asagidak: diistur ilo toyin edilirlor:

el d 2m+]\N
f(t)=(-1)

" k=2m
dt2m+l

(5), (6) bir tortibli diferensial tonliklordir. Onlar tigiin t = 0 iizorinds olan m+1 sayda
olan (2) sorhad sortlorinin yalniz birindon istifads edilocokdir. Onda t =0 {izarindo
olan sarhad sortlorindon m saydasi itacokdir. Bu iton sorhad sortlorinin 6danilmasini
tomin etmok mogsadi ilo t =0 yaxinhiginda sorhad zolaq tipli funksiya qurmaq lazim
golir.

t =0 yaxinhginda sorhad zolaq tipli funksiyani qurmagq {igiin avvolco t = &7
ovazlomosi aparilir vo yeni = koordinatinda L_ operatorunun yeni ayrilis1 yazilir:

. 0 d2m+l\/ d
LV=¢ {(— 1) e dr} eau}

t =0 yaxinhginda sorhad zolaq tipli funksiya
V=eM,+&V +..+5""V ) @)
soklindo axtarilir. V -nin (7) ifadssini LV =0 tonliyinds yazib, V,; j=01,...n+m-1

funksiyalarinin tayin edilacoklori dlferenSIaI tonliklari aliriq:
2m+]:v V
( 1) d d

d 2m+1 dTO = 0 ! (8)
- d2m+1vj dVJ B o
(_1) d’[2m+1 + d’[ __avj—l’ J—1,2,...,n+m—1. (9)
(5) (6) diferensial tonliklori tigiin sarhad sortlori W +V ' cominin
W+v)_ =0 (10)
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sarhad sartini 6domasi talabindan tapilir. (4), (7) va (10)-dan aliriq:
Wi, =0, (11)
Wk‘t:O - _Vk_l‘rzo’ k :1,2,..., n.
(12)
W, ; i=01,...,n funksiyalar1 (11), (12) sorhad sortlorini 6dodikdo W +V comi

(10) sorhad sortini doqiq deyil, asagidaki monada &"* doqigliyi ilo 6doyacokdir:

(W +V )LO = 8”+1¢)(8). (13)
Buradaki (p(g)funksiya31 asagidaki diistur ilo toyin edilir.
(0(‘9 ) =™ (Vn +eVpat..te m_1\/n+m—1] £0’ (14)

(8), (9) diferensial tonliklori {igiin sarhad sortlori W +V cominin (2)-daki galan m
sayda asagidaki sorhad sortlorinin 6donilmasi tolobindon tapilirlar:
d d? dm
—(W +V =—W+V =.=—W+V =0.
i )10 WAV == >{t0 (15)
(4), (7) vo (15)-don istifado edacak, (8), (9) diferensial tonliklori {i¢iin alinan
sarhad sartlorini asagidaki bir imumi distur ilo vermoak olar.
o'V, | _ o'W, |

or" otk

;k=12,...m; p=0J1...,n+m-1.

t=0

7=0
(16)
Bu diisturun sag torofindo monfi indeksli W_ funksiyalar1 vo r>n oldugda
aliman W, funksiyalar1 eyniliklo sifir hesab olunurlar.
ArtigW, ; i=01,...n VoV, ; J=01,...,n+m-1 funksiyalarinin qurulmasina
kegmok olar. W, funksiyasi (5) diferensial tonliyinin (11) sorhod sortini 6dayan halli-
dir. Bu masalonin halli

W, (t)= j e f(r)dr

diisturu ilo verilir. k=1 oldugda (12)-don alinir ki, W, funksiyasini qurmamigdan
awal V, funksiyasi qurulmalidir. (16) diisturundan p =0 olduqda alinir ki, (8) adi
diferensial tonliyinin halli olan V, funksiyas1 asagidaki sorhod sortlorini 6demalidir:
No| oW , o', _o.. 9 _g (17)
orl., ot ort| or" |,
(8) adi diferensial tonliyino uygun olan xarakteristik tonliyin haqiqgi hissalori
manfi olan m sayda koklori vardir. Bu koklori A4, 4,,..., 4, jlo isaro edok. Qeyd edok

ki, t =0 tizorindo iton sorhad sortlorinin do sayr m-o borabordir. Bu fakt onu bildirir
ki, (1)-(3) sorhad mosalasi t =0 iizorindo requlyar olaraq cirlagir. (8) tonliyinin (17)
sarhad sartlarini 6dayan sarhad zolaq tipli halli
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V, = -W,|_.(Coe* +Cp™ +...+C, 6™
diisturu ilo toyin edilir. Burada c,,,Cy,...,Coy 1o Malum adodlar isars olunmusdur.

V, funksiyast molum oldugu ii¢iin W, funksiyasin1 qurmaq olar. K =1 olduqda
(6)-dan, (12)-don vo V, funksiyasinin askar ifadesindon alinir ki, W, funksiyas: asa-
gidaki sarhad masalasinin hallidir:

dw. n
d—tl +aW, =0, W,W;|_ =W, (0 E‘Cm) .
Aydindir ki, sonuncu sarhad masalasinin halli

W, (1) =Wy 0 zj

diisturu il toyin edilir.
k=1 oldugda (9)-dan vo p =1 oldugda (16)-dan alinir ki, V, funksiyas: asa-

gi1daki masalonin sarhad zolaq tipli hallidir:

d’™vV, dv,
=-aV._, 18
dz_2m+1 dT 0 ( )
dv dw,| d?V d?w, d¥ dmv.
1 = 1 : 21| = = 31| =0,...— =0. (19
dr L:o dt ‘t:O dr L:O dt® |, dz”| dz™ |,
(18), (19) sarhad masalasinin sarhad zolagq tipli halli
m e
V,(z)= .le c® + ci(i)r]e”“
diisturu ilo tayin olunur. Burada C.(i),c.(_l) ci1=12,...,.m ilo malum sabitlor isars olun-

musdur.
Prosesi bu gayda ilo davam etdirorok, W funksiyasinim (4), V' funksiyasinin (7)
ayriligia daxil olan W, vo V j funksiyalar ardicil olaraq qurulurlar. Qurulmus biitiin

V j funksiyalarim1 hamarlayici funksiyalara vuraraq, alinan yeni funksiyalar ti¢tin ov-
valki V; ; j=01,...,n+m—1lisarslorini saxlayag.

Qurulmus bu com (13) vo (15) sorhod sortlorini 6doyir. Lakin bu com t=1
tizorindaki (3) sarhad sortlorini 6domoays bilor. Ona gors do iterasiya prosesi aparilaraq
t =1 yaxinliginda sarhod zolaq tipli elo

7=t + ey oot € ) (20)
funksiyast qurulmahdir ki, W +V +7 comi

d m-+k

o W +V+7)_=0; k=12..,m 21)

sorhad sortlorini 6dosin. Hamarlayici funksiyalar hesabina t =1oldugda V' funksiyasi
sifra gevrildiyi {igiin (20) sarhad sortlorini bels do yazmagq olar:
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m+1 ( % dm+2 ( ﬁ dZm (

W+n) = W+n) =..= W+n) =0.
1 +2 2

dt " t=1 dt ) t=1 dt " t=1

n funksiyalarmin (20) ayriligina daxil olan 77; funksiyalarinin qurulmasi V

funksiyasinin (7) ayriligina daxil olan V, ; j=0.1,...,n+m -1 funksiyalarmin qurul-
masi kimidir. Ona goéra bu prosesin tizorinds dayanmuiriq.

Qurulmus W +V +2 comini U=W +V +7 ilo, u—U forgini u — =&""z
ilo isara edoarok, (1)-(3) sorhad masalasinin halli li¢lin asagidaki asimptotik ayrilisi
aling:

L el 1+ not m-+1+ j n+1
u=>eW,+ > & V;+ > &"n +"z. (22)
i=0 j=0 =0

Burada £z -qaliq hoddidir.

Isdo alinan naticolori asagidaki toklif soklinds timumilesdirmak olar.
Teorem. Forz edok ki, f(t) funksiyast [0,1] pargasinda 2m+2n+3 tortibo

gadar kasilmayan téromalara malikdir. Onda (1)-(3) sarhad masalasinin hallinin kigik
parametro nozoron asimptotik ayrilisi (22) soklindodir. Buradaki W, - funksiyalar

birinci iterasiya prosesinds toyin olunurlar, VJ- ,77;- funksiyalar1 uygun olaraq t = 0wvo

t =1 yaxinlhiginda sorhod zolaq tipli funksiyalar olub, miivafiq iterasiya proseslari ilo
toyin olunurlar, "'z -qaliq hoddidir vo Z funksiyasi ii¢iin asagidaki qiymotlondirme
dogrudur:

d"z 1
g™ — +¢y [ z°dt < c,e2M
dt™ |, 0

Buradaki ¢, >0, ¢, >0 sabitlori ¢-dan asili deyillar.
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