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СМЕШАННАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ СИСТЕМ УРАВНЕНИЙ  

ТЕРМОУПРУГОСТИ С НЕГЛАДКИМ КОЭФФИЦИЕНТОМ 
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система гиперболическо-параболических уравнений, сингулярные 

коэффициенты 

Различные проблемы термоупругости сводятся к смешанной задаче для 

системы пaраболическо-гиперболических уравнений. Рассмотрена смешанная 

задача для термоупругих систем уравнений, когда коэффициент в главной  части 

имеет конечную вариацию. Исследовано существование и единственность  

слабых решений  рассматриваемой  задачи.  
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HAMAR  OLMAYAN ƏMSALLI İSTİLİK-ELASTİQİYYƏT TƏNLİKLƏR 

SİSTEMİ ÜÇÜN QARIŞIQ MƏSƏLƏ 

 

Açar sözlər: istilik-elastiqiyyət, qarışıq məsələ, korrektlik, hiperbolik-

parabolik tənliklər  sistemi, sinqulyar əmsallar 

Termoelastiqiyyət nəzəriyyəsinin müxtəlif problemlərinin həlli istilik- 

elastiqiyyət tənliklər sistemi üçün qarışıq məsələyə gətirilir. İşdə baş hissədəki əmsal  

sonlu variasiyaya malik istilik-elastiqiyyət tənliklər sistemi üçün qarışıq məsələyə  

baxılmışdır. Baxılan  məsələnin zəif həllinin varlığı və yeganəliyi araşdırılmışdır. 

 

G.R.Gadirova 

 

MIXED PROBLEM FOR THE SYSTEM OF THERMOELASTICITY    

EQUATIONS WITH NON-SMOOTH COEFFICIENT 

 

Keywords: termoelasticity, mixed problem, well-posedness, system of 

parabolic hyperbolic equations, singular coefficient  

The various problems of thermoelasticity theory are reduced to the mixed 

problem for a classification of thermoelasticity equations. The mixed problem for the 

system of thermoelastic  equations is considered in the case when the coefficient in the 

main part has a finite variation. The existence and uniqueness of weak solutions of the 

problem is studied. 
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1. Постановка задачи и основные результаты 

В области    LTQT ,0,0   рассмотрим смешанную  задачу для 

одномерной  системы теории термоупругости: 
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


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xtguvv
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tt
                             (1) 

с  граничными  условиями  

                               ,0,0),()0,(,0),()0,( TtLtvtvLtutu  (2) 

            

и   с начальными  условиями 

                      )(),0(),(),0(),(),0( 010 xvxvxuxuxuxu   ,    Lx ,0 ,         

(3) 

где )(ta -некоторая вещественная функция, определенная на  ],0[ T , а

),( xtf  ),( xtg - некоторые  функции, определенные на  LT ,0],0[  ,   

xx 







 ,

2
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В случае, когда  ta   достаточно гладкая функция разрешимость 

задачи (1) – (3) исследованы в работах различных авторов (напр. см.[1-

4]). В данной работе рассматривается случай, когда    00 ata     и 

имеет ограниченную вариацию.  Известно, что если функция  )(ta  имеет 

ограниченную вариацию, то смешанная задача для гиперболического 

уравнения 

0)(  utautt =0 

имеет слабое решение [5]. В данной работе аналогичный вопрос будет 

решена для задачи (1)-(3). 

 Введем некоторые определения и обозначения, через 
mW2

ˆ  

обозначим следующее подпространство пространства   mW2 : 
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    ,0,,01,2,..., LL  .   
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 В дальнейшем через   будем обозначать норму в  2L . 

Абстрактные функции  ,, xtut   со значениями в  2L    или в 

2,1,ˆ
2 iW i

 будем обозначать через  .tu  

 Пусть  YX  - гильбертовы пространства. Через  YXbaWp ,;,1
 

обозначим следующее пространство (см. [6], стр.23): 

        YbaLuXbaLuYbauuYXbaW ptpp ;,,;,,,::,;,1  , где   

 p1 . 

          Разрешимость задачи (1)-(3) будем исследовать при следующих 

предположениях 

       .0,,0.1 0  ataTBVta  

20
. Функции  xtf , ,  xtg ,  определены на    T,0  и  

     )(;,0,,, 22  LTLxtgxtf   . 

Определение. Функции   ),( vu  , где    )(;,0 1

2   WTLu


  

 )(;,0 2   LTLut ,    )(;,0)(;,0 1

222   WTLLTLv


 назовем слабым 

решением задачи (1)-(3), если при  любых     )(,ˆ;,0 2

1

2

1

2  LWTWw ,  

   )(,ˆ;,0 2

1

2

1

2  LWTW ,   0, xTw ,    хxT ,0, , выполнены 

равенства  

           




TT

dxdtxtwxtutadxdtxtwxtu
00

,,,,  

                      




TT

dxxtwxtfdxxtwxtvdxxwxu
00
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         




TT

dxdtxtxtudxdtxtxtv
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,,,,                                                                                  

           




TT

dxxtxtgdxxtxtudxxxv
00

0 ),(.),(),(),(,0  ,     (5) 

  xtu ,   удовлетворяет начальному условию 

                          ,,,0 0  xxuxu                                         (6) 

где « ' » означает производную по t . 

Доказана следующая теорема о существовании слабого решения 

задачи  (1) - (3). 
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 Теорема 1. Пусть выполнены условие 10 – 20. Тогда при любых 

)(ˆ
21

1

20  LuWu  задача (1) - (3) имеет единственное слабое решение      

),( vu , где  )(;,0 1

2   WTLu


,  )(;,0 2   LTLut , 

   )(;,0)(;,0 1

222   WTLLTLv


. 

2. Доказательство теоремы о существовании слабого 

решения 

 Сначала рассмотрим случай когда   constata  . Заменой 

,1 uz   uz 2       vz 3 задача (1)- (3) сводится  к задаче Коши. 
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 Линейный  оператор  L   является   максимально   диссипативным, 

поэтому  задача   (7)  корректно (см. 7, с.596-604), т.е.  при любых 10 Hz   

задача (7) имеет единственное решение        HTCHTCtz ,,0;,0 1

1  .   

Если  Hz 0  то задача (7)  имеет слабое решение. 

   Легко показать, что если  Hz 0  и  tz  является  

соответствующим  слабым решением задачи (7),  то  

 
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  и 

    xtvxtu ,,,  является слабым решением задачи  (1) - (3).  Тогда  при  

любых     )(,ˆ;,0 2

1

2

1

2  LWTWw ,     )(,ˆ;,0 2

1

2

1

2  LWTW ,     0, xTw     ,    

   xxT ,0,  : 
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  то    tz является сильным решением 

задачи (8), (9) и справедливо  следующее тождество 
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 решение  задачи   (7)  с  

начальным  условием    .0 0nn zz   При  каждом   n  для  ),(),,( xtvxtu nn   

выполнены тождества  (8), (9).  Ввиду корректности задачи  (7) ,(8)  в H  
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при n     tztzn   в   ,,,0 HTC   т.е.      xtuxtun ,,    в 

  1

2
ˆ,,0 WTC ,      xtvxtvn ,,    в   )(,,0 2 LTC  (см. [7]) . 

 Написав тождество (8), (9) для      xtvxtu nn ,,, , переходим к 

пределу при  .n  Тогда для      xtvxtu ,,,  получим  тожества   

(8),(9). 

 Отрезок   T,0   разобьем  на n  частей  Tttt n  ....0 10 .    

Пусть   1,...,1,0,1,   nktttata kknkn , где  
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 
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 Рассмотрим смешанную задачу   

                          
   

  

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
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knknnkn
   xttt kk ,1             

(10) 

с граничными условиями (2) и с начальными условиями 

                      ,,,,, 1

,

0

,  xxuxtuxuxtu nkkknnkkkn                                      

(11) 

                                      ,,, 0

,  xxvxtv nkkkn                (12) 

где      

                                 ,,, 0

0

010,0

0

0  xxvxvxuxuxuxu nnn            (13)                                          

                   

        .,...,2,1,,, ,1,,,1,

0

, nkxxtuxuxtuxu kknknkknkn            (14) 

                        .,...,2,1,,,1,

0

, nkxxtvxv kknkn                   (15) 

 Решая последовательно задачи (10)- (15), начиная с 0k  

получим,  что при  каждом 1,...,1,0  nk  задача (10) – (15) имеет 

единственное решение      nknk vu , ,где 

       )(;,ˆ; 21
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21,   LttCWttCu kkkknk   ,     )(; 21,   LttCv kknk   и  

справедливы энергетические  равенства 

     



t

t

knknkn

kn

kn

k

dxdxuxvtu
a

tu  ),(),(
22

1
,,

2

,

,2

,  

    
2

,

,2

,
22

1
kkn

kn

kkn tu
a

tu  

 



Г.Р.Кадирова 

46 

        1, ,,, 
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t
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dxdxvxutvtv  ),(),(,,
2

1
,,

0

22

,  

                          dxdxvxgtv

t

t

knkkn

k

 


 ,,,
2

1
,

2

, .                         (17) 

 Рассмотрим последовательность      ,0,, Tttvtu nn   где 

   kutu knn ,  ,      kvtv knn , при  ,1 kk ttt  nk ,...,1,0 .  

Учитывая  это, из (17) получим  

           
2

,

,2

,

2,2

22

1

22

1
kkn

kn

kknn

kn

n tu
a

tutu
a

tu  

     dxdxuxfdxdxuxv n

t

t

t

t

nn

kk

,,),(),(    


 

и 

       
2

,

22
,

2

1
,,

2

1
kkn

t

t

nn tvdvtv

k

  

     dxdxvxgdxdxvxu

t

t

n

t

t

nn

kk

  


 ,,),(),( . 

Отсюда в  частности,  получим, что 

        


2

,

,2

,

2

1,

,2

1,
22

1

22

1
jjn

jn

jjnjjn

jn

jjn tu
a

tutu
a

tu  

     dxdxuxfdxdxuxv jn

t

t

t

t

jnjn

j

j

j

j

,,),(),( ,,,

11

   




 

и 

       




2

,

2

,

2

1, ,
2

1
,,

2

1
1

jjn

t

t

jnjjn tvdvtv

j

j

  

     dxdxvxgdxdxvxu

j

j

j

j

t

t

jn

t

t

jnjn   






11

,,),(),( ,,,
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Используя  равенство      njtutu jjnjjn ,...,2,1,1,,     и    повторяя  

данный  процесс   к-раз в конце получим следующие равенства 

        


2

0,

0,2

0,

2

1,

,2

1, 0
2

0
2

1

22

1
n

n

nkkn

kn

kkn u
a

utu
a

tu  

     




2

11,

1

1,,
2

1
jjn

k

j

jnjn tuaa  

  
 

k

j

t

t

jnjn

j

j

dxdxuxv
1

,,

1

),(),(   

     
 


k

j

t

t

jn

j

j

dxdxuxf
1

,

1

,,                                     

(18) 

 

и 

        








2

0,

1

1

2

,

2

1, ,0
2

1
,,

2

1

1

n

k

j

t

t

jnkkn vdvtv

j

j

  

  
 

k

j

t

t

jnjn

j

j

dxdxvxu
1

,,

1

),(),(   

                                          
 


k

j

t

t

jn

j

j

dxdxvxg
1

,

1

,,  .                       (19) 

Суммируя (18) и  (19)  отсюда получим следующее равенство 

         
t

nnn

kn

n tvtvtu
a

tu
0

222,2
,

2

1

22

1
 

                               ,0
2

0
2

1
0

2

1 2

0,

0,22

0, tRtGu
a

vu nnn

n

nn        (20) 

 

где   

           dxdxvxudxdxuxvtG n

t

nn

t

nn ,,,,
00

   


 

          .,,,,
00

 dxdxvxgdxdxuxftR n

t

n

t

n   


  

 Используя граничные условия (2) легко  заметить, что 

                                 0tGn .                                  (21) 
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Из (19) -(21) получим, что 

      
2,22

22

1

2

1
tu

a
tvtu n

kn

nn
 

      
2

0

0,2

0

2

1
22

1

2

1
xu

a
xvxu n  

                             tRtuaa n

k

j

jnjnjn 0,

2

1

1,1,, ,
2

1
 




                  (22) 

                                                     

Используя условиe  10  и  неравенство Гельдера из  (22) получим,  

что 

      
2022

22

1

2

1
tu

a
tvtu nnn  

      
2

0

2

0

2

1
22

1

2

1
xu

M
xvxu a  

       


 dxdxudxdxf

t

n

t

0

2

0

2
,

2

1
,

2

1
 

       


 dxdxvdxdxg

t

n

t

0

2

0

2
,

2

1
,

2

1
 

                                                 ,
2

1,

1

1,, jjn

k

j

jnjn tuaa 



                                (23) 

где    ta

Tt

M a max
0 

   не зависят от .n  

 Применяя Лемму Гронуола из (23) получим, что 

 

 

 

     





2

0

2

0

2

1
22

1

2

1
xu

M
xvxu a  

       


 dxdxgdxdxf

TT

0

2

0

2
,

2

1
,

2

1
 

                      Ttuaa
k

j

jjnjnjn exp
1

2

1,1,, 







 .                    (24) 

 C другой стороны, 

      
2022

22

1
tu

a
tvtu nnn
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                 
 

 tdVuuaa a
t

njn

k

j
jnjn ,0

2

,0

2

,
1

1,,  


          (25) 

 Далее будем пользоваться следующей Леммой 

 Лемма 1. (см.5). Пусть     Rbatx ,:  монотонно возрастающая 

ограниченная функция, а         ,0,: baty    непрерывная функция  и  

 
 

 ,,,)()(
,

0 batdxyyty
ta

    

где    ,00 y тогда 

 

    axbx

ta

eydxyy 

  0

,

0 )()(  . 

(Предполагается, что          0,0   bxbxtxtx ) 

Применяя Лемму 1 из  (24)- (25) получим, что  

      
2022

22

1

2

1
tu

a
tvtu nnn  

 

                          TcVxu
M

xvxuc b
a ,0exp

22

1

2

1 2

0

2

0

2

1 







 ,         (26)                                                                              

где Tc exp . 

 Таким образом, для последовательности 
      ,,, tvtu nn  имеет 

место априорная  оценка   

      Ctu
a

tvtu nnn 
2022

22

1

2

1
, 

где   C   не   зависит  от  n    и   0t . 

 Тогда ввиду *-слабой компактности ограниченного множества в  

 XTL ;,0 , где Х – гильбертово пространство, получим, что из 

последовательности       ,,, tvtu nn  можно выделить 

подпоследовательность        ,,, tvtu nn 
 со следующими свойствами: 

                     uun
слабо в      ,ˆ;,0 1

2WTL          (27)                

                                uun
слабо в      ,)(;,0 2  LTL    (28)                  

  

                                  vvn
слабо в      ,)(;,0 2  LTL       (29)         

                vvn 


-слабо в     ,ˆ;,0 1

22 WTL            (30) 



Г.Р.Кадирова 

50 

(см. 6, стр. 299). 

 Пусть     )(,ˆ;,0 2

1

2

1

2  LWTWw  ,    и      )(,ˆ;,0 2

1

2

1

2  LWTW  ,

  .0, xT    .0, xT  Тогда, используя (18)- (19) получим, что 

             


dxdtxtwxtutadxdtxtwxtu

T

n

T

n

00

,,,,  

         


TT

n dxdtxtwxtfdxdtxtwxt
00

,,),(,  

      






    







 

11

),(,,, ,,

1

0

,

k

k

k

k

t

t

knkn

n

k

t

t

kn dxdtxtwxtuadxdtxtwxtu  

      






   





11

,,),(,,

k

k

k

k

t

t

t

t

kn dxdtxtwxtfdxdtxtwxt  

        







 



 





1

0

11,, ,,,,
n

k

kkknkkkn dxxtwxtudxxtwxtu  

        







 



 





1

0

111,, ,,,,
n

k

kkknkkkn dxxtwxtudxxtwxtu  

.             (31) 

 

 

Аналогичным  образом  получим, что 

           


dxdtxtxtvdxdtxtxtv

T

n

T

n

00

,,,,   

         


TT

n dxdtxtxtgdxdtxtxtu
00

,,),(,   

                                   


 dxxxvdxxxvn ,0,0,0 00,  .           (32)  

 Таким образом,      xtvxtu nn ,,,   является слабым решением 

смешанной  задачи 

   

  







,,

,,

xtguuv

xtfvutau

nnn

nnnn
 

                  ,0,0,,,0,,  tbtvatvbtuatu nnnn  

              xvxvxuxuxuxu nnn 010 ,0,,0,,0   , 

       


 dxxwxudxxwxun ,0,0,0 10,
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т.е.  при любых     ,ˆ,ˆ;,0 1
2

2
2

1
2 WWTW        xxT ,0,   

выполняется равенство (31), (32). 

 Из (27)  и  (30)  следует, что при любых    )(,ˆ;,0 2

1

2

1

2  LWTWw ,  

   :)(,ˆ;,0 2

1

2

1

2  LWTW  

                         ,,),,),
00

  



TT

n dxdtxtwxtudxdtxtwxtu


               (33)    

                       




TT

nn dxdtxtwxtutadxdtxtwxtuta
00

,,,,


,  (34)              

                    xuxun ,0,0 


  в     .10,ˆ 1

2  W             (35)                         

                          ,,),,),
00

  



TT

n dxdtxtxtvdxdtxtxtv 


            (36)

                               

                      




TT

n dxdtxtxtvdxdtxtxtv
00

,,,, 


.      (37)                  

Далее напишем  (31), (32) для nn   и перейдём  к  пределу  при 

.n   

 Тогда, учитывая (33)-(37) получим, что      vu , , где 

   1

2
ˆ;,0 WTLu      )(;,0 2   LTLu ,      1

222
ˆ;,0)(;,0 WTLLTLv   ,   

является слабым решением задачи (1) - (3). 

3. Доказательство теоремы о единственности слабого решения 

        Пусть функции      xtvxtu ,,, 11  и      xtvxtu ,,, 22  являются слабыми 

решениями задачи (1) – (3). 

 Тогда   для  разности 21ˆ uuu     и 21ˆ vvv    имеем: 

 

                       0),(ˆ,ˆ)(,ˆ  xtvxtutaxtu  ,                (38) 

                         0),(ˆ,ˆ,ˆ  xtuxtvxtv ,             (39)

 

                     0,0ˆ,0,0ˆ,0ˆ  xvxuxu ,                    (40)

 )(,ˆ;,0ˆ 2

1

2

1

221  LWTWuuu ,  1

2221
ˆ;,0ˆ WTLvvv   (41) 
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Умножим формально обе части равенства (38) на  xtu ,ˆ , а обе  

части  равенства  (39) на  xtv ,ˆ , тогда  учитывая  (40), (41) имеем 

      


dadxxtu
ta

dxxtu 22 ,ˆ
2

)(
,ˆ

2

1
 

                 0),(ˆ,ˆ,ˆ
2

1

00

2    


 dxdxuxvdadxxu

tt

,          (42) 

и 

                    0),(ˆ),(ˆ,ˆ
2

1
,ˆ

2

1

0

22
   

 

 dxdxvxudxxsvdxxsv

t

 (43) 

 

где  последнее  слагаемое  понимается   в  следующем  смысле 

  




tt

dxdvudxdvu
00

ˆˆˆˆ  . 

Из  (42)  и (43)  имеем 

 
 

  
 

 dxxtu
ta

dxxtu
22

,ˆ
2

,ˆ
2

1
    

 

 dxxsvdxxsv
22

,ˆ
2

1
,ˆ

2

1
= 

                                          =     




t

dadxxu
0

2,ˆ
2

1
 .                     (44) 

С другой стороны,  

                                   tdVtudadxxu a

tt

,0ˆ,ˆ
2

1

0

2

0

2

  


 .            (45) 

Из (44), (45) следует, что 

 

     xTsxsvxsu ,,00),(ˆ,0,ˆ . 
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