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HIiPERBOLIK TONLiYO CIRLASAN PARABQL_iK TQNLiK l"ng"JN
QOYULMUS SORHOD MOSOLOISININ HOLLININ ASIMPTOTIKASI

Agar sozlar: asimptotika, sarhad zolagq tipli funksiya, qaliq haddi

Hiperbolik tonliya cirlasan sinqulyar hoyoacanlanmis parabolik tonlik {iglin
qoyulmus sorhod mosalasinin hollinin tam asimptotikast qurulmus vo qaliq haddi
giymatlondirilmisdir.
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ASYMPTOTICS OF THE SOLUTION OF A BOUNDARY VALUE PROBLEM
STATED FOR A PARABOLIC EQUATION DEGENERATED INTO
HYPERBOLIC EQUATION

Keywords: asymptotics, boundary layer type function, remainder term.

Complete asymptotics of the solution of a boundary value problem stated for
singularly perturbed parabolic equation degenerated into hyperbolic equation was
constructed and remainder term was estimated.

Bir fiziki xarakteristikadan digorlarina ke¢idi hamar olmayan bir ¢ox
real hadisalor sinqulyar hoyacanlanmis diferensial tonliklorin todgigine gatirilir.
Sinqulyar hoyacanlanmis diferensial tonliklor miixtalif aspektlordon sistematik
olarag A.N.Tixonov, L.S.Pontryaqin, E.F.Misenko, A.B.Vasilyeva, M.1.Visik,
L.A.Lyusternik, V.Vazov, C.A.Lomov, A.M.Ilin vo basqa alimlor torafindon
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Oyranilmigdir. Sinqulyar hayacanlanmig parabolik tipli tonlikloro do miiayyan

islor hasr olunmusdur. [3] isinds V.A. Trenogin
2
Zt—u—eb(x,t)%Jrc(x,t,u) =0, u(x,0) =e(x), u(0,t)=u(,t)=0
X

sorhod masalasinin  hallinin  asimptotikasni  qurmusdur. [2] moqalesinds
u = sAu+u""u tonliyinin Q-da u(x,0) =gp(x) sortini, 8Qx(0,+e0)-da ise
u(x,t) =0 sortini 6dayan hallinin asimptotikasi tadqiq edilmisdir. V.F. Butuzov
[1] isinde —u, +&£°Au— f(u,x,&) =0 tonliyi i¢iin {igiincii ndv sarhad sortini
Oyronmigdir.

Bu kigik hocmli icmal gostorir Ki, todqiq olunmus sinqulyar
hoyacanlanmis qeyri-xotti parabolik tonliklor asagidaki xiisusiyyatloro
malikdirlor. Birincisi, aragdirilmis sinqulyar hayacanlanmig diferensial tonliklor
ya funksional tonliys, ya da adi diferensial tonliys cirlagirlar. Ikincisi, todgiq
olunan sinqulyar hoyacanlanmis qeyri-Xotti parabolik tonliklor axtarilan
funksiyanin téromalarina nazaran xattidirlor.

Bu mogalode D= {(t, X)0<t<1,0<x< 1} diizbucaqli oblastinda

asagidaki sorhod mosalasine baxilir:
p 2
guzgﬂ—gtif@q U aM b xu— f(t,x) =0, (1)
ot OX\ OX OX OX

u\t:0=o,(03xs1); U, o=U[,,=0, (0<t<1). (2)
Burada ¢ > 0-ki¢ik parametr, p =2k +1, k -ixtiyari natural odad, a > 0 -sabit,
b(t,x) va f(t,x)-iso verilmis kifayot godor hamar funksiyalardir. b(t, x)
funksiyas1 D -do

b(t,x) > »* >0, y = const (3)
sortini 6doyir.
Aydindir ki, & kigik parametrinin hor bir geyd olunmus giymatinda (1),

(2) sarhad masalasinin Lp+1[0,1; Vf/pﬂ(O,l)} fozasindan olan holli vardir. Bu isda

moagsad (1), (2) masalosinin imumilogmis hallinin kigik parametra nazaran
asimptotikasini qurmaqdir.
(1), (2) mosalasinin hollinin asimptotikasini qurmaq tg¢iin iterasiya
proseslari aparilir. Birinci iterasiya prosesinda (1) tonliyinin togribi halli
W =W, +&W, + W, +...+&"W, (4)
soklindo axtarilir. W funksiyasimin (4)-daki ifadassini (1) tonliyinds yazib, talob
edok ki, bu funksiya (1) tonliyinin
LW =0(c") (5)
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monada togribi halli olsun. Onda W,;i=0.1...,n funksiyalarin1 toyin etmok
ticlin asagidaki rekurrent diferensial tonliklor alinir:

LW, = ago +aaav)\:(, +b(t, W, = f (t, %), (6)
o, v
LW, = S a Sl bt W, = 65 =12.n. )

Burada f;(t,x) funksiyalar1 W, ,W,,...,W, , funksiyalar1 ilo ifade olunan molum
funksiyalardir. Masalon, f, va f, funksiyalar

fl(t )_52\/\2/()’ fz(t )_GZ\N

diisturlart ilo toyin edilirlor. k =1 oldugda f, funk51yas1
oW, . @ (awo T
ox? 6x OX

f,(t,X) =

diisturu ils toyin edilir.
Aydindir ki, (6), (7) tonliklori {iglin (2) sorhad sortlorinin hamisindan
istifado etmak olmaz. (6), (7) tonliklari ti¢iin

Wo‘tzon, (0=<x<1); W0|X:0= 0, (0<t<) (8)

Wi| =0, (0<x<1); W[, ,=0, (0<t<l); i=12..,n (9)
sarhad sortlorindon istifado edilocakdir. (4), (8) vo (9)-a asason belo qurulan
W funksiyas1 (5) tonlyini va

W|,=0, (0<x<1); W|,,=0, (0<t<I) (10)
sarhad sartlorini 6doyacokdir. W funksiyasi (2)-do olan X =1 tizarindoaki sarhad
sartini 6domays bilar. Bu sarhad sortinin d6danilmasini tomin etmok tigiin X =1

yaximliginda sarhod zolaq tipli funksiya qurulacaqdir.
owvalco W, W,,...W, funksiyalarin1 toyin edok. Beloaliklo, W,

funksiyasi (6), (8) sarhad masalasinin hollidir. Asagidaki toklif dogrudur.
Lemma 1. Forz edok ki, f(t,x)eC*™?(D), b(t,x) eC*"?(D) vo
f (t,x) funksiyasi asagidak: sorti 6doyir:
o' f (t,X)
ot"ox"
Onda (6), (8) masalasinin halli olan W, (t,x) funksiyas1 da C*™ (D) fozasina
daxildir vo

=0; i=i+i,; 1=01..,2(n+1); (t,x) e D. (11)

x=at
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o'W, (t, X)
ot"ox"
sortini 6doyir.

Isbati. (6) diferensial tonliyinin koordinat baslangicindan kegon x = at
xarakteristik Xatti D diizbucaglisin iki hissaya boliir:
D, ={t.,x) e Dx<at}, D, = {(t,x) e Dx >at}. (6), (8) mosalasinin hallini
asagidaki sokildo axtarmagq olar:

=0; i=i+i,; 1=01..2(n+1); (t,x) e D (12)

x=at

- {WO(n, (t,x) e D, olduqgda, (13)
W2, (t,x) e D, oldugda.
Burada W," vo W® funksiyalar1 asagidaki sarhad masalalarinin hallaridir:
LW,? =0, (t,x) e D;; W[, ,=0, (0<t<1) (14)
LW =0, (t,x)eD,; W2 _,=0, (0<x<1). (15)

(14), (15) Kosi moasalalarini hall edorak, aliriq:
WO =] f(E(at—x+r),rjexp{—1fb(l(at—x+cf),cfjd§}dr, (16)
dp \a a; \a

WA (t,x) = j f(r,ac+x— at)exp{—jb(é, ac+x— at)drf}df. (17)

f(t,x) vo b(t,x) funksiyalari hamar funksiyalar oldugda W (t,x) funksiya
D, -do, W@ (t,x) funksiyasi iso D,-do hamar funksiyalardir. Ona goro do (13)
diisturu ilo tayin olunan W,(t,x) funksiyas1 da D-do x=at oldugda hamar
funksiya olacaqdir. Asanligla yoxlamagq olar ki, x=at oldugda, W (t,x) va
W, (t,x) funksiyalari iist-iisto disiirlor. Lakin W2 (t,x) vo W/ 2(t,x)
funksiyalarinin toromalori x =at olduqgda farglidirlor.

Indi iso forz edok ki, f(t,x) funksiyasi (11) sortini 6dayir. Bu sartdan,
(13), (16) va (17) diisturlarindan istifads etmokla, géstarmok olar ki,

6iW0 (t,_ X) _ giwq(l) (t.’ X) | 0 8)
atllaxl2 x—at=—0 8t |18X|2 x=at ]

M(tx), WX, g (19)
atllaxlz x—at=+0 a‘t|1a)(|2 x=at

(18), (19) onu gostarir ki, (11) sorti 6donildikds W, (t,x) funksiyasi (12) sortini
odoyir.
Lemma 1 isbat olundu.
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Lemma 1-o vo f,(t,X)-in askar ifadssine gora i=1 olduqda (7)-don
alinan tonliyin sag torafi do toromalari ilo birlikde x = at olduqda sifra gevrilir.
Ona goéro i=1 oldugda, (7), (9) moasalosinin halli do Lemma 1-o osason
toromalari ilo birlikdo x=at olduqda sifra gevrilirlor. Proses bu gayda ilo
davam etdirilorok (4)-iin sag torofino daxil olan biitin W,,W,,...,W, funksiyalari
qurulurlar.

Indi iso X =1 yaxmhginda sorhad zolaq tipli funksiyanin qurulmasina
kegok. Qurulmus W funksiyasina X =1 yaximliginda sarhad zolaq tipli elo

V=V, +&V, +..+&™V, (20)
funksiyasi olave edilocakdir ki, W +V funksiyas1 (2)-do olan x =1 tizarindoki
sarhad sortini 6doasin:

W +V)|,, =0. (21)
V funksiyasi qurularkon ham do
L, (W +V)—L, W =0(e") (22)

sortinin 6donilmasini tomin etmak lazimdir. Burada L, -ilo L, operatorunun

X =1 yaximliginda ki¢ik parametra nozaron yeni ayrilisi isars olunmusdur.
L, operatorunun yeni L,, ayrilisini yazmaq iiglin X =1 yaxinhiginda

t=t,1-x=¢&r disturlarn iizro yeni koordinatlara kecilir. Komokei
n+l .

r= Z{“)g’rj (t,z) funksiyasina baxaq. Burada r;(t,z) ilo x =1 yaxinhiginda tayin
j=

olunmus miisyyon hamar funksiyalar isare olunmuslar.

L,.(r) diferensial ifadesinin (t,z) koordinatlarinda kigik parametrin
quivvatlarina nazaran ayrilist asagidaki sokilds olur:

P A2
Lglrz—gl{i(%J +6_r§+a%+
’ or\ ot ot or

nd o((or\tor ) o, or @3
+Yelp=|| 22| 2 |+—L+a—L+D (t,7,1,1,..., 1) [+0(e™? ).
Eg {pér[(érj 81} or’ ot n Jl)} <g )}

Burada D, (t, 7,1, 1, 1) -ilo t,7 dayisenlorindon, r,,r,,..., r,_, funksiyalari vo

onlarin birinci, ikinci tortib téoromalarindon asili olan moalum funksiyalar: isara
olunmusdur.

Qurulmus hor bir W, (t1—e&r);i=0.1,...,n funksiyasim (t,1) noqtesindo
Teylor diisturu iizra ayirib (4)-iin sag torafinds yazdiqda W funksiyasiin (t,7)
koordinatlarinda kigik parametrs nozoron asagidaki ayriligini aliriq:
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W = r_fgjcoj (t,r)+O(g"+2). (24)

Burada @, (t,1) funksiyasi z doyiseninden asili deyildir, qalan @, funksiyalar1
asagidaki distur ilo toyin edilirlor:

=Y () IW(”) ©k=12,..,n+1.

i+j=k

W funksiyasinin (24) 1fad95ln|, V funksiyasinin  (20) ifadasini (22)
borabarliyindo  yazib, (23) berabarliyini  nozero alsaq, V,,V,,...,V..,

funksiyalarii tayin etmok ti¢iin asagidaki diferensial tonliklor alinir:

p
or\ ot or or
p-1
oV, 82V oV,
pi [avoj ' L+a J+q)j(t’T'Vo +a)O,V1+a)1,...,Vj_1+a)j_1)—
or|\ or or 82’ ot (26)

—q)j(t,r,a)o,a)l,...,a)jfl)z0; j=12,..,n+1
(25), (26) tonliklori ii¢iin sorhod sortlori W -nin (4)-doki, V -nin (20)-doki
ifadolorini  (21)-do yazib, &-nun eyni doracali qiivvatlorinin omsallarini

miiqayisa etmoklo alinir vo asagidaki sokildodirlor:
V -Wil,4: 1=0L...,n; V, =0. (27)
Vj; j=0.1,...,n funksiyalar1 sarhad zolaq tipli funk31yalar kimi axtarildiglari

ticiin (25), (26) diferensial tonliklori tigiin ikinci sarhad sortlori olaraq

=0

i

limV;=0; j=01..,n+1 (28)
gotiriiltirlor.
Belalikls, V, funksiyasi (25) diferensial tanliyinin
Vol,o=(t), limV,=0 (29)

sorhod sortlorini  6doyan hallidir.  j=0 oldugda (27)-don alimir ki,
o(t) =W, (1),

Asagidaki toklif dogrudur.

Lemma 2. o(t) eC*™™[0:1] oldugda (25), (29) serhod masalasinin
yegano V,(t,z) halli vardir, bu holl 7 doyisonine noazeron sonsuz
diferensiallanandir, t doayisonina nazoron iso 2(n+1) tortib kosilmoyon
toromolara malikdir vo asagidaki qiymatlondirma dogrudur:
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‘M <Cexp(-ar), i=i,+i, i, =01...2(n+1). (30)

ot"or”

Isbati. ©vvalca (25), (29) masalasinin hallinin yeganaliyini isbat edok.

Oksini forz edok. Tutaq ki, (25), (29) masalasinin VO (t,7), V{2 (t,z) kimi iki

halli vardir. Onda AV,” =0 tonliyindon AV ® =0 tonliyini torof-tarafs ¢ixib,
VP -V? =H isars etdikds alinir:

o l(aveO Y (v ' 52H  oH
= ( 80 j —( 80 ] +a 5 +a—a =0. (31)
T T T T T

Aydmdir ki, H funksiyasi

H{.,=0, limH =0 (32)

T—>+00

sorhad sortlorini ddoyir. (31) brabarliyinin hor iki torafini —H = -V ® —v®)

funksiyasina vurub, (32) sorhad sortlorini nozoro almagla hisss-hisso
inteqrallayib, miioyyan ¢evirmolordon sonra aliriq:

400 2k+2 oo 2
2 (2k+2) I (%j dr+ f (%j dr<0.
o\ OT ot

0

Sonuncu barabarsizlikdon alinir ki, ﬁ=0 olmalidir. Buradan isa
T

H=V®-V® =c(t) oldugu alinir. (c(t) funksiyast 7z doyisonindon asih
deyil). (32) sarhad sartlorindon birincisini nazars aldigda V,.® =V® oldugu
alinir. Belalikla, (25), (29) moasalasinin hallinin yeganaliyi isbat oundu.

Indi iso (25), (29) masalasinin hollinin varhigini isbat edok. %:q
T

isaro edorok asanligla gostormok olar ki, (25) tenliyinin imumi holli parametrik
sokilda

1( o 1(2k+1
Vo =Ci(0)-— (0™ +q), r=Cz(t)—g( X q“ﬂnlql] (33)

disturlart ilo verilir. C,(t), C,(t) funksiyalarmi (29) sorhod sortlorino asason
toyin edib (33) diisturlarinda yerlorino yazdigda (25), (29) sarhad masalasinin
hollinin parametrik sokildo

g} 2 _g), v, ——=(g™*+q) (34)

0, 2ak

diisturlar1 ilo verildiyi alinir. Burada q,(t) ilo

1
r7=—=In
a
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2k+1

g +q+ae(t)=0
cabri tonliyinin haqiqi kokii isars olunmusdur.

(25), (29) mosalasinin  hallinin  diferensial xassalori  va  (30)
giymatlondirmosi  (34) diisturlarindan istifado edilmoklo asanligla isbat
olunurlar.

Lemma 2 isbat olundu.

V  funksiyasinin (20) ayrilisina daxil olan gqalan V,,V,,...V 4
funksiyalariin toyin edilmasina kegok. Ovvalco qeyd edok ki, onlarin tayin
edilocaklari (26) tonliklorini belo yazmaq olar:

0 oV, oV, .

—lw(t,7)—L |[+a—=h.(t,7); j=12,.,n+1. 35

ar{l//( )ar} P i(t7); ] (35)
Burada hj(t,r)-ila @y Doy @15 Vo V0V funksiyalarindan asili olan

moalum funksiyalar isare olunmuslar. w(t,7) funksiyasi ise

w(t,7) = (2K +1)(%] +1 (36)
T

diisturu ilo toyin edilir.
Belslikls, V; funksiyalari (35) diferensial tanliyinin

Vil0=9; ), TILerVJ’ =0; j=12,..,n+1 (37)
sorhad  sortlorini  6doayan holloridirlor.  Burada j=12,..,n olduqgda,
g;(t) =-W,(t1), j=n+1oldugdaiss g,,(t) =0 gotirilir.

Asagidaki toklif dogrudur.
Lemma 3. Forz edok ki, g,;(t)eC™[01], h(t,7) funksiyas1 <

dayisanina nazaran sonsuz diferensiallanan, t doyisonina nazoron iso m tortib
kasilmayan toromolora malikdir vo

ﬁ'h_j (t,_r)
ot"or"

sortini  6doyir (C® =const >0, i=i,+i,; i, =01...,m; s Vo m-miioyyon
natural odadlardir). Onda (35), (37) serhad masalasinin yegans V(t,z) halli

<CY@U+r+72+..+7°)exp(-ar) (38)

vardir. Bu hall 7 doyisoninae nozoron sonsuz diferensiallanandir, t doyisonina
nozaran m tortib kasilmayan téromolora malikdir vo asagidaki giymatlondirma
dogrudur:

8'\/_,- t.7)
ot"or"®

s+1

<COWU+r+r?+..+0"exp(-ar); i =i +i,; i, =01..,m.  (39)
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Isbat. Gostormok olar ki, (35), (37) mosalasinin halli
v, (t,7) ={g(t) ~fvt, z)ﬁ h(t,f)dcf} eovt, z)]dz}exp [Fvtn)]  @0)
diisturu ils toyin edilir. Burada v(t,7) ilo

v(t.7) = afy () (41)

diisturu ils tayin olunan funksiya isara olunmusdur.
(40) dusturuna osason V,(t,z) funksiyasinin Lemma 3-tin hokmiinds

geyd olunan diferensial xassalora malik olmasini yoxlamaq asandir.

V;(t,7) funksiyas: G¢lin (39) giymstlondirmssinin dogrulugu da (40)
diisturundan istifado edilmoakls isbat olunur. Onu geyd etmok lazimdir ki, (36)
diisturu ilo toyin edilon w(t,z) funksiyas: iigiin y *(t,z) funksiyas: vo onun
toromalari mohduddurlar. Digor torafdon, (41) disturu ils toyin edilon v(t,7)
funksiyasi ticiin

exp[-v(t,7)]< Cexp(-ar)
giymotlondirmosi dogrudur. Bu iki faktdan vo (40) disturundan istifado
etmakls, V;(t,7) funksiyasi tigiin (39) qiymatlondirmasinin dogru oldugu isbat

olunur.
Lemma 3 isbat olundu.
Qurulmus bitiin V; funksiyalar1 hamarlayicr funksiyalara vurulur vo

alinan yeni funksiyalar {glin ovvalki V;;i=0L...,n isarolori saxlanilir.
Hamarlayici funksiyalar hesabina biitiin Vi, j=01...,n+1 funksiyalar1 Xx=0

olduqda sifra gevrilirlor. Ona gora do (20) diisturu ilo tayin edilon V funksiyasi
da x =0 oldquda sifra ¢evrilir. Buradan vo (10) borabarliklorinin ikincisindon
alinir ki, qurulan W +V comi (21) sarhad sartindan slava

W +V)[,,=0 (42)
sarhad sortini do 6dayir. (10) barabarliklarinin birincisine gora, bu comin ham
do

W +V)|,=0 (43)
sorhad sortini 6domoasi ii¢iin V funksiyast t =0 olduqda sifra ¢evrilmolidir.
ogor f(t,x) funksiyasi

0'f(01)

o =0 1=01..2(n+D) (44)
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sortini 6doyarss, onda V;; j=0L..,n+1 funksiyalar1 hamisi t=0 olduqgda

sifra  ¢evrilirlor. Demoali, (44) sorti odonildikde (43) sorhad sorti do
odoanilocakdir.
Qurulmus W +V comini
U=W-+V, (45)
ilo, dagiq hall ilo U arasindaki forqi
z=u-U (46)
ila isaro edib, z -i qaliq haddi adlandiragq.
(46)-dan u -nu tapib, (4), (20) va (45)-i nazars alsaq, (1), (2) masalasinin
halli tigiin asagidaki ayrilis alinir:

n . n+l .
U=>eW+Xe'V,+z. 47)

i=0 =0
Indi isa qaliq haddini giymotlondirak. Asagidak toklif dogrudur.
Lemma 4. z qaliq haddi {iglin asagidaki qiymatlondirms dogrudur:

1 t1( oz p+l tl(azj
Z2dx+eP[[| = | dxdr+ef[|—
jracff5) o

Buradaki ¢, > 0,c, > 0-sabitlori ¢-dan asili deyillar.

Isbati. (5) vo (22) boraborliklorini toraf-torofo toplayib (46)-n1 nozora
alsaq,

p+2

tl
dxdt+c,[[z°dxdr <C,e™?.  (48)
00

Ld =0(") (49)
olar. (1)-doan (49)-u toraf-torafs ¢ixdiqda

p ~\P 2
g—g"g (a_u) _(a_uj —ga—§+ag+b(t,x)z=g"+lF(g,t,x) (50)
ot oX |\ Ox OX OX OX

almir. F(e&,t,x) -funksiyast ¢ -nun [O,go) yarimintervalindan olan biitiin

giymatlorinds D -do mohdud funksiyadir. (2), (21), (42), (43) vo (46)-dan alinir
ki, z funksiyas1 asagidaki sarhad sortlorini 6dayir:

z‘t:oz 0, z|,,=7,4,=0. (51)

(50) boraborliyinin hor iki torafini z=u—U funksiyasina vurub (51) sorhad
sortlorini nozara almagla, hissa-hissa inteqrallamagla, miioyyan ¢evirmoalordan
sonra (48) giymatlondirmasi alinir.

Lemma 4 isbat olundu.

Bu mogalodo alinan naticolori  asagidaki  teorem  soklinda
yekunlasdirmaq olar.

Teorem. f(t,x) e C*™D olub, (11) va (44) sortlori 6donildikda (1),

(2) mosalasinin holli iigiin (47) asimptotik ayrilisi dogrudur. Burada W, -
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funksiyalar1 birinci iterasiya prosesinda tayin olunurlar, V;-funksiyalari x =1

yaxinliginda sarhad zolaq tipli funksiyalar olub, ikinci iterasiya prosesinda toyin
olunurlar, z -iss qaliq haddidir vo onun {igiin (48) giymatlondirmasi dogrudur.
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