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ОБРАТНАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ОДНОГО УРАВНЕНИЯ 
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ИНТЕГРАЛЬНЫМ УСЛОВИЯМИ 
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Исследуется обратная краевая задача для одного уравнения Буссинеска 

четвёртого порядка с периодическим и интегральным условиями. Задача 

рассматривается в прямоугольной области. При решении исходной обратной 

краевой задачи осуществляется переход от исходной обратной задачи к 

некоторой вспомогательной обратной задаче. С помощью принципа сжатых 

отображений доказываются существование и единственность решения 

вспомогательной задачи. Затем вновь производится переход к исходной 

обратной задаче, в результате делается вывод о разрешимости исходной 

обратной задаче.    

F.H.Əlizadə 

PERİODİK VƏ İNTEQRAL ŞƏRTLİ  DÖRD TƏRTİBLİ BİR BUSSİNESK  

TƏNLİYİ  ÜÇÜN TƏRS SƏRHƏD MƏSƏLƏSİ 

Açar sözlər: tərs sərhəd məsələsi, Bussinesk tənliyi, Furye metodu,  klassik həll 

Periodik və inteqral şərtli  dörd  tərtibli bir Bussinesk tənliyi  üçün  tərs sərhəd 

məsələsi tədqiq olunur. Məsələyə düzbucaqlı oblastda baxılır. Verilmiş tərs sərhəd 

məsələsinin həlli köməkçi tərs məsələyə gətirilir. Sıxılmış inikas prinsipinin köməyi ilə 

köməkçi məsələnin həllinin varlıq və yeganəliyi isbat olunur. Daha sonra isə verilmiş 

tərs məsələnin həllinin varlıq və yeganəliyi isbat olunur. 
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INVERSE BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR A FOURTH-ORDER 

BOUSSINESQ EQUATION WITH PERIODIC AND INTEGRAL 

CONDITIONS 

Keywords: inverse boundary value problem, Boussinesq equation, Fourier 

method, classical solution 

An inverse boundary value problem  for a fourth-order Boussinesq equation 

with periodic and integral conditionsis is investigated. The problem is considered in a 

rectangular domain. To investigate the solvability of the inverse problem, we perform a 

conversion from the original problem to some auxiliary inverse problem with trivial 

boundary conditions. By the contraction mapping principle we prove the existence and  

uniqueness of solutions of the auxiliary problem. Then we make a conversion to the 

stated problem again and, as a result, we obtain the solvability of the inverse problem. 

1. Введение

 В настоящее время теория нелокальных задач интенсивно 

развивается и представляет собой важный раздел теории 

дифференциальных уравнений с частными производными. Большой 

интерес в этой области представляют задачи с нелокальными 

интегральными условиями. Появление интегральных условий связно с 

тем, что при изучении некоторых физических процессов границы 

областей их протекания могут оказаться недоступными для 

непосредственных измерений, но известно среднее значение искомых 

величин. Условия такого вида могут появиться при математическом 

моделировании явлений, связанных с физикой плазмы [1], 

распространением тепла [2; 3], процессом влагопереноса в капилярно-

пористых средах [4], вопросами демографии и математической биологии.   

 В последнее время уделяется большое внимание изучению 

различных нелинейных эволюционных уравнений, описывающих 

волновые процессы в средах с дисперсией. Одним из них является 

уравнение Буссинеска, выведенное автором в [5] и описывающее 

распространение длинных волн на мелкой воде. Это уравнение интересно 

как с физической, так и с математической точки зрения. 

 Обратными задачами для дифференциальных уравнений принято 

называть задачи определения дифференциальных уравнений по 

дополнительной информации об их решениях. 

 Целью данной работы является доказательство единственности и 

существования решений обратной краевой задачи для одного уравнения 

Буссинеска четвёртого порядка с периодическим и интегральным 

условием. 
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2. Постановка задачи и её сведение к эквивалентной задаче

Рассмотрим для уравнения [5]. 

),(),()(),()(),(),(2),( txftxgtbtxutatxutxutxu xxxxtxxtt   (1) 

в области }0,10:),{( TtxtxDT   обратную краевую задачу с 

начальными условиями 

)10()()0,(),()0,(  xxxuxxu t , (2) 

периодическими условиями  

)0(),1(),0(),,1(),0(),,1(),0( Tttutututututu xxxxxx  ,    (3) 

нелокальным интегральным условием 

 

1

0

0),( dxtxu   )0( Tt  (4) 

и с дополнительным условием 

      )0,,2,1,10(,)(),( 21 Ttxxixthtxu iii  ,      (5) 

где )1,0(0 x - фиксированное число, 2,0    заданные числа 

,  ,,txf ),( txg , )(x , )(x , )(th  - заданные функции, а ),( txu , )(ta  и )(tb  -

искомые функции. 

Обозначим 

 )(),(),,(),,(),(),(:),()(
~ 2)2,4(

TxxxxxxxtxxTT DCtxutxutxuDCtxutxuDC 

. 

Определение. Тройку )}(),(),,({ tbtatxu функций ),( txu  , )(ta и )(tb , 

будем называть классическим решением обратной краевой задачи (1)-(5), 

если )(
~

),( )2,4(
TDCtxu  , ],0[)( TCta  , ],0[)( TCtb   и 

)}(),(),,({ tbtatxu удовлетворяет (1)-(5) в обычном смысле. 

Аналогично [6]. доказывается следующая 

Лемма 1. Пусть ],1,0[)(),(),(),( CxxDCtxf T      

)2,1(],0[)( 2  iTCthi , ,0),()(),()()( 1221  txgthtxgthth

),0(0),(,0),(
1

0

1

0

Ttdxtxgdxtxf   ,0)(,0)(
1

0

1

0

  dxxdxx 

)2,1()0()(),0()(  ihxhx iiii  . 

Тогда задача нахождения классического решения задачи (1)-(5) 

эквивалентна задаче определения функций )(
~

),( )2,4(
TDCtxu  , 

],0[)( TCta  ,   ],0[)( TCtb  , из   (1)-(3)  и 

)0(),1(),0( Tttutu xxxxxx  ,                (6) 

                 Ttitxutxuthtxftxgtbthta ixxxxitxxiiii  0;2,1,,2,,  .(7)
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3. Исследование существования и единственности 

классического решения обратной краевой задачи

Известно [7], что система 

,...sin,cos,...,sin,cos,1 11 xxxx kk   (8) 

образует базис в )1,0(2L , где ,...)2,1(2  kkk . 

Так как система (8) образует базис в )1,0(2L , то очевидно, что для 

каждого классического решения )}(),,({ tatxu  задачи (1)-(3),(6),(7)  его 

первая компонента ),( txu  имеет вид: 

 









0 1

21 )2(sin)(cos)(),(
k

k

k

kkkk kxtuxtutxu , (9) 

где 

xdxtxutudxtxutu kk cos),(2)(,),()(

1

0

1

1

0

10   ,...)2,1( k , 

xdxtxutu kk   sin),(2)(

1

0

2 ,...)2,1( k . 

Применяя формальную схему метода Фурье, для определения 

искомых коэффициентов ,...)1,0()(1 ktu k  и ,...)2,1()(2 ktu k  функции ),( txu ,  

из (1) и (2) получаем: 

)0(),,;()( 1010 TtbautFtu  ,       (10) 

)0,...;2,1(),,;()()(2)( 11
4

1
2

1 TtkbautFtututu kkkkkk   , (11)       

 ,...),1,0()0(,)0( 1111  kuu kkkk        (12) 

)0,...;2,1(),,;()()(2)( 22
4

2
2

2 TtkbautFtututu kkkkkk   ,       (13) 

,...),2,1()0(,)0( 2222  kuu kkkk           (14) 

где 

,...)1,0(),()()()()(),,;( 1111  ktftgtbtutabautF kkkk , 

,...),2,1(cos),(2)(,),()(

1

0

1

1

0

10   kxdxtxftfdxtxftf kk  

,...),2,1(cos),(2)(,),()(
1

0

1

1

0

10   kxdxtxgtgdxtxgtg kk 

 

1

0

10

1

0

10 ,)(,)( dxxdxx   

1

0

1 cos)(2 xdxx kk ,

,...)2,1(cos)(2

1

0

1   kxdxx kk  
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,...),2,1()()()()()(),,;( 2222  ktftgtbtutabautF kkkk

,...)2,1(sin),(2)(,sin),(2)(
1

0

2

1

0

2   kxdxtxgtgxdxtxftf kkkk  , 

,...)2,1(sin)(2,sin)(2

1

0

2

1

0

2   kxdxxxdxx kkkk . 

Далее, из (10)-(14) находим: 

   )0(),,;()()(
0

10101010 TtdbauFtttu
t

   ,   (15) 
























 tttetu k

k

ik
ikk

k

k
k

t
ik

k 










sinsincos)(

        



detbauF

t
t

kik

k

k 
 
0

sin),,;(
1

    )0,...;2,1;2,1( Ttki  ,     (16) 

где 
.222 ,   kkkk . 

После подстановки выражений ,...)1,0()(1 ktu k  и ,...)2,1()(2 ktu k  в (9), 

для определения компоненты ),( txu классического решения 

)}(),(),,({ tbtatxu  задачи (1)-(3),(6),(7)   получаем: 

 
t

dbauFtttxu
0

101010 ),,;()(),( 




 






























1

1
1

2 sinsincos
k

k

k

k
kk

k

k
k

t
k ttte k 









 

   









 xdetbauF k
t

t

kk

k

k 



cossin),,;(

1

0

1




 






























1

2
2 sinsincos

k
k

k

k
kk

k

k
k

t
ttte k 











   
xdetbauF k

t
t

kk

k

k 



sinsin),,;(

1

0

2








 .   (17) 

Теперь, из (7), с учетом (16), имеем: 

     


),()(),(),()(),()()( 221112
1

txfthtxgtxfthtxgthta

     



2112

1
1

2
1

2 cos),(cos),(2 xtxgxtxgtutu kk
k

kkkk 
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         







1
21122

2
2

2 sin),(sin),(2
k

kkkkkk xtxgxtxgtutu   ,     (18) 

      


),()()(),()()()()( 112221
1

txfththtxfthththtb

     



1221

1
1

2
1

2 cos)(cos)(2 xthxthtutu kk
k

kkkk 

     







1
12212

2
2

2 sin)(sin)(2
k

kkkkkk xthxthtutu   .    (19)

  где 

,0),()(),()()( 1221  txgthtxgthth

Дифференцируя (16) получим: 

  
























ikkk

k

k
kikkk

k

t
ik tttetu k 









cossinsin

1
)( 22

      
).0;2,1(cossin),,;(

1

0

TtidettbauF
t

t

kkkkik

k

k 


 


   (20) 

Далее, из (16) и (20), получаем: 

      


















ikkkkkk

k

kk
t

ikkik ttetutu k 


 
sin2

1
cos2 22222

  
















 ikkkkk

k

tt 


cos2sin2
1 2

         
.cos2sin2),,;(

1

0

2








 



dettbauF

t
t

kkkkkik

k

k (21)  

Тогда из (18), (19) с учетом (27), соответственно находим: 

     


),()(),(),()(),()()( 221112
1

txfthtxgtxfthtxgthta

        


 























1
1

22222 sin2
1

cos
k

kkkkkk

k

kk
t

k tte k 


 

  
















 kkkkk
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Таким образом, решение задачи (1)-(3),(6),(7) сведено к решению 

системы (17), (22) ,(23) относительно неизвестных функций ),( txu  , )(ta и 

)(tb . 

Для изучения вопроса единственности решения задачи (1)-

(3),(6),(7) важную роль играет следующая  

Лемма 2. Если  )}(),,({ tatxu  - любое решение задачи (1)-(3),(6) ,(7), 

то функции 
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удовлетворяют системе (15), (16). 

Замечание. Из леммы 2 следует, что для доказательства 

единственности решения задачи (1)-(3), (6), (7) достаточно доказать 

единственность решения системы (17), (22) ,(23).  

Теперь рассмотрим следующие пространства: 
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Очевидно, что 5
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TE  являются банаховыми пространствами. 
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Тогда с помощью нетрудных преобразований находим: 
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Предположим, что данные задачи (1)-(3),(6) ,(7)  удовлетворяют 

следующим условиям: 
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Из неравенств (28-(30)) заключаем: 
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],0[],0[
)()(),()()()( 5

,2 TCBTC
tbTCtxutaTBTA

T

      (31) 

где 
).()()()(),()()()(),()()()( 321321321 TCTCTCTCTBTBTBTBTATATATA 

Итак, можно доказать следующую теорему. 

Теорема 1. Пусть выполнены условия 1-5 и 

   1)2)())(()2)()(((  TATCTATB .         (32) 

Тогда задача (1)-(3), (6), (7) имеет в шаре  

)2)(( 5  TARzKK
TER  из  5

TE  единственное решение. 

Доказательство. В пространстве  5
TE  рассмотрим уравнение 

zz  ,                 (33) 

где },,{ bauz  , а компоненты )3,2,1(  ii  оператора ),,( bau

определены правыми частями (17), (22), (23) соответственно. 

Рассмотрим, оператор ),,( bau  в шаре RKK   из 5
TE . Аналогично 

(31) получаем, что для любых  RKzzz 21 ,,  справедливы оценки: 

],0[],0[
)()(),()()()( 5

,2
5 TCBTCE

tbTCtxutaTBTAz
TT

 ,           (34) 

 )),(),()()(()( 5
,2

5 21],0[2121
TT BTCE

txutxutataRTBzz  

],0[21 )()()(
TC

tbtbTC  . (35) 

Тогда из оценок (34) и (35), с учетом (32), следует, что оператор Ф 

действует в шаре RKK   и является сжимающим. Поэтому в шаре RKK   

оператор Ф имеет единственную неподвижную точку },,{ bau , которая 

является единственным в шаре RKK   решением (33), т.е. является 

единственным в шаре RKK   решением системы (17), (22), (23). 

Функция ),( txu , как элемент пространства 5
,2 TB , непрерывна и имеет 

непрерывные производные ),( txux , ),(),,(),,( txutxutxu xxxxxxxxx  в  TD . 

Аналогично [6] можно доказывать, что ),,( txut  ),(),,( txutxu txxtx , 

),( txutt непрерывны в TD .

Легко проверить, что уравнение (1) и условия (2), (3), (6) и (7) 

удовлетворяются в обычном смысле. Значит,  })(),(),,({ tbtatxu  является 

классическим решением задачи (1)-(3),(6), (7) и в силу леммы 2 это 

решение единственно. Теорема доказана. 

С помощью леммы 1, легко доказывается следующая 

Теорема 2.  Пусть выполнены все условия теоремы 1 и 
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),0(0),(,0),(
1

0

1

0

Ttdxtxgdxtxf   ,0)(,0)(
1

0

1

0

  dxxdxx 

)2,1()0()(),0()(  ihxhx iiii  . 

Тогда задача (1)-(5) имеет в шаре )2)(( 5  TARzKK
TER   из 5

TE

единственное классическое решение. 
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