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В работе рассматривается расслоение тензорных реперов типа )1,1(  над 

римановым многообразием, в этом расслоении определяются аналог метрики 

Сасаки и соответствующая риманова связность. Также устанавливается, что 

горизонтальный лифт произвольной симметричной линейной связности является 

метрической связностью с кручением метрики Сасаки в расслоении тензорных 

реперов типа )1,1( . 

H.D.Fəttayev 

)1,1(  TİPLİ TENZOR REPERLƏRİNİN LAYLANMASINDA SASAKİ 

METRİKASININ METRİK RABİTƏSİNƏ DAİR  

Açar sözlər: )1,1(  tipli tenzor reperi, Sasaki metrikası, adaptə olunmuş reper, 

horizontal lift,  əyrilik tenzoru, metrik rabitə 

İşdə Riman çoxobrazlısı üzərində )1,1(  tipli tenzor reperlərinin laylanmasına 

baxılır, bu laylanmada Sasaki metrikasının analoqu və uyğun Riman rabitəsi təyin 

olunur. Həmçinin müəyyən edilir ki, )1,1(  tipli tenzor reperlərinin laylanmasında 

Riman rabitəsinin horizontal lifti Sasaki metrikasının buruqluğa malik metrik 

rabitəsidir. 

H.D.Fattayev 

ABOUT METRIC CONNECTION OF SASAKI METRIC IN A BUNDLE OF 

)1,1(  TYPE TENSOR FRAMES 

Keywords: )1,1(  type tensor frame, Sasakian metric, adapted frame, horizontal 

lift, curvature tensor, metric connection 

In this paper, we consider a bundle of )1,1(  type tensor frames over a 

Riemannian manifold; in this bundle, an analogue of the Sasaki metric and the 
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corresponding Riemannian connection are determined. It is also established that the 

horizontal lift of the Riemannian connection is a metric connection with torsion of the 

Sasaki metric in the bundle of )1,1(  type tensor frames. 

 

1. Введение 

Пусть M  является n мерным гладким многообразием из класса 
C . Продолжению дифференциально-геометрических структур, заданных 

на M , в различные расслоенные пространства посвящены целый ряд 

работ. Обзор этих работ можно найти в книге Яно и Ишихары [1] (см. 

также [2]). Риманова метрика в касательном расслоении впервые введена в 

фундаментальной работе Сасаки [3]. Аналог метрики Сасаки в 

кокасательном расслоении изучен в работах Мока [4], Салимова и Оджак  

[5]. В работах Мока [6], Ковальски и Секизавы [7], Салимова и Фаттаева 

[8] определены метрики Сасаки в расслоениях линейных реперов и 

линейных кореперов. 

Целью настоящей работы является определение метрической 

связности метрики Сасаки в расслоении тензорных реперов типа )1,1(  над 

римановым многообразием.  

В разделе 2 кратко излагаются основные определения и результаты, 

которые будут использованы позже. В разделе 3 определяется метрика 

Сасаки в расслоении тензорных реперов типа )1,1(  риманова многообразия, 

также изучаются свойства связности Леви-Чивита этой метрики. В разделе 

4 решается вопрос о горизонтальном лифте линейной связности в 

расслоение тензорных реперов типа )1,1( , в случае связности Леви-Чивита 

доказывается, что построенный лифт является метрической связностью 

метрики Сасаки. 

 

2. Предварительные сведения 

 Кратко изложим основные определения и результаты, которые 

будут исполь-зованы позже. Пусть M  n мерное дифференцируемое 

многообразие класса C  и )(1
1 ML  его расслоение тензорных реперов типа 

)1,1(  (т.е., аффинорных реперов) (см. [9]). Расслоение )(1
1 ML  над M  

состоит из всех пар ),( xAx , где x - точка из M  и 

xA ),...,,...,,...,( 1
11

1
n
n

n
n XXXX  есть базис (тензорный репер типа )1,1( ) для 

линейного пространства )(1
1 xT  всех тензоров типа )1,1(  в точке x . Пусть 

  естественная проекция расслоения )(1
1 ML  в M , определяемая по 

формуле xAx x ),( .   Если );( ixU  система локальных координат в M , 
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то   ),();(1
1

j
i

i XxUL 
   является системой локальных координат в )(1

1 UL  (см. 

[9]). Индексы ,...,,,...,,, kji прибегают значения в   n,...,2,1 , в то время 

как индексы ,...,, CBA   и индексы ,...,,  kji  прибегают значения в 

 4,...,1,,...,1 nnnn   и  4,...,1 nnn  , соответственно. Суммирование по 

повторяющимся индексам всегда подразумевается.  

Обозначим через )(Mr
s множество всех дифференцируемых 

тензорных полей типа ),( sr , заданных на M . Пусть  -аффинная 

связность с компонентами k
ij , а i

iVV   и j
i

i
j dxBB  - локальные 

разложения в MU   векторного и аффинорного полей )(1
0 MV   и 

)(1
1 MB  , соответственно. Тогда горизонтальный лифт VH  

))(( 1
1

1
0 ML  векторного поля V  и  й вертикальный лифт 

B
V ))(( 1

1
1
0 ML  аффинорного поля B  для каждой пары значений 

n,...,2,1,  , имеют компоненты  

                                   
j
i

j
km

m
i

m
ki

j
m

k

i

iH

X
XXV

x
VV


















 )( ,              (2.1) 

                                               
j
i

j
i

V

X
BB













  ,                                    (2.2) 

по отношению к натуральному реперу  
ii  ,

















j
i

i
Xx 


,  (см.[9]). 

Вертикальный лифт гладкой функции f  на M  является функцией 

на )(1
1 ML , определяемой  в виде ffV   . 

Пусть );( ixU - система локальных координат в M . В  MU   , 

положим 

)(1
0)( nh

h
iii M

xx
X 









  , 

njiMdxdx
x

n
k

h
j

k
h
i

j

i

j
i ,...,2,1,),(1

1 



  . 

 Принимая во внимание (2.1) и (2.2), легко видеть, что компоненты 

)(i
H X  и j

i

V
 , соответственно, задаются формулами 

                                    
k
h

k
hm

m
i

m
hi

k
mh

h
ii

H

X
XXX













 )()( ,               (2.3) 
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k
h

j
k

h
i

j
i

V

X 






 




                                  (2.4)  

относительно натурального репера  
ii  , . Набор  jiV

i
H X ,)(  назовем 

репером, адаптированным к связности  . Полагая 

j
i

V

ii
H

i DXD  


,)( , 

будем обозначать адаптированный репер в виде    
iiI DDD , .   Из 

(2.1)-(2.4)  следует, что VH  и B
V  имеют, соответственно, компоненты 

                                          















0

i
IH

i
iH V

VDVV ,                                  (2.5) 

                               









 j

i

IV

i
j

i

V

B
BDBB 












 




0

)(                    (2.6) 

относительно адаптированного репера  ID . 

В  )(1 U  рассмотрим локальные 1 формы I~ , определяемые в 

виде  
JI

J
I dxA~ , 

где 

                 






















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




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j

i
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i
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i
j

I
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

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


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)(1 .                  (2.7) 

 Матрица (2.7) является обратной к матрице 



































k
j

m
jkm

j
k

j

k

j

k

j

k

j
kJ

K
XAA

AA
AA













 0
)(                     (2.8) 

преобразования J
J

KK AD   (см. (2.3) и (2.4)). Легко установить, что 

набор   I~  является корепером, двойственным к адаптированному реперу 

 KD , т.е. 

I
K

J
K

I
JK

I AAD  )(~ . 

 Пусть  )(1
1 MB   и 

i

x

j
i dxBB

j




 . Тогда на расслоении )(1
1 ML  

определяются векторные поля B  и B~ , имеющие компоненты 
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

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




j
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j
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m
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X
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
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
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относительно натурального репера },{
ii  . 

 Скобки Ли вертикального и горизонтального лифтов выражаются 

формулами 

0],[ CB
VV  , 

                                            )(],[ BBX X

VVH   ,                                     (2.9) 

)),()(~(],[],[ YXRYXYX HHH    

для всех )(, 1
0 nMYX  , )(, 1

1 nMCB  , где ],[],[),( YXYXYXR    и 
















 j

m
m
i

m
i

j
m BXBX

B 






0

)~(  . 

Легко устанавливается, что векторное поле ))(()),()(~( 1
1

1
0 nMLYXR   

можно представить в виде 

                               )),(()),()(~(
1,

YXRXYXR
n V






 


.              (2.10) 

 

3. Метрика Сасаки в расслоении тензорных реперов типа )1,1(  

 Пусть ),( gM  риманово многообразие. Для каждой точки Mx  на 

линейном пространстве )()( 11
1 xxL   вводим скалярное произведение  

q
j

p
i

ij
pq CBggCBG ),( , 

где )(, 1
1 MCB  . 

 Метрику Сасаки gS  в расслоении )(1
1 ML  определяем при помощи 

равенств 

                                     )),((),( CBGCBg VVVS


   ,                    (3.1) 

                                                  0),( YBg HVS  ,                                     (3.2) 

                                             )),((),( YXgYXg VHHS                                 (3.3) 

для всех )(, 1
0 MYX   и )(, 1

1 MCB  . 

 Из (3.1)-(3.3)  следует, что метрика  Сасаки  gS  имеет 

компоненты 
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                                                













 ij

pq

ij

IJ
S

gg

g
g


 0

0
,                        (3.4) 

                                                















ij
pq

ij
IJS

gg

g
g


 0

0
                         (3.5) 

по отношению к адаптированному реперу }{ ID , здесь ijg  и ijg , 

соответственно ковариантные и контравариантные локальные компоненты 

метрики g  на M . 

 Так как адаптированный репер }{ ID  является неголономным, 

имеем: 

K
K

IJJI DDD ],[ , 

откуда следует, что 
K

L
L

IJ
L

JI
K

IJ AADAD
~

)(  . 

Пользуясь равенствами (2.3), (2.4), (2.7) и (2.8) находим ненулевые 

компоненты объекта неголономности K
IJ  в виде 

                                 












,

),(

r
ijm

m
k

m
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r
m

k
ij

j
ik

r
l

r
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j
k

k

ij

k
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RXRX 






















                  (3.6) 

здесь h
ijkR   компоненты тензора кривизны R  метрики g на M .  

 Пусть S  является связностью Леви-Чивита (римановой 

связностью) метрики сасаки gS  и по отношению к адаптированному 

реперу }{ ID  справедливо разложение 

K
K
IJ

S
JD

S DD
I

 , 

здесь K
IJ

S   - компоненты связности S . Тогда компоненты K
IJ

S   

удовлетворяют соотношениям 

                                                            K
IJ

K
JI

SK
IJ

S   ,                             (3.7) 

                                                0 IK
SK

LJ
S

KJ
SK

LI
S

IJ
S

L gggD  .                (3.8) 

Из (3.7) и (3.8) следует, что 

   ,
2

1

2

1 K
JI

K
IJ

K
IJIJ

S
LIL

S
JLJ

S
I

KLSK
IJ

S gDgDgDg      (3.9)       

здесь P
LIPJ

SKLSK
IJ gg   .  

 Принимая во внимание (3.4)-(3.6), из (3.9) получаем: 
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Соотношениями (2.5), (2.6), (2.9), (2.10), (3.1)-(3.3), устанавливается 

справедливость следующей теоремы. 

Теорема 3.1. Пусть M - риманово многообразие с метрикой g  и 

S  является связностью Леви-Чивита расслоения аффинорных реперов 

)(1
1 nML , снабженного метрикой gS  . Тогда для всех )(, 1

0 nMYX   и 

)(, 1
1 MBA   связность S  удовлетворяет соотношения 

i)  
2
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S
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
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S
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
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p
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2
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


  ))),(( ji
ij BXXRg 

 , 

iii)   YH

A

S
V 




n

iqs
i

p
spq

H AYRgXg
1,

1 ),((((
2

1






   

))),(( ji
ij AYXRg 

 , 

iv)  0 B
V

A

S
V




, 

здесь )(
q
jj BB  , q

j
ijiq BgB  , )( s

ii XX 



  , )(),( 1

1 nMYXR   и 

)(),( 2
0

1
nMYXRg   .  

 

4. Горизонтальный лифт аффинной связности как метрическая 

связность метрики Сасаки 

 В разделе 3 была определена метрика Сасаки gS  в расслоении 

)(1
1 ML  над римановым многообразием ),( gM  и изучена свойства 

связности Леви-Чивита S  этой метрики. S  является единственной 

линейной связностью без кручения на расслоении )(1
1 ML , 

удовлетворяющая условию .0 gSS  Однако, на )(1
1 ML  существует 
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другая линейная связность 
~

 с нетривиальным тензором кручения и 

удовлетворяющая условию .0
~

 gS  Эту связность 
~

 назовем 

метрической связностью метрики gS .  

 Пусть   произвольная линейная связность на многообразии M . 

Горизонтальный лифт H  связности    в расслоение )(1
1 ML  

определяется при помощи равенств 

 

  ),( YY X
HH

X

H
H                 ),( BB X

VV

X

H
H    

                0 YH

A

H
V

,                         0 B
V

A

H
V




                      (4.1) 

для всех )(, 1
0 MYX   и )(, 1

1 MBA  . Отметим, что аналогичные лифты 

линейной связности в касательном и кокасательном расслоениях, также в 

расслоениях линейных реперов и линейных кореперов изучены, 

соответственно, в работах [10], [11], [12] и [13].  

 Пусть 
ID

H
I

H  .  Компоненты связности H  по отношению к 

адаптированному реперу }{ ID  обозначим через P
IK

H  , т.е. 

P
P
IK

H
KI

H DD  . Тогда пользуясь (2.1) и (2.2), из равенств (4.1) получим: 

 



p

ki
Hp

ki
H ,0 0 



p

ki
Hp

ki
H , 

                         p
ik

p
ik

H   ,        p

ik
H  ,0

p
ik

H


                             (4.2) 

 



p

ik
H k

ip
q
l

q
il

k
p   









 . 

 Тензор кручения связности H  обозначим через T
~

. Тогда T
~

 

является косо-симметричным тензорным полем на )(1
1 ML , определяемым 

следующим образом: 

0],[),(
~

 BAABBAT
VVV

B

HV

A

HVV

VV

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

 , 
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~
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VH   AY

V

Y
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H
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
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0],[  YA HV , 

),(
~

YXT HH  XY H

Y

HH

X

H
HH ],[ YX HH  

 )),()(~(],[)()( YXRYXXY H
Y

H
X

H   

 )),()(~(]),[( YXRYXXY YX
H  )),()(~( YXR  , 

здесь R  является тензором кривизны связности    и  
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j
iX

lkj
klm

m
i

lkm
kli

j
m YXRXYXRXYXR












 )()),()(~( . 

 Таким образом, связность H  имеет ненулевое кручение даже для 

римановой связности g , определяемой g, если g не является локально- 

плоским.  

 Пользуясь (3.1)-(3.3) и (4.1), получим: 
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для любых )(,, 1
0 MZYX   и )(,, 1

1 MCBA  . 

Тем самым, доказана следующая теорема. 

 Теорема 4.1. Пусть g риманова метрика на M и   ее метрическая 

связность. Тогда горизонтальный лифт H  связности   является 

метрии-ческой связностью метрики Сасаки gS  на расслоении )(1
1 ML . 

 Пусть  RH  является тензором кривизны метрической связности 

H . Тензор кривизны RH  по определению имеет компоненты 
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H DR  )(2 ][][                  (4.3) 

относительно адаптированного репера  LD . 

Основываясь на равенства (2.3), (2.4), (3.6) и (4.2), из (4.3) получим: 
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Рассмотрим тензор риччи 
K

KIJ
H

IJ
H RR   метрической связности H .  

Пользуясь (4.4), находим компоненты тензора риччи RH : 
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                                         ij
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
,                               (4.5) 

здесь ijR  тензор риччи связности g  на M . Для скалярной кривизны rH  

связности H  по отношению к метрики Сасаки gS , на основе (3.5)  и 

(4.5), имеем: 

rRgRgr ij
ij

IJ
HIJSH  , 

здесь r - скалярная кривизна связноси g  на M . Таким образом, 

справедлива следующая теорема. 
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 Теорема 4.2. Пусть ),( gM - риманово многообразие и )(1
1 ML  

расслоение тензорных реперов типа )1,1( , снабженное метрикой Сасаки 

gS . Расслоение )(1
1 ML  с метрической связностью H  имеет нулевую 

скалярную кривизну rH  по отношению к метрике Сасаки gS  тогда и 

только тогда, когда скалярная кривизна r  связности g  на M нулевая. 
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