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существование решений, единственность 
В работе исследуется смешанная задача для систем полулинейных 

гиперболических уравнений вырождающихся в параболические уравнения. 
Доказаны теоремы о существовании и единственности слабых  решений. 
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Bu məqalədə parabolik tənliyə cırlaşan yarımxətti hiperbolik tənliklərdən 
ibarət sistem üçün qarışıq məsələ araşdırılmış, zəif həllərin varlığı və yeganəliyi haqda 
teoremlər isbat edilmişdir. 
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This paper investigates a mixed problem for systems of semilinear hyperbolic 
equations degenerating into parabolic equations. Theorems on the existence and 
uniqueness of weak solutions are proved. 
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Введение 
1. Постановка  задачи и основные  результаты 
Начально краевая задача  для систем  полулинейных 

гиперболических уравнений исследованы  в работах [1-5]. Такие системы 
возникают в различных задачах механики [6]. 

В данной работе исследуется начально краевая задача для систем   
гиперболических полулинейных уравнений вырождающиеся 
параболическими уравнениям .  

Введем следующие обозначения: Пуст 𝛺 ⊂ 𝑅𝑛 ограниченная 
область с гладкой границей Γ . Через ‖∙‖𝑝обозначим   норму  в 
пространстве   𝐿𝑝(𝛺). В  случае  p=2 будем  использовать  обозначения 
�|. |� . (. , . ) скалярное  произведение  в 𝐿2(𝛺). Введем линейные 
пространств   
𝐻1 = {𝑣;   𝑣, 𝑣′ ∈ 𝐿2(𝛺)},  𝐻01 = {𝑣;  𝑣 ∈ 𝐻1, 𝑣(0) = 0} , 𝐻−1 = (𝐻01)′. 
Пусть 𝐸 некоторые банаховo пространствo. Через 𝐿𝑝(0,𝑇;𝐸) обозначим 
совокупность измеримых функций действующих из [0,𝑇] в E , где 

‖𝑢‖𝐿𝑝(0,𝑇;𝐸) = �∫ ‖𝑢(𝑡)‖𝐸
𝑝𝑑𝑡𝑇

0 �
1 𝑝�

, 1 ≤ 𝑝 < +∞ . 
При 𝑝 = ∞  ‖𝑢‖𝐿∞(0,𝑇;𝐸) = supess𝑡∈[0,𝑇]‖𝑢(𝑡)‖𝐸. 

Введем также обозначению: 
�̇�2

1(0,𝑇;𝐸), = {𝑣;   𝑣, 𝑣′ ∈ 𝐿2(0,𝑇;𝐸), 𝑣(0) = 𝑣 (𝑇) = 0 } . 
            В цилиндре [ ] Ω×= TQT ,0   расcмoтрим  смешанную задачу: 

�
𝑘11(𝑥)𝑢1𝑡𝑡 + 𝑘12(𝑥)𝑢1𝑡 − 𝛥𝑢1 + |𝑢1|𝑝−1|𝑢2|𝑝+1𝑢1 = 𝑓1(𝑡, 𝑥)
𝑘21(𝑥)𝑢2𝑡𝑡 + 𝑘22(𝑥)𝑢2𝑡 − 𝛥𝑢2 + |𝑢1|𝑝+1|𝑢2|𝑝−1𝑢2 = 𝑓2(𝑡, 𝑥)

                 (1) 

с  граничными условиями: 
𝑢1(𝑡, 𝑥) = 0,       𝑢2(𝑡, 𝑥) = 0,   𝑡 ∈ [0,𝑇], 𝑥 ∈ 𝛤             (2)
                                                           
и с начальными условиями 
  𝑢1(0, 𝑥) = 𝜙1(𝑥) ,  �𝑘11(𝑥)𝑢1𝑡(0, 𝑥) = 𝜓1(𝑥).                                      (3) 
  𝑢2(0, 𝑥) = 𝜙2(𝑥) ,  �𝑘21(𝑥)𝑢2𝑡(0, 𝑥) = 𝜓2(𝑥)                                       (4) 
Предположим, что выполнены следующие условия:  
Условия (К). 

(i) 𝑘11(⋅), 𝑘12(⋅), 𝑘21(⋅), 𝑘22(⋅) ∈ 𝐶(𝛺) 
 

(ii) 𝑘11(𝑥) ≥ 0, 𝑘12(𝑥) ≥ 𝑘10 > 0,   𝑥 ∈ 𝛺  ; 
                 𝑘21(𝑥) ≥ 0, 𝑘22(𝑥) ≥ 𝑘20 > 0,    𝑥 ∈ 𝛺. 
 
Условия (Р).  
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                  𝑝 > 0 и дополнительно 𝑝 < 𝑛+2
𝑛−2

     , если 𝑛 ≥ 3.  
Условия (F). 
                                 𝑓İ(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿∞(0,𝑇; 𝐿2(Ω)),      𝑖 = 1,2. 
Определим следующие числа  
   𝜃 = 2𝑛(𝑝+1)

(𝑛−2)(𝑝+1)+2𝑛𝑝
,    𝛾 = 2𝑛(𝑝+1)

(𝑛+2)(𝑝+1)−2𝑛𝑝
. 

Введем также обозначение 
   𝛼 = 𝑝+1

𝑝𝜃
,  𝛽 = 𝑝+1

(𝑝+1)−𝑝𝜃
. 

Очевидно, что 
                         1

𝜃
+ 1

𝛾
= 1,           1

𝛼
+ 1

𝛽
= 1  

и                            
  1 < 𝜃 < 𝑝+1

𝑝
,  1 < 𝛾 ≤ 2(𝑝 + 1). 

Теорема 1. Предположим, что выполнены условия  (К), (P) и (F). 
Тогда при любых 
𝜙1,𝜙2 ∈ 𝐻01⋂𝐿𝑝+1(Ω),  𝜓1,𝜓2 ∈ 𝐿2(Ω)                                  (5) 
существуют функции    (𝑢1(𝑡, 𝑥),𝑢2(𝑡, 𝑥)   такие, что    
       𝑢1,𝑢2 ∈ 𝐿∞(0,𝑇;𝐻01), 𝑢1𝑡 , 𝑢2𝑡 ∈ 𝐿∞(0,𝑇; 𝐿2(Ω)), 
𝑢1𝑢2 ∈ 𝐿∞(0,𝑇; 𝐿𝑝+1(Ω))                                                               (6) 
удовлетворяющие 
               𝑘11(𝑥)𝑢1𝑡𝑡 + 𝑘12(𝑥)𝑢1𝑡 − 𝛥𝑢1 + |𝑢1|𝑝−1|𝑢2|𝑝+1𝑢1 = 𝑓1(𝑡, 𝑥),       (7) 
              𝑘21(𝑥)𝑢2𝑡𝑡 + 𝑘22(𝑥)𝑢2𝑡 − 𝛥𝑢2 + |𝑢1|𝑝+1|𝑢2|𝑝−1𝑢2 = 𝑓2(𝑡, 𝑥)     (8)
  
в 𝐿2(0,𝑇;𝐻−1(Ω)⋂𝐿𝜃(Ω))    и начальным условиям (3), (4). 
             Теорема 2. Предположим, что выполнены условия (K), (F), (5), 
n=1,2 или n=3 и p=1. Тогда функции  из класса (6) 
удовлетворяющие (7), (8) и начальным условиям (3), (4) единственны. 
 

2. Доказательство теоремы существования. 
Задачу (1)–(4) будем исследовать  методом гиперболической 
регуляризации. По этой причине   сначала будем исследовать смешанную 
задачу 

�
𝑘11𝜀(𝑥)𝑢1𝜀𝑡𝑡 + 𝑘12(𝑥)𝑢1𝜀𝑡 − 𝛥𝑢1𝜀 + |𝑢1𝜀|𝑝−1|𝑢2𝜀|𝑝+1𝑢1𝜀 = 𝑓1(𝑡, 𝑥),

𝑘21𝜀(𝑥)𝑢2𝜀𝑡𝑡 + 𝑘22(𝑥)𝑢2𝜀𝑡 − 𝛥𝑢2𝜀 + �𝑢1𝜀�
𝑝+1

�𝑢2𝜀�
𝑝−1

𝑢2𝜀 = 𝑓2(𝑡, 𝑥),
          (9 

гдe  𝑘11𝜀(𝑥) = 𝑘11(𝑥) + 𝜀,  𝑘21𝜀(𝑥) = 𝑘21(𝑥) + 𝜀, 𝜀 > 0  . 
Систему (5) будем исследовать при следующих граничных и начальных 
условиях:    
𝑢1𝜀(𝑡, 𝑥) = 𝑢2𝜀(𝑡, 𝑥) = 0,  𝑡 ∈ [0,𝑇],    𝑥 ∈ 𝛤,                                             (10 
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               𝑢1𝜀(0, 𝑥) = 𝜙1(𝑥), 𝑢2𝜀(0, 𝑥) = 𝜙2(𝑥),                                         (11) 
              𝑢1𝜀𝑡(0, 𝑥) = 𝜓1𝜀(𝑥), 𝑢2𝜀𝑡(0, 𝑥) = 𝜓2𝜀(𝑥),                       (12) 
где 
                       𝜓1𝜀(𝑥) = 1

�𝑘11(𝑥)+𝜀
𝜓1(𝑥), 𝜓2𝜀(𝑥) = 1

�𝑘21(𝑥)+𝜀
𝜓2(𝑥). 

 Предположим, что {𝑤𝜈}𝜈∈𝑁 базис в 𝐻01 ∩ 𝐿𝑞(𝛺), и mV  подпространства 
элементов натянутые на первые m векторы {𝑤1,𝑤2, . . . ,𝑤𝑚}, где  
𝑞 = 𝑚𝑎𝑥{𝑝 + 1, 𝛾}. 
 Пусть 𝜑1𝑚(𝑥),   𝜑2𝑚(𝑥), 𝜓1𝑚(𝑥),  𝜓2𝑚(𝑥) ∈ 𝑉𝑚 и при 𝑚 → +∞ 
                                        𝜑1𝑚(𝑥) → 𝜑1(𝑥)     в         𝐻01,                                (13) 
 
   𝜑2𝑚(𝑥) → 𝜑2(𝑥)     в         𝐻01,            (14) 
 
   𝜓1𝜀𝑚(𝑥) → 𝜓1𝜀(𝑥)     в        𝐿2(Ω),             (15) 
 
   𝜓2𝜀𝑚(𝑥) → 𝜓2𝜀(𝑥)     в        𝐿2(Ω).             (16) 
            

Пусть  
𝑢1𝜀𝑚 = ∑ 𝑔𝑖𝜀𝑚(𝑡)𝑤𝑖

𝑚
𝑖=1 ,   𝑢2𝜀𝑚 = ∑ ℎ𝑖𝜀𝑚(𝑡)𝑤𝑖

𝑚
𝑖=1 , 

где коэффициенты 𝑔𝜀𝑖𝑚(𝑡) и ℎ𝜀𝑖𝑚(𝑡) определяются как решение систем 
дифференциальных уравнений: 

(𝑘11𝜀(𝑥)𝑢1𝜀𝑚″ (𝑡),𝑤𝑗) + (𝑘12(𝑥)𝑢1𝜀𝑚′ (𝑡),𝑤𝑗) − (𝛥𝑢1𝜀𝑚(𝑡),𝑤𝑗) − 
 

−�|𝑢1𝜀𝑚(𝑡)|𝑝−1|𝑢2𝜀𝑚(𝑡)|𝑝+1𝑢1𝜀𝑚,𝑤𝑗�  =  �𝑓1(𝑡, 𝑥),𝑤𝑗�,                   (17)                         
 

(𝑘12𝜀(𝑥)𝑢2𝜀𝑚″ (𝑡),𝑤𝑗) + (𝑘22(𝑥)𝑢2𝜀𝑚′ (𝑡),𝑤𝑗) − (𝛥𝑢2𝜀𝑚(𝑡),𝑤𝑗) − 
 

−�|𝑢1𝜀𝑚(𝑡)|𝑝+1|𝑢2𝜀𝑚(𝑡)|𝑝−1𝑢2𝜀𝑚,𝑤𝑗�  =  �𝑓2(𝑡, 𝑥),𝑤𝑗�          (18) 
с начальными условиями  
       𝑢1𝜀𝑚(0, 𝑥) = 𝜙1𝑚(𝑥), 𝑢2𝜀𝑚(0, 𝑥) = 𝜙2𝑚(𝑥)                                   (19) 
        𝑢′1𝜀𝑚(0, 𝑥) = 𝜓1𝜀𝑚(𝑥), 𝑢′2𝜀𝑚(0, 𝑥) = 𝜓2𝜀𝑚(𝑥).                             (20) 
Используя известные теоремы о существовании решения задачи Коши для 
систем дифференциальных уравнений получим, что задача (17)-(20) имеет 
локальное решение. 
 Умножая  обе части (17) на   𝑔′𝑖𝜀𝑚(𝑡) и суммируя полученные 
равенства по   j=1,...,m  имеем 

1
2
𝑑
𝑑𝑡
��𝑘11𝜀(⋅)𝑢1𝜀𝑚′ (𝑡,⋅)�

2
+ �𝑘12(⋅)𝑢1𝜀𝑚′ (𝑡,⋅),𝑢1𝜀𝑚

′ (𝑡,⋅)�

+
1
2
𝑑
𝑑𝑡
‖𝛻𝑢1𝜀𝑚(𝑡,⋅⋅⋅)‖2 + 
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+ 1
𝑝+1` ∫ |𝑢2𝜀𝑚(𝑡, 𝑥)|𝑝+1 𝑑

𝑑𝑡
|𝑢1𝜀𝑚(𝑡, 𝑥)|𝛺

𝑝+1
𝑑𝑥 = (𝑓1(𝑡,⋅),𝑢1𝜀𝑚′ (𝑡,⋅))            (21) 

Аналогичным   образом умножая  обе  части (18) на   ℎ′𝑖𝜀𝑚(𝑡) и суммируя 
полученные  равенства по   j=1,...,m  имеем 

1
2
𝑑
𝑑𝑡
��𝑘21𝜀(⋅)𝑢2𝜀𝑚′ (𝑡,⋅)�

2
+ (𝑘22(⋅)𝑢2𝜀𝑚′ (𝑡,⋅),𝑢2𝜀𝑚′ (𝑡,⋅))

+
1
2
𝑑
𝑑𝑡
‖𝛻𝑢2𝜀𝑚(𝑡,⋅)‖2 + 

 
+ 1

𝑝+1` ∫ |𝑢1𝜀𝑚(𝑡, 𝑥)|𝑝+1 𝑑
𝑑𝑡

|𝑢2𝜀𝑚(𝑡, 𝑥)|𝛺

𝑝+1
𝑑𝑥 = (𝑓2(𝑡,⋅),𝑢2𝜀𝑚′ (𝑡,⋅))           (22) 

Суммируя (21) и (22) получим: 
𝑑
𝑑𝑡
�
1
2
���𝑘𝑖1𝜀(⋅)𝑢𝑖𝜀𝑚′ (𝑡,⋅)�

2
+ ‖𝛻𝑢𝑖𝜀𝑚(𝑡,⋅)‖2

2

𝑖=1

� + 

+
1

𝑝 + 1`
� |𝑢1𝜀𝑚(𝑡, 𝑥)𝑢2𝜀𝑚(𝑡, 𝑥)|𝑝+1𝑑𝑥 + ��𝑘𝑖2(𝑥)|𝑢𝑖𝜀𝑚′ (𝑡, 𝑥)|2𝑑𝑥

𝛺

2

𝑖=1𝛺
= 

  = ∑ (𝑓𝑖(𝑡,⋅),𝑢𝑖𝜀𝑚′ (𝑡,⋅))2
𝑖=1 . 

 
Далее применяя неравенство Гельдера и Юнга отсюда имеем 

𝑑
𝑑𝑡
�
1
2
����𝑘𝑖1𝜀(⋅)𝑢𝑖𝜀𝑚′ (𝑡,⋅)�

2
+ ‖𝛻𝑢𝑖𝜀𝑚(𝑡,⋅)‖2�

2

𝑖=1

� + 

+�� [𝑘𝑖2(𝑥) −
𝛿
2

] |𝑢𝑖𝜀𝑚′ (𝑡, 𝑥)|2𝑑𝑥
𝛺

2

𝑖=1

+ 

 
 + 1

𝑝+1`
𝑑
𝑑𝑡 ∫ |𝑢1𝜀𝑚(𝑡, 𝑥)𝑢2𝜀𝑚(𝑡, 𝑥)|𝑝+1𝑑𝑥𝛺 ≤ 1

2𝛿
∑ ∫ |𝑓𝑖(𝑡, 𝑥)|2𝑑𝑥𝛺
2
𝑖=1    (23)  

где 0 < 𝛿 < 2 𝑚𝑖𝑛 {𝑘10,𝑘20}. 
Из (23) имеем следующую априорную оценку  

��𝑘𝑖1𝜀(𝑥)|𝑢𝑖𝜀𝑚′ (𝑡, 𝑥)|2𝑑𝑥
𝛺

2

𝑖=1

+ ‖𝛻𝑢𝑖𝜀𝑚(𝑡,⋅)‖2 + 

+∑ ∫ ∫ |𝑢𝑖𝜀𝑚′ (𝑠, 𝑥)|2𝑑𝑥𝑑𝑠𝛺
𝑡
0

2
𝑖=1 + ∫ |𝑢1𝜀𝑚(𝑡, 𝑥)𝑢2𝜀𝑚(𝑡, 𝑥)|𝑝+1𝑑𝑥 ≤ 𝐸𝑚,𝜀𝛺 ,   (24) 

где  
𝐸𝑚,𝜀 = 1

2
∑ ��𝑘𝑖2𝜀(⋅)𝜓𝑖𝑚(⋅)�

22
𝑖=1 + ‖𝛻𝜑𝑖𝑚(⋅)‖2 + ∫ |𝜑1𝑚(𝑥)𝜑2𝑚(𝑥)|𝑝+1𝑑𝑥𝛺  ....(25) 

Используя неравенство Гельдера и учитывая вложения 𝐻01 ⊂ 𝐿 2𝑛
𝑛−2

(Ω) (см. 

[8]) имеем следующую оценку 
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�∫ |𝜑1𝑚(𝑥)𝜑2𝑚(𝑥)|𝑝+1𝑑𝑥𝛺 � ≤

�∫ |𝜑1𝑚(𝑥)|2(𝑝+1)𝑑𝑥𝛺 �
1
2� �∫ |𝜑2𝑚(𝑥)|2(𝑝+1)𝑑𝑥𝛺 �

1
2� = 

 
= ‖𝜑1𝑚(⋅)‖𝐿2(𝑝+1)

𝑝+1 ‖𝜑2𝑚(⋅)‖𝐿2(𝑝+1)
𝑝+1 ≤ 𝑐 ‖𝜑1𝑚(⋅)‖𝐻01

𝑝+1‖𝜑2𝑚(⋅)‖𝐻01
𝑝+1.    (26) 

Учитывая (13)-(16) и (26) из (25) получим, что 
     𝐸𝑚,𝜀 ≤ с,                                                    (27) 
где с > 0 не зависит от 𝑚 и 𝜀 > 0 
Из (24) и (27) получим следующие априорные оценки  
   ��𝑘𝑖1𝜀(. )𝑢𝑖𝜀𝑚′ (𝑡, . )� ≤ С,                                       (28) 
                                                                                     
     ‖𝛻𝑢𝑖𝜀𝑚′ (𝑡, . )‖ ≤ С,                                  (29) 
 
   ∫ |𝑢1𝜀𝑚(𝑡, 𝑥)𝑢2𝜀𝑚(𝑡, 𝑥)|𝑝+1𝑑𝑥𝛺 ≤ С,                  (30)
  
                                       ∫ ‖𝑢′𝑖𝜀𝑚(𝑠,⋅)‖2𝑑𝑠𝑡

0 ≤ С,                                          (31) 
где 𝑖 = 1,2;  𝑐 > 0 не зависит от 𝜀 > 0    и  𝑚. 
 Таким образом из последовательности {(𝑢1𝜀𝑚,𝑢2𝜀𝑚)} можем 
выбрать такую подпоследовательность {(𝑢1𝜀𝜈 ,𝑢2𝜀𝜈)} ⊂ {(𝑢1𝜀𝑚,𝑢2𝜀𝑚)}, что  
          𝑢1𝜀𝜈 → 𝑢1𝜀       ⋇   - слабо в 𝐿∞(0,𝑇;𝐻01),                           (32)  
                     𝑢1𝜀𝜈′ → 𝑢1𝜀′         слабо в 𝐿2(0,𝑇; 𝐿2(𝛺)),                            (33) 
          �𝑘𝑖1𝜀(𝑥)𝑢𝑖𝜀𝜈′ → �𝑘𝑖1𝜀(𝑥)𝑢𝑖𝜀′ ∗ - слабо в 𝐿∞�0,𝑇; 𝐿2(𝛺)�,    (34) 
  
          𝑢1𝜀𝜈 ⋅ 𝑢2𝜀𝜈 → 𝜒      ∗ - слабо в 𝐿∞ �0,𝑇; 𝐿𝑝+1(𝛺)�.     (35) 
Учитывая априорные оценки (28)-(31) и используя неравенство Гельдера а 
также теорему вложения [8] получим  следующую априорную оценку 
   

� ||𝑢1𝜀𝑚(𝑡, 𝑥)|𝑝−1|𝑢2𝜀𝑚(𝑡, 𝑥)|𝑝+1𝑢1𝜀𝑚(𝑡, 𝑥)|𝜃𝑑𝑥 =
𝛺

= � |𝑢1𝜀𝑚|
𝛺

𝑝𝜃
|𝑢2𝜀𝑚|𝑝𝜃|𝑢2𝜀𝑚|𝜃 ≤ 

≤ �� |𝑢1𝜀𝑚𝑢2𝜀𝑚|𝑝𝜃−𝛼
𝛺

�

1
𝛼

�� |𝑢2𝜀𝑚|𝜃𝛽
𝛺

�

1
𝛽

=

= �� |𝑢1𝜀𝑚𝑢2𝜀𝑚|𝑝+1𝑑𝑥
𝛺

�

1
𝛼

�� |𝑢2𝜀𝑚|
2𝑛
𝑛−2

𝛺
�

1
𝛽

≤ 
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≤ �∫ |𝑢1𝜀𝑚𝑢2𝜀𝑚|𝑝+1𝑑𝑥𝛺 �
1
𝛼 ⋅ с . ‖𝑢2𝜀𝑚‖𝐻01 ≤ 𝐶 .                    (36) 

Аналогичным образом получим, что  
∫ ||𝑢1𝜀𝑚(𝑡, 𝑥)|𝑝+1|𝑢2𝜀𝑚(𝑡, 𝑥)|𝑝−1𝑢2𝜀𝑚(𝑡, 𝑥)|𝜃𝑑𝑥𝛺 ≤ С .                (37) 
В силу (32), (33)  
               𝑢𝑖𝜀𝜈 → 𝑢𝑖𝜀   в     𝐿2�0,𝑇; 𝐿2(𝛺)� = 𝐿2(𝑄𝑇),  i=1,2,                        (38) 
    Отсюда имеем   
               𝑢𝑖𝜀𝜈 → 𝑢𝑖𝜀 𝑛. в.  в 𝑄𝑇,          i=1,2,                                           (39) 
Из (39) следует, что  
                |𝑢2𝜀𝜈|𝑝+1|𝑢1𝜀𝜈|𝑝−1𝑢1𝜀𝜈 → |𝑢2𝜀|𝑝+1|𝑢1𝜀|𝑝−1𝑢1𝜀 𝑛. 𝑏 в      𝑄    (40) 
В силу (37) и (40) 
|𝑢1𝜀𝜈|𝑝−1|𝑢2𝜀𝜈|𝑝+1𝑢1𝜀𝜈 →
|𝑢1𝜀|𝑝−1|𝑢2𝜀|𝑝+1𝑢1𝜀   ∗ − слабо в  𝐿∞(0,𝑇, : 𝐿𝜃(𝛺)).                                                                      
(41) 
Аналогично,  
|𝑢1𝜀𝜈|𝑝+1|𝑢2𝜀𝜈|𝑝−1𝑢2𝜀𝜈 →
|𝑢1𝜀|𝑝+1|𝑢2𝜀|𝑝−1𝑢2𝜀  ∗  − слабо в  𝐿∞(0,𝑇, : 𝐿𝜃(𝛺)).                                                                    
(42) 
В силу (32) и (35)   𝑢1𝜀𝜈𝑢2𝜀𝜈 → 𝜒𝜀  в  𝐷′(𝑄𝑇)   и 
𝑢1𝜀𝜈𝑢2𝜀𝜈 → 𝑢1𝜀𝑢2𝜀в  𝐿1(𝑄𝑇), 
следовательно 𝜒𝜀 = 𝑢1𝜀𝑢2𝜀 . 
Предельный переход по 𝜈 → ∞. 

Умножаем обе части на 𝜂 ∈ 𝐷(0,𝑇) и интегрируем от 0 до 𝑇. 
Переходим к пределу при ∞→ν .Тогда учитывая (32)-(42) получим что  
−∫ �𝑘11𝜀(𝑥)𝑢′1𝜀 ,𝜂′(𝑡)𝑤𝑗�

𝑇
0 𝑑𝑡 + ∫ �𝑘12(𝑥)𝑢1𝜀 , 𝜂(𝑡)𝑤𝑗�

𝑇
0 𝑑𝑡 +

+∫ �𝛻𝑢1𝜀 , 𝜂(𝑡)𝛻𝑤𝑗�
𝑇
0 𝑑𝑡 +  

 
+∫ �|𝑢1𝜀|𝑝−1|𝑢2𝜀|𝑝+1𝑢1𝜀 ,𝜂(𝑡)𝑤𝑗�

𝑇
0 𝑑𝑡 = ∫ �𝑓1(𝑡, 𝑥), 𝜂(𝑡)𝑤𝑗�

𝑇
0 𝑑𝑡. 

Заметим, множество �𝜂(⋅)𝑤𝑗� ,где 𝜂 ∈ 𝐷(0,𝑇) плотно в �̇�2
1(0,𝑇;𝐻01 ∩

𝐿𝑝1+1(Ω), поэтому  

−� (𝑘11𝜀(𝑥)𝑢′1𝜀 ,𝑤′)
𝑇

0
𝑑𝑡 + � (𝑘12(𝑥)𝑢′1𝜀 ,𝑤)

𝑇

0
𝑑𝑡 + � (𝛻𝑢1𝜀 ,𝛻𝑤)

𝑇

0
𝑑𝑡 + 

                      +∫ (|𝑢1𝜀|𝑝−1|𝑢2𝜀|𝑝+1𝑢1𝜀 ,𝑤)𝑇
0 𝑑𝑡 = ∫ (𝑓1(𝑡, 𝑥),𝑤(𝑡))𝑇

0 𝑑𝑡,      (43) 
  где  𝑤 ∈ �̇�2

1(0,𝑇;𝐻01 ∩ 𝐿𝑝1+1(Ω)). 
Аналогичным   образом получим равенство  

−� (𝑘21𝜀(𝑥)𝑢′2𝜀 ,𝑤′)
𝑇

0
𝑑𝑡 + � (𝑘22(𝑥)𝑢′2𝜀 ,𝑤)

𝑇

0
𝑑𝑡 + � (𝛻𝑢1𝜀 ,𝛻𝑤)

𝑇

0
𝑑𝑡 + 
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     +∫ (|𝑢1𝜀|𝑝+1|𝑢2𝜀|𝑝−1𝑢2𝜀 ,𝑤)𝑇
0 𝑑𝑡 = ∫ (𝑓2(𝑡, 𝑥),𝑤(𝑡))𝑇

0 𝑑𝑡,                       (44) 
где 𝑤 ∈ �̇�2

1(0,𝑇;𝐻01 ∩ 𝐿𝑝1+1(Ω)). 
В силу (28) – (31) имеет место следующие априорные оценки: 
    ‖𝑢𝑖𝜀(𝑡,⋅)‖𝐻01 ≤ 𝐶,                                    (45) 
   ‖𝑢𝑖𝜀(𝑡,⋅)‖𝐿2(Ω) ≤ 𝐶,                           (46) 
   
   ��𝑘𝑖1𝜀(⋅)𝑢𝑖𝜀𝑡

′ (𝑡,⋅)�
𝐿2(𝛺)

≤ 𝐶,                 (47) 
  
   ‖𝑢1𝜀(𝑡,⋅)𝑢2𝜀(𝑡,⋅)‖𝐿𝑝+1(𝛺) ≤ 𝐶,                                (48)  
 
                                   ‖|𝑢1𝜀(𝑡, . )|𝑝−1|𝑢2𝜀(𝑡, . )|𝑝+1𝑢1𝜀(𝑡, . )‖𝐿𝜃(𝛺) ≤ 𝐶,        (49) 
                                    
                                   ‖|𝑢1𝜀(𝑡, . )|𝑝+1|𝑢2𝜀(𝑡, . )|𝑝−1𝑢2𝜀(𝑡, . )‖𝐿𝜃(𝛺) ≤ 𝐶.        (50) 
где 𝐶 > 0 зависит от 𝜀 > 0,   i  =1,2. 
Из (45)-(50) следует: из последовательности  {(𝑢1𝜀 ,𝑢2𝜀)} можно выбрать 
подпоследовательность  ��𝑢1𝜀𝑘 ,𝑢2𝜀𝑘�� такое, что 
  𝑢𝑖𝜀𝑘 → 𝑢𝑖   * - слабо в   𝐿∞(0,𝑇;𝐻01),                (51) 
  𝑢𝑖𝜀𝑘

′ → 𝑢𝑖′      слабо в )(2 QL ,                 (52) 
  �𝑘𝑖1𝜀(𝑥)𝑢𝑖𝜀𝑘

′ → 𝑘𝑖1(𝑥)𝑢𝑖  * - слабо в 𝐿∞(0,𝑇; 𝐿2(𝛺)).     (53)
  
            𝑢1𝜀𝑘 ⋅ 𝑢2𝜀𝑘 → 𝜒  слабо в  𝐿∞(0,𝑇: 𝐿𝑝+1(𝛺)),                (54) 
�𝑢1𝜀𝑘�

𝑝−1
�𝑢2𝜀𝑘�

𝑝+1
𝑢1𝜀𝑘 → |𝑢1|𝑝−1|𝑢2|𝑝+1𝑢1  слабо в  𝐿∞(0,𝑇: 𝐿𝜃(𝛺)),    (55)

  
�𝑢1𝜀𝑘�

𝑝+1
�𝑢2𝜀𝑘�

𝑝−1
𝑢2𝜀𝑘 → |𝑢1|𝑝+1|𝑢2|𝑝−1𝑢1  слабо в  𝐿∞(0,𝑇: 𝐿𝜃(𝛺)).    (56) 

Переходя к пределу в (43) и (44) и учитывая (51) –(56) получим, что для 
(𝑢1,𝑢2) является выполнены (6), (7), (8) и начальные условия (3), (4). 
 
3. Доказательство теоремы единственности. 
Пусть n=3 и задача (1)-(4) имеет две разные решения (𝑢1,𝑢2) и (𝑣1, 𝑣2). 
Обозначая 𝑤1 = 𝑢1 − 𝑣1, 𝑤2 = 𝑢2 − 𝑣2   для (𝑤1,𝑤2) получим следующую 
задачу 

                �
𝑘11(𝑥)𝑤1𝑡𝑡 + 𝑘12(𝑥)𝑤1𝑡 − 𝛥𝑤1 + |𝑢2|2𝑢1 − |𝑣2|2𝑣1 = 0
𝑘21(𝑥)𝑤2𝑡𝑡 + 𝑘22(𝑥)𝑤2𝑡 − 𝛥𝑤2 + |𝑢1|2𝑢2 − |𝑣1|2𝑣2    = 0

         (57) 

с  граничными условиями: 
𝑤1(𝑡, 𝑥) = 𝑤2(𝑡, 𝑥) = 0, 𝑡 ∈ [0,𝑇], 𝑥 ∈ 𝛤                                                      (58) 
и с начальными условиями 
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              𝑤1(0,𝑥) = 0,    �𝑘11(𝑥)𝑤1𝑡(0, 𝑥) = 0.                              (59) 
             𝑤2(0, 𝑥) = 0,    �𝑘21(𝑥)𝑤2𝑡(0, 𝑥) = 0                                          (60) 
 
Следуя [7] введем обозначения 

𝑧𝑖(𝑡, 𝑥) = �−� 𝑤𝑖(𝜉, 𝑥)𝑑𝜉 ,        𝑡 ≤ 𝑠
𝑠

𝑡
0 ,                         𝑡 > 𝑠

 

Легко заметит, что 

𝜃𝑖(𝑡, 𝑥) = � 𝑤𝑖(𝜉, 𝑥)𝑑𝜉 ,       
𝑡

0
𝑧𝑖(𝑡, 𝑥) = 𝜃𝑖(𝑡, 𝑥)  −  𝜃𝑖(𝑠, 𝑥),     𝑧𝑖(𝑠, 𝑥) = 0, 

   𝑧′𝑖(𝑡, 𝑥) = 𝑤𝑖(𝑡, 𝑥) (см. [7]). 
 
В силу (6), (7) и (8) 𝑘𝑖1(. )𝑤′′

𝑖(𝑡, . ) ∈ 𝐻−1(Ω) + 𝐿2(Ω)  и 𝑧𝑖(𝑡, . )) ∈ 𝐻01(Ω)      
Учитывая это из (57) получим, что 
 
 ∑ ∫ ( 𝑘𝑖1(. )𝑤′′𝑖(𝑡, . ), 𝑧𝑖(𝑡, . ))𝑑𝑡  + 𝑠

0
2
𝑖=1 ∑ ∫ ( 𝑘𝑖2(. )𝑤′𝑖(𝑡, . ), 𝑧𝑖(𝑡, . ))𝑑𝑡 +𝑠

0
2
𝑖=1

            
+∫ ( ∇𝑤𝑖(𝑡, . ),∇  𝑧𝑖(𝑡, . ))𝑑𝑡 +   ∫ (|𝑢2|2𝑢1 − |𝑣2|2𝑣1, 𝑧1(𝑡, . ))𝑑𝑡  +𝑠

0
𝑠
0

                    
+∫ (|𝑢2|2𝑢1 − |𝑣2|2𝑣1, 𝑧2(𝑡, . ))𝑑𝑡  = 0𝑠

0  .                              (61) 
 
 С другой стороны 

� ( 𝑘𝑖1(. )𝑤′′𝑖(𝑡, . ), 𝑧𝑖(𝑡, . ))𝑑𝑡  = −� ( 𝑘𝑖1(. )𝑤′𝑖(𝑡, . ),𝑤𝑖(𝑡, . ))𝑑𝑡  =      
𝑠

0
     

𝑠

0
 

= −1
2
��𝑘𝑖1(. ),𝑤𝑖(𝑡, . )�

2
,                                           (62) 

 
 ∫ ( 𝑘𝑖2(. )𝑤′𝑖(𝑡, . ), 𝑧𝑖(𝑡, . ))𝑑𝑡  = −∫ ��𝑘𝑖2(. ),𝑤𝑖(𝑡, . )�

2
𝑑𝑡 ,    𝑠

0      𝑠
0             (63)  

 
∫ (∇ 𝑤𝑖(𝑡, . ),∇𝑧𝑖(𝑡, . ))𝑑𝑡 𝑠
0 = ∫ (∇ 𝑧′𝑖(𝑡, . ),∇𝑧𝑖(𝑡, . ))𝑑𝑡 = −1

2
   ‖∇ 𝑤𝑖(𝑡, . )‖2𝑠

0        (64) 
 
Учитывая (62)-(64) из (61) получим, что 
 
    ∑ �1

2
��𝑘𝑖1(. ),𝑤𝑖(𝑡, . )�

2
+ ∫ ��𝑘𝑖2(. ),𝑤𝑖(𝑡, . )�

2
𝑑𝑡  𝑠

0 +2
𝑖=1  

+ 1
2

   ‖∇ 𝑤𝑖(𝑡, . )‖2� ≤ 𝐺1 + 𝐺2,                    (65) 
где  
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𝐺1 = ∫ ∫ |  |𝑢2(𝑡, 𝑥)|2𝑢1(𝑡, 𝑥) − |𝑣2(𝑡, 𝑥)|2𝑣1(𝑡, 𝑥)|𝛺 . |𝑧1(𝑡, 𝑥)|𝑑𝑥𝑑𝑡 𝑠
0 , 

 
𝐺2 = ∫ ∫ |  |𝑢1(𝑡, . )|2𝑢2(𝑡, . ) − |𝑣1(𝑡, . )|2𝑣2(𝑡, . )|𝛺 . |𝑧2(𝑡, . )|𝑑𝑥𝑑𝑡 𝑠

0 . 
 
Используя  неравенства  Гельдера  получим, что 
 
𝐺1 ≤ 𝑐 ∫ ∫ ∑ (|𝑢𝑖(𝑡, 𝑥)|2+|𝑣𝑖(𝑡, 𝑥)|2)2

𝑖=1 |𝑢1(𝑡, 𝑥) −−𝑣1(𝑡, 𝑥) |𝛺 . |𝑧1(𝑡, 𝑥)|𝑑𝑥𝑑𝑡   ≤𝑠
0

          

≤ ���� � |𝑢𝑖(𝑡, 𝑥)|𝑛  
𝛺

𝑑𝑥𝑑𝑡    
𝑠

0
�

2
𝑛

2

𝑖=1

+ ��� � |𝑣𝑖(𝑡, 𝑥)|𝑛  
𝛺

𝑑𝑥𝑑𝑡    
𝑠

0
�

2
𝑛

2

𝑖=1

� × 

× �� � |𝑤1(𝑡, 𝑥)|
2𝑛
𝑛−2  

𝛺
𝑑𝑥𝑑𝑡    

𝑠

0
�

𝑛−2
2𝑛

�� � |𝑧1(𝑡, 𝑥)|
2𝑛
𝑛−2  

𝛺
𝑑𝑥𝑑𝑡    

𝑠

0
�

𝑛−2
2𝑛

 

 
Отсюда  учитывая   вложения      𝐻01 ⊂ 𝐿 2𝑛

𝑛−2
(Ω)  (см. [8] )  получим, что 

𝐺1 ≤ 𝑐 max
0≤𝑡≤𝑇

�‖𝑢1‖𝐻01
2 + ‖𝑢2‖𝐻01  

2 + ‖𝑣1‖𝐻01
2 + ‖𝑣2‖𝐻01

2 �× 
 

× �∫ ‖𝑤1‖𝐻01
2 𝑑𝑡  + ∫ ‖𝑤2‖𝐻01

2 𝑑𝑡    𝑠
0   𝑠

0 + ∫ ‖𝑧1‖𝐻01
2 𝑑𝑡    𝑠

0 � ;         (66) 
 

𝐺2 ≤ 𝑐 max
0≤𝑡≤𝑇

�‖𝑢1‖𝐻01
2 + ‖𝑢2‖𝐻01  

2 + ‖𝑣1‖𝐻01
2 + ‖𝑣2‖𝐻01

2 �× 
 
         × �∫ ‖𝑤1‖𝐻01

2 𝑑𝑡  + ∫ ‖𝑤2‖𝐻01
2 𝑑𝑡    𝑠

0   𝑠
0 + ∫ ‖𝑧2‖𝐻01

2 𝑑𝑡    𝑠
0 �.            (67) 

Учитывая (66), (67) в (65) и применив лемму Гронуола получим, что 
 𝑤1(𝑡, 𝑥) = 0 и  𝑤2(𝑡, 𝑥) = 0 . 

Автор благодарен рецензентов, чьи замечания позволили улучшить 
качества изложения полученных результатов. 
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