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BiR SEMIi-MARKOV DOLASMA PROSESININ SORHOD
FUNKSIONALININ PAYLANMASININ DOGURAN FUNKSIYASI
UCUN KOSR TORTIB DIFERENSIAL TONLiYIN ALINMASI

Agar sozlar: doguran funksiya, tasadiifi kamiyyat, semi-Markov dolasma
prosesi, kasr tortib diferensial tonlik

Isdo monfi sigrayish, miisbot axinli semi-Markov dolasma prosesi todgiq
olunmusdur. Birinci dofo “0” soviyyasina ¢atmaq ti¢iin atilan addimlar say1 adlanan
tosadiifi komiyyot daxil edilmisdir. Daxil edilmis tosadiifi komiyyatin doguran
funksiyas1 t¢lin integral tonlik qurulmusdur. Qurulmus inteqral tonlik xiisusi
paylanmalar sinfindo kosr tortib sabit omsalli diferensial tonliys gatirilir. Sonda
doguran funksiyadan istifado edorok tosadiifi kemiyyatin ododi xarakteristikalari
tapilmigdir.

2.A.Hobaes, K.K.Omaposa

MOJYYEHME JPOBHOI'O JU®PEPEHIIUAJILHOIO YPABHEHMUSI
JUISI TPOU3BOISILEN ®YHKLIUU PACHPEJEJEHUSI TPAHUYHOTO
®YHKIMOHAJIA OJJHOT'O TPOLIECCA TTOJYMAPKOBCKOI'O
BJIYKIAHUS

Knwuesvie cnosa: npouzeooswas QyHKyust, CIy4auHas elUYUHA, NPOYECC
NOIYMAPKOBCK020 OLYxHCOaHUs, Ouppepenyuanvivie ypasueHus OpooHo20 nopsaoxa
B nmanHoii paboTe wuccnemoBaH TPOIECC IMOTYMapKOBCKOTO OIIyKIaHUS C
OTPHUIIATETFHBIM CKAa4YKOM M TIOJOXHUTEIBHBIM CHOCOM. llepBhiii pa3 Oblua BBelcHa
cllydaliHasi BEJIMYMHA, Ha3bIBacMasl YHUCIIO I1aroB, HPEANPUHATHIX IS JTOCTHXKCHHS
YpOBHS «HYIBY». [locTpoeHO WMHTErpasibHOE YypaBHEHHWE IS BBEJCHHOW CIy4YaiHON
Benn4uuHbL. [locTpoeHHOE MHTETrpalTbHOE ypaBHEHHUE B YACTHOM KJIACCE pacIpe/IesIeHUI
MpUBOANTCS B Au(dEepeHINATEHOE YpaBHEHUE IPOOHOTO TMOPSAKA ¢ MOCTOSHHBIMH
kodpdunmenramu. HakoHel WCMONB3ysl TMPOU3BOMAANIYIO (YHKIHIO, HAWJCHBI
YHCIIOBBIC XaPAKTEPUCTUKU CITyYaiHON BEIIUYNHEI.
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OBTAINING THE FRACTIONAL ORDER DIFFERENTIAL EQUATION FOR
GENERATING FUNCTION OF THE BOUNDARY FUNCTIONAL
DISTRIBUTION OF A SEMI-MARKOV RANDOM WALK PROCESS

Keywords: generating function, random variable, semi-Markov random walk
process, fractional order differential equation
In this paper, the semi-Markov random walk processes with positive drift and
negative jumps is investigated. The random variable — the numbers of the steps for the
first moment of reaching condition “0” is introduced. Integral equation for the
generating function of the distribution of this random variable is obtained. The Integral
equation is reduced to a fractional order differential equation with constant
coefficients. Finally, the numerical characteristics of the random variable is obtained
by using generating function.

Ehtimal nazoriyyasinds tosadiifi proseslorlo tasvir olunan sistemlarin
ehtimal xarakteristikalarinin todqiqi aktual mosalalordon biridir. Sigorta, kiitlovi
xidmat nozariyyosi, ehtiyatlarin idaro olunmasi saholorinds bir va ya iki sarhado
malik tosadiifi dolagsma proseslorindan istifado olunur. Tosadiifi proseslorin
todqiq olundugu bir ¢ox islords prosesin paylanmasi ixtiyari ganunla verilir vo
asimptotik ifadalor alinmisdir [1; 2; 3; 6]. Metzler vo Klafterin [4] isindo
kasilmaz zamana malik tosadiifi dolasma modelinin osasinda kosr tortib
timumilogmis diffuziya tonliyi todqiq olunmusdur. Faktorizasiya metodundan
istifado edarok Markov zancirino malik tesadiifi dolagsma {igiin sarhadi agma
problemlari V.1. Lotov va N.G. Orlova [12] torofindon todqiq olunmusdur. T.
H. Nasirovanin [5] vo onun tolobalorinin islorinds semi-Markov dolagma
prosesinin birinci dofo sifir soviyyasino ¢atma anina qodor atilan addimlar
saymin doguran funksiyast dyranilmisdir (bax, [7]-[10]). Qeyd etmok lazimdir
ki, semi-Markov dolasma prosesi iiclin atilan addimlar sayinin tapilmasi
moasalasi tatbigi riyaziyyat vo miihandislikds vacib masalalordan biridir.

Isdo manfi sicrayisli, miisbat axinli semi-Markov dolasma prosesinin va
bu prosesin sifir saviyyasina birinci dofo ¢atma anma godor atilan addimlar
saymin riyazi modeli qurulmusdur. Atilan addimlar saymin sorti paylanmasinin
doguran funksiyasi {i¢lin qurulmus integral tonlik xiisusi paylanmalar sinfindo
kosr tortib sabit omsall1 diferensial tonliys gotirilmisdir.

Masalanin qoyulusu

Tutaq ki, (Q, F,P) ehtimal fozasinda {fk!é/ K }kzl tosadiifi komiyyatlorin

ciitlori ardicilligi verilmisdir. Belo Ki, fk Vo § . k:l,_oo miisbat, asili
olmayan tosadiifi kamiyyatlordir. Bu tosadiifi komiyyatlordon istifads edorak,
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asagidaki semi-Markov dolasma prosesini quraq:
k-1 k-1 k o
X, ()=z+t=->2¢,, ogor Y &<t<> & k=L,
i=0 i=0 i—0

burada &, =¢,=0. X,(t) prosesi “monfi sigrayisl, miisbot axml semi-
Markov dolagma prosesi” adlanir.
X, (t) prosesinin realizasiyalarindan biri sokil 1-do gostorilmisdir:

X_ (L) 4
z
0 Slmy)  Silay)+ & () 3 ;
Zé:; (@)
i=l

Sakil 1. Manfi sicrayish, miisbat axinli semi-Markov dolasma prosesi

Asagidaki kimi tosadiifi komiyyot daxil edok:
K
v, = min{k 12+ (& -4 < 0}.
i=1

Burada forz olunur ki, ¢; — &, = 0 vahid ehtimalla 6donilir .

v, (asag1 sorhod funksionall) baxilan prosesin birinci dofo sifir
Saviyyasins ¢atma anina qoador atilan addimlar sayidir.

Bu isdo osas mogsad v, -m sorti paylanmasinin doguran funksiyasini
tapmaqdan ibaratdir.

v, -In doguran funksiyasinin toyini

Molumdur ki, v, -n sorti paylanmasmin doguran funksiyasi asagidaki
kimi ifado olunur:

w(u|z) = E(u”lo X, (0) = z)=iukP{v1° —KX,(0)=z} 0<u<Ll.

k=1
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Teorem. Tutaq ki, & vo &, k =100 miisbat, asih olmayan tosadiifi
komiyyatlordir. Onda v,-m sorti paylanmasinin doguran funksiyasi iigiin
integral tonlik asagidak: sokildadir.

w(ulz) =uP{z+& - ¢, <O} +

< 1
+u J.V/(u|y)P{z+§1_é/1>0;Z+'§1_§1Edy} @

y=0
Isbati. k > 2 iiciin tam ehtimal diisturundan istifads edok. Onda

P{e =Kk|X,(0)=2}=
= TP{Z+§1_§1 >0,z2+& ¢, edy}P{VlO =k—1|XZ(O):y}.

y=0

Bu borabarliyin hor iki torofini u* -ya (0<u<1)vurub, sonra k-ya k=2,00
gora comlasak, alariq:

SUFPY = K|X, (0) = 2)=

. )
=Y [P+ 6> 0244 - edylPh? =k-1X,(0) = y}

(2) tonliyini asagidaki kimi yaza bilorik:

iukP{vf —K[X,(0)=z}=uP{z+& ~¢, <O+
3
+Zu I {z+&-¢,>0,2+¢ - gledy}{ =k-1X,(0) = y}

k=2 y=0

(3) tanliyinds bazi ¢cevirmalor aparsaq, (1) tonliyini alariq.
Teorem isbat olundu.
(1) tonliyini asagidaki kimi yazmagq olar:

w(ulz) =uP{z-& +£ <0+
+uj J'z//(u|y)P{§leds 2+5-¢, >0, z+s-¢; edy}. (4)

(4) tonliyini
w(Uz) =uP{z—& + ¢, <0}+

Yy T Tl//(U|Y)dy[P{§l eds; &, <z+s}-P{E eds; &, <z+s-y}]

y=0s=0
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Vo ya
w(ulz) =uP{z - & (») + ¢, (0) <0} -

[ ] 5
~u [ Juulyd, [P eds; ¢, (@) <z+s-y]] (5)

y=0s=0
kimi yazmagq olar.
(5)-don goriiniir ki, z+s—y >0 olmalidir. Onda

w(u|z) =uP{z - & +¢, <0f-

—u | Jwlyd,[Plg edsi & <z+s-yi]

y=0 s=max(0;y-z)

(6)

(6) tonliyindon, asanliqla asagidaki tonliyi almaq olar:

w(u|z) =u_[P{§1 > 2+ X}p, (X)dx -

—ufy (uly) [ p (5)p,, (z+s—y)dsdy - o

y-z
~ufy W[ p. (s)p,, (2+s—y)dsdy.
0 0

Forz edok ki, & tosadiifi kemiyyati & >0 vo >0 parametrli Qamma

paylanmasmna, ¢, tesadifi komiyyati iss g parametrli eksponensial
paylanmaya malik tosadiifi kemiyyatlordir:

’Ba a-1 —px -

X e, x>0, pue ™, x>0,
p;,(X)=1T(a) P, (x)=
0, x<0,

0, x<0.

Bu paylanmalar sinfinds (7) inteqral tonliyi asagidaki sokilds yazilir:

) < e

I'(a)
U,U uy u+p)s al

@ j ey (uly) j e 0% Hdsdy - (®)
_uupie ™ s

ey (uly) [ e “ A s dsdy.
@) l w( Iy)g y

(8) tonliyinin hor iki torofini e -o vurub, sonar iso hor iki torofdon z -0 goro
torama alsaq, alariq:
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ﬁ we(ﬁ"’ﬂ)z ® —ﬁy
I'(a)
(9) tenliyinin har iki torofini e “*/? -5 vursag, alariq:

ey (ulz) + &y (ulz) =~ w(uly)(y - 2)"" dy. ©)

") s ) =S Je v -2y

(10)
(10) tanliyinin halli
Asagidaki kimi isaraloma gobul edoak:
Quiz) =e "y (ul2) (11)
Onda (10) tonliyindan alariq:
)+ (u+ BQUD + 2 [Quy)y-2)* dy =0
I'(a)
(12)

Moalumdur ki, Veyl monada kesr tortib inteqral agagidaki kimi verilir:

1“QUuiz) = j QUIY)(y - 2)“dy.

Sonuncu barabarliyi (12) tanllylnde nezare alsaq asagidaki tonliyi alariq:
Q'(ufz) + (¢ + AQ(U[z) + B sl “ (Q(ul2)) = 0. (13)
Forz edok ki, @€(01) vo ¢(z) funksiyasi (0,%0) araliginda

diferensiallanandir. Onda ¢(z) funksiyasinin Veyl monada « tortib Kkasr
toromosi asagidaki kimi verilir:

D“¢(2) = j(z u) ¢ (u)du.

(13) tonliyinin hor iki torafino VeyI mgnada o tortib kosr toromoni totbiq edok.
Onda asagidaki tonliyi alariq:

Dj‘*l(Q(u|z)) +(u+ B)D? (Q(u|z)) - ,uﬁ“uQ(u|z)= 0. (14)

Asanligla gostormok olar ki, D# e *“* = _[k(u)]"e "=,

Forz edok ki, (14) kosr tortib diferensial tonliyin hallorindon biri
Q(u|z):e’k(“)Z soklindadir, burada k(u) asagidaki xarakteristik tonliyin
koklorindon biridir:

k@I = (u+ B)- kW)~ pou =0, (15)
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Beloliklo, w(uz) =e " *“¥ olur. Aydindir ki, w(lz)=1. Demali k(1)=z

olmalidir.
(15) tenliyindon aliriq:

o Bu
k (1)— (a+l)ﬂa —(/J+ﬂ)-a-ﬂa4 ’
o) e plac (a5 ~(@s1)a p @)
(@+1)p —(u+p)a-p*

W(U|Z) -in ifadasindon istifado edorak, v, -nin sorti paylanmasimin riyazi

g6zlamasini va dispersiyasini hesablaya bilarik:
E(vi|2) =yw.l2) =
(u

D2[2) = ! W) +v' W) L-v'Az)]=

(4 p)-a- (-1 ~(@+1)-a p> KW 2 Vi
(@+1)B“ —(u+pB)-a- p* (u+pB)a-pt—(a+1)p’

B 1z |
+B)-a-pt—(a+1)p”

Natica
Isdo monfi sigrayish, miisbot axinli semi-Markov dolasma prosesinin sifir
Saviyyasina birinci dofo ¢atma anina qodor atilan addimlar saymimn sorti
paylanmasimin doguran funksiyasini tapmaq tglin kosr tortib sabit omsalli
diferensial tonlik alinmigdir. Doguran funksiya tiglin alinmis ifadadon istifado
edoarok birinci va ikinci tortib momentlor tapilmisdir.
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