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Введение. Преобразованием Рисса функции  k
p RLf  ,  p1  определяется как 

следующий сингулярный интеграл (см. [1]): 
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Преобразование Рисса является одним из основных операторов гармонического 

анализа и играет существенную роль в теории эллиптических дифференциальных 

уравнениях (см. [1-4]). 

Из теории сингулярных интегралов (см. [1]) известно, что преобразование Рисса 

является ограниченным оператором в пространстве  k
p RL ,  p1 , т.е. если  k

p RLf  , то 

 k
pj RLfR   и имеет место неравенство  

pp
LpLj fCfR  .                                                 (1.1) 

В случае  kRLf 1  имеет место только неравенство слабого типа: 

   
1

1:
Lj

k f
C

xfRRxm


  ,         0 ,                 (1.2) 

где m -мера Лебега, pC , 1C  постоянные, не зависящиеся от функции f .  

Отметим, что преобразование Рисса функции  kRLf 1  не является интегрируемым по 

Лебегу. В работе [5], используя A -интегрирование функций, доказано аналог равенства 

Рисса для преобразования Рисса функций класса  kRL1 . 

В работах [1, 6-11] изучена ограниченность преобразования Рисса в  функциональных 

пространствах Соболева, Бесова, Орлича, Компанато, Морри и др.  Но дискретный аналог 

преобразования Рисса не изучен полностью даже в классических пространствах Лебега. В 

данной работе мы изучаем свойства дискретного преобразования Рисса в дискретных 

пространствах Лебега. 

2. Дискретное преобразование Рисса и его ограниченность в дискретных 

пространствах Лебега 

Обозначим  k
pp Zll : , 1p , класс последовательностей   kZmmhh


 , 

удовлетворяющих условию 
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 


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k
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: , 

где   kiZmmmmZ ik
k ,1,:,...,: 1   и Z -множество целых чисел. 
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Пусть   pZmm lhh k 


, 1p . Последовательность     
kZnnjj hRhR




~~
 называется 

дискретным преобразованием Рисса последовательности h , где 
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Отметим, что если plh ,  p1 , то из неравенства Гельдера следует, что ряд 








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nmZm
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k

h
mn
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,

1
 абсолютно сходится, и поэтому, дискретное преобразование Рисса 

последовательности h  сходится. 

Теорема 2.1. Пусть  p1 . Если plh , то pj lhR 
~

, и существует постоянная 0pc  

такое, то для любого plh  имеет место неравенство 

pp
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l
j hchR 

~
.                                                       (2.1) 

Доказательство. Определим функцию  xf  следующим образом: 
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k Znnn  ,...,1 , и 0)( xf  в других точках, где    kinyRynP ii

d ,1,::,  

.  Из условия plh  следует, что  k
p RLf   и 

  

 

 
p

k
p l

k

pk

p

Zn nP

p

n

k

k

L
hdyhf 




















  

11

1

41,

22
. 

Тогда в силу неравенства (1.1) получим, что  k
pj RLfR   и  

 

 
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. 

Определим функцию  xF  следующим образом:    
njhRxF

~
  при  21,nPx ,   k

k Znnn  ,...,1  

Пусть       xFxfRxG j  . Сначала докажем, что    d
p RLxG  . Для любого 

   21,,...,1 nPxxx k  , 41 ii nx , ki ,1 ,   k
k Znnn  ,...,1 , имеем 
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   xGxG 21  ,                                                         (2.2) 
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Пусть nm  . Так как для любых точек  21,nPx  и  41,mPy  имеет место неравенство 
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Следовательно, для любого  21,nPx  
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Отсюда с учетом неравенства Гельдера имеем 
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Теперь покажем, сто  k
p RLG 2 . Если    21,,...,1 nPxxx k  , 41 ii nx , ki ,1 , 

  k
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где  x -расстояние от точки x  до границы области  41,nP . Следовательно, для любого 
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Из неравенств (2.2), (2.4), (2.6) получим, что  k
p RLG .  

Так как       xGxfRxF j  , то из соотношений  k
pj RLfR   и  k

p RLG  следует, что 
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Следовательно 
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Теорема 2.1 доказана. 

Теорема 2.2. Существует число 01 c  такое, что для любой последовательности 1lh  

и для любого 0  имеет место неравенство  
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- функция распределения дискретного 

преобразования Рисса последовательности h . 

Доказательство.  Определим функции  xf ,  xF ,  xG ,  xG1 ,  xG2  как в 

доказательстве теоремы 2.1. Из условия 1lh  следует, что  kRLf 1 , 
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Тогда из (1.2) получим 
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Из неравенств (2.3) и (2.5) следует, что  kRLG 11 ,  kRLG 12  , 
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Из (2.2), (2.9), (2.10) получим, что  kRLG 1 , 
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Тогда в силу неравенства Чебышева имеем 
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Так как       xGxfRxF j  , то из (2.8), (2.10) и (2.11) следует неравенство  
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 Отсюда имеем 

          xFRxmhRZnhR k

nj
k

j :
~

:
~

 

  
 

 
 

1

1
22

0 14ln
21

2
1416

2
l

k

kk
k h

C

k

k
k

























. 

Теорема 2.2 доказана. 

3. Асимптотическое поведение функции распределения дискретного 

преобразование Рисса 

Теорема 3.1. Пусть 1lh . Тогда имеет место равенство 
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1k
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2

1k
. 

Сначала докажем следующую вспомогательную лемму. 

 Лемма 3.1. Пусть 1lh  и 0
 kZn

nh . Тогда имеет место асимптотическое равенство 

     1
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ohR j  ,  0 .                                            (3.2) 

 Доказательство леммы 3.1. Сначала предположим, что последовательность 1lh  

сосредоточена на некотором шаре  pxRx k  : , т.е. 0nh  для pn  . В этом случае из 
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следует, что при достаточно больших значениях n  выполняется неравенство 
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, 

а отсюда вытекает асимптотическое равенство (3.2). 

Теперь рассмотрим общий случай. Из условия 0
 kZn

nh  следует, что для любого 0  

существует последовательности   1lhh kZnn 


 и   1lhh kZnn 


 такие, что hhh  ,  

последовательность 1lh  сосредоточена на некотором шаре  pxRx k  :  и 0
 kZn

nh , а 

последовательность 1lh   удовлетворяет неравенству 
14c

h
kZn

n






, где 1c  константа из 

неравенства (2.7). Так как последовательность 1lh   сосредоточена на шаре  pxRx k  :  и 

0
 kZn

nh , то последовательность 1lh   удовлетворяет равенству (3.2), поэтому существует 

число   0  такое, что при   0  выполняется неравенство  

Ахмедова А.Н.  



 

 

20 
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Это показывает, что равенство (3.2) выполняется для любого 
1lh , удовлетворяющего 

условию 0
 kZn

nh . Лемма 3.1 доказана. 

 Доказательство теоремы 3.1. В случае 0
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
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и из (3.5), (3.6) получим неравенства  
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Отсюда следует равенство (3.1). Теорема 3.1 доказана. 

 Отметим, что для дискретных преобразований Гильберта и Альфорса-Берлинга 

аналоги этих теорем доказаны соответственно в работах [12] и [13]. 
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XÜLASƏ 

DĠSKRET RĠSS ÇEVĠRMƏSĠ VƏ ONUN XASSƏLƏRĠ 

Əhmədova A.N. 

 

 Açar sözlər: diskret Riss çevirməsi, Lebeq fəzası, məhdudluq, paylanma funksiyası 

 Riss çevirməsi klassik Lebeq, Morri, Sobolev, Besov, Kampanato və s. fəzalarında geniş tədqiq 

olunub. Lakin onun diskret analoqu tam öyrənilməyib. Məqalədə  diskret Riss çevirməsinin diskret Lebeq 

fəzalarında xassələri tədqiq olunur. p dərəcədən cəmlənən ardıcıllıqlar fəzasında diskret Riss çevirməsinin 

məhdudluğu göstərilir, cəmlənən ardıcıllıqlar fəzasında isə zəif daxilolma münasibətinin ödənildiyi 

göstərilərək, paylanma funksiyasının asimptotikası verilir. 

 

SUMMARY 

DISCRETE RIESZ TRANSFORM AND ITS PROPERTIES 

Ahmadova A.N. 

 

Key words: discrete Riesz transform, Lebesgue spaces, boundedness, distribution function  

The Riesz transform has been well studied on classical Lebesgue, Morrey, Sobolev, Besov, 

Campanato, etc. spaces. But its discrete version has not been studied. In this paper, we study the properties of 

the discrete Riesz transform on discrete Lebesgue spaces. In the space of sequences summed by degree p, the 

boundedness of the discrete Riesz transform is proved, and in the space of the summed sequences, weak 

inclusion is shown, and asymptotic behavior of distribution function is given. 
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