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Рассматривается задача терминального оптимального управления и задача Больца для одного 

класса двоичных линейных модулярных  динамических систем. Используя понятие производной и 

дифференциала булевых и псевдобулевых функций, находится необходимое условие оптимальности 

управления.  

 

Введение. Модулярные динамические системы (МДС) относятся к классу дискретных 

управляюших динамических систем [1-4]. Они широко применяются в компьютерной техни-

ке, системах диагностики, кодировании и декодировании дискретных сообщений, в крипто-

графии, моделировании, управлении объектов и т.д. [1, 3–11]. В некоторых применениях 

МДС сталкиваются нахождения оптимальных процессов.  К таким задачам относится задача 

оптимального синтеза, задача оптимального управления и т.д. Задача оптимального синтеза 

имеет теоретический и прикладной характер и  к настоящему времени различные  аспекты 

этой задачи для некоторых классов двоичных МДС, заданных в виде двухзначного аналога 

полинома Волтерра, исследованы достаточно [12-23]. А задача оптимального управления для 

МДС  исследована  недостаточно. В  данной  работе,  используя понятия производных 

булевых и псевдобулевых функций, получены необходимые условия оптимальности для 

некоторого класса задач оптимального управления двоичных МДС. 

Рассмотрим функцию ),...,( 1 nxxf , где Bx  , n,1  и  }1,0{B , т.е. множество есть 

бинарное множество. Если для  всех BBBxx n

n  ...),...,( 1  удовлетворяется 

Bxxf n ),...,( 1 , тогда функция  ),...,( 1 nxxf  называется булевой функцией. Ясно, что во 

множестве nB  существуют n2  n мерных наборов.  

Производная булевых функций ),...,( 1 nxxf  по переменной ix  понимается в следующим 

смысле [24]: 
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Для дифференциала ),...,(
1 n

xxf  булевой функции ),...,( 1 nxxf справедливо [6] 
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где  ,1},1,0{  kx
kj

. Ясно, что если функция ),...,( 1 nxxf  есть линейная функция, тогда в 

формуле (1) смешанные производные отсутствуют и поэтому формула (1) имеет следующий 

вид: 

                                                  .)2(,
.
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Рассмотрим функцию ),...,( 1 nxx  где Bx  , n,1 . Если для  всех 
n

n Bxx ),...,( 1  

удовлетворяется Rxxf n ),...,( 1 , тогда функция  ),...,( 1 nxxg  называется псевдобулевой 

функцией, где R есть множество вещественных чисел. 

Производные псевдобулевых функций RBn :  понимаются в следующем смысле 

[25]: 

),...,,0,,...,(),,1,,...,(
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Всякая псевдобулевая функция линейна по каждому аргументу. Следовательно, для 

дифференциала псевдобулевой функции справедливо  

 
  




n

njj

jj

jj

n xx
xx

xx
1 ...1

1

1

1

1

...
...

),...,(













 ,                               (2) 

где }1,0{
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 jx , если 0
j
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 jx , если 1
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x . Очевидно, что  

iiiii xxxxsignx   . Поэтому в дальнейшем в (2) будем предполагать, что }1,0{ix  
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Задача терминального управления. Рассмотрим следующую МДС 

)2(,0,]0[]),[],[(]1[ GFNnaxnunxfnx  ,                         (3) 

где )2(][ mGFnx   - вектор состояния, )2(][ rGFnu  - вектор входной последовательности 

или управления. N 1– заданное натуральное число, a – m мерный заданный вектор над 

поле )2(GF ,  )(f – заданная линейная функция. 

Задача оптимального управления МДС (3) заключается в определении такого 

)2(][ rGFnu  , которое с учетом (3) минимизирует заданный псевдобулевый функционал  

])[( NxI  .                                                               (4) 

Задача (3),(4) есть задача терминального управления. Пусть )(f  и )(  таковы, что их 

смешанные производные равны нулю.  Пусть 
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Пусть ]}1[],...,0[{ ***  Nuuu  есть оптимальная последовательность,  

]}[],...,0[{ *** Nxxx  -  соответствующая ей последовательность состояний и u~ - некоторая 

измененная входная последовательность, такая что 

           ][][][~;10,],[][~ *** nununuNknkkuku  ,  

где  ])[],...,[(][ **

1

* nununu r  . Тогда ]}[~],...,1[~],[],...,0[{~ ** Nxnxnxxx  . 

В силу условий, налагаемых на )(f  справедливо:  

][
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 , )2(GF . 

Здесь операция умножения по 2   mod  заменена обычной операцией умножения. В силу 

условий, налагаемых на )(  справедливо  
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Правую часть соотношения (5) можно переписать в следующем виде 
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Здесь операция умножения  по 2  mod  заменена обычной операцией умножения. Введем 

следующую сопряженную систему 
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где ),...,(
1 m

ppp  - m -мерный вектор над )2(GF . Тогда (6) запишется в виде 
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Введем дискретную функцию Гамильтона [26] 
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Из (9) видно, что (8) можно записать в виде 
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Таким образом, справедлива следующая теорема. 

Необходимое условие оптимальности управления в некоторых задачах оптимального 
управления двоичных линейных модулярных динамических систем 
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Теорема 1. Пусть )(xf  и ])[( Nx  такие, что их смешанные частные производные 

равны нулю; ]}1[],...,0[{ ***  Nuuu  - оптимальная входная последовательность задачи (3), 

(4), а ]}[],...,0[{ *** Nxxx   соответствующая ей последовательность состояния; 

]}0[],...,[{ *** pNpp   - оптимальное решение сопряженного уравнения (7). Тогда для всех 

1,...,0  Nn  справедливо соотношение (10). 

Ясно что, если функция )(xf  линейна, а функционал )(  сепарабельный функционал, 

тогда их смешанные частные  производные равны нулю. 

3. Задача оптимального  управления Больца. Пусть теперь МДС задана уравнением 

(3), а функционал качества есть следующий функционал 
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kxfNxI ,                                          (11) 

где   и 0f  - есть сепарабельные псевдобулевые  функционалы.  

Задача  оптимального управления (3),(11),  есть задача Больца.  Для нахождения 

необходимого условия оптимальности управления задачи  (3),(11),  приведем ее к задаче 

терминального управления. Для этого введем обозначения 

                               )2(,0]0[]),[],[(]1[ 00 GFxnunxfnx  .                              (12) 

Ясно, что,  
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На основе (12),(13) введем следующие векторы: 
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Пусть, 
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Таким образом, задача Больца (3),(11) приводится к задаче терминального управления 

(15),(16),(14). 

Пусть, ]}1[],...,0[{ ***  Nuuu  - последовательность оптимального управления, 

]}[],...,0[{ *** Nxxx  - соответствующая им последовательность состояния, а u~ - некоторая 

измененная входная последовательность и 

                                        ],[][~ * kuku  ],[][][~   ** nununu   

где, ])[],...,[(][ **

1

* nununu r  . Тогда  ]}[~],...,1[~],[],...,0[{~ ** Nxnxnxxx  . 

В силу условий, налагаемых на )(f  справедливо:  
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                                                        Nnk ,...,2 . 

Здесь операция умножения по 2   mod  заменена обычной операцией умножения. В силу 

условий, налагаемых на )(  справедливо  
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Правую часть соотношения (17) можно переписать в следующем виде: 
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Здесь операция умножения по 2   mod  заменена обычной операцией умножения. 

Введем следующую сопряженную систему: 
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где, вектор 
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Ясно, что  второе равенство формулы (19) можно записать в виде: 
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Тогда формулы  (18) можно записать в следующим виде: 
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Из формулы (21)  видно, что формулы  (20) можно записать в виде: 
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***

1

******















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


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Ясно, что 





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












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
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,
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][])[(
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1

0

1

0

0

0
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                       






























][

])[(
,1

][

])[(
,...,
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])[(
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11 Nx

Nx
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. 

Поэтому 

                                   






























][
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1   

][
1

Np

Np

Np
Np

m


. 

Поскольку 

T

Nx

Nx
Np 














][

])[(
][  получим, что 

T

Nx

Nx
Np 














][

])[(
][

*

. 
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Запишем  выражения 
][

])[],[(
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nunxf




в открытым виде: 
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Ясно, что 

                                             . 0
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Поэтому 
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При 0,1,...,2,1  NNn находим выражения ][np : 
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Отсюда получим, что 
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или 
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Продолжая, таким образом, для 0,...,3,2  NNk  получим,  что: 
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или получим, что 
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Из вышеизложенного видно, что для любых 0,...,1,  NNk есть 
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По соотношению (21) можно получить следующее: 
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Таким образом,  доказана следующая теорема: 
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Теорема 2. Пусть булевая функция )(xf  линейная, а псевдобулевые функции  

])[( Nx  и )(
0
f сеперабельные; ]}1[],...,0[{ ***  Nuuu  - оптимальная входная после-

довательность задачи (3),(11), а ]}[],...,0[{ *** Nxxx   соответствующая ей пос-

ледовательность состояния; ]}1[],...,[{ *** pNpp   - оптимальное решение следующего 

сопряженного уравнения  

0,1 ,...,1,
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])[],[(
]1[
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Тогда для всех 1,...,0  Nn  справедливо соотношение  

0][
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])[],[],1[( *
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



nu
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nunxnpH
 , 
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


m

k

kk nunxfnpnunxfnunxnpH
1

***

0

** ])[],[(]1[])[],[(])[],[],1[( . 

4. Заключение.  В работе, получены необходимые условия оптимальности управления, 

которые являются двухзначным аналогом принципа Понтрягина. Эти необходимые условия 

оптимальности могут быть обобщены и для других классов МДC.  
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XÜLASƏ 

ĠKĠLĠK XƏTTĠ MODULYAR DĠNAMĠK SĠSTEMLƏRĠN BƏZĠ OPTĠMAL ĠDARƏETMƏ 

MƏSƏLƏLƏRĠNDƏ ĠDARƏETMƏNĠN ZƏRURĠ OPTĠMALLIQ ġƏRTLƏRĠ 

Feyziyev F.G., Həsənli N.İ. 

 

Açar sözlər: ikilik xətti modulyar dinamik sistemlər, terminal optimal idarəetmə, Bolsa məsələsi, bul 

və psevdobul funksiyalar, idarəetmənin zəruri optimallıq şərtləri. 

Bir sinif ikilik xətti modulyar dinamik sistemlər üçün terminal optimal idarə-etmə məsələsinə baxılır. 

Bul və psevdobul funksiyalarının törəmə və diferensialı anlayışlarından, diskret Hamilton funksiyasindan və 

qoşma sistemdən istifadə etməklə optimal idarəetmə məsələsində idarəetmənin zəruri optimallıq şərtləri ta-

pılır. Sonra bir sinif ikilik xətti modulyar dinamik sistemlər üçün Bolsa məsələsinə baxılır. Xüsusi 

işarələmədən istifadə etməklə Bolsa məsələsi terminal optimal idarəetmə məsələsinə gətirilir və beləliklə, 

Bolsa məsələsində idarəetmənin zəruri optimallıq şərtləri tapılır. 

 

SUMMARY 

A NECESSARY CONDĠTĠONS FOR OPTĠMALĠTY CONTROLS ĠN SOME PROBLEMS OF 

OPTĠMAL CONTROL PROBLEMS FOR BĠNARY LĠNEAR MODULAR DYNAMĠC SYSTEMS 

Feyziyev F.G., Hasanli N.I. 

 

Key words: binary linear modular dynamic system, terminal optimal control; the Bolza problem, 

boolean and psevdoboolean functions, necessary conditions for the optimality of control 

The problem of terminal optimal control for one class of binary linear modular dynamical systems are 

considered. Using the concept of the derivative and differential of boolean and psevdoboolean functions, the 

discrete Hamilton function and the adjoint system, a necessary conditions for the optimality of control is 

find. Next, the Bolza problem for one class of binary linear modular dynamical systems are considered. 

Using the spesial notation, the Bolza problem is reduced to the problem of terminal control and in this way, 

the necessary conditions for the optimality for Bolza problem is find. 
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