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Giris

Elm vo texnikanin miasir inkisaf soviyyaSino uygun olaraq riya-
ziyyatin o, climlodon cobr vo analizin baslangicinin moktobds Gyro-
nilmasinin metodik sisteminin qarsiligli alagadar problemlarinin hal-
lindo imumilosdirmo adlanan tofokkir omaliyyat: xiisusi yer tutur. In-
formasiya comiyyotinin miiasir inkisaf morhalosinds onun qarsisina
goyulan osas vazifalordan biri moktob tolimin XXI asrin elmi-texniki
naliyyatlorina uygunlasdirmaqdan ibarotdir. Bu masaloni muvaffoqiy-
yatlo hall etmayin asas bir yolu da riyazi fonlorin todrisi prosesinds
sagirdlorin Umumilasdirmo, xususilogdirma, Gmumiyyatlo elmi-montiqi
gabilliyyatlorini didaktik prinsiplars asaslanaraq inkisaf etdirmokdir.

X-XI siniflarin cabr vo analizin baslangici kursu biitovliikkdo mok-
tob riyaziyyatinin izvii hissasi olub onun ayri-ayrt movzularinin slage-
londirilmasi Vo asaslandirimasinda miihiim yer tutur. Odur ki, onun
qurulmasina verilon asas talob bir tarafdon I-1X siniflords riyaziyyatin
Oyranilmosi zamani hayata kegirilon ideyalarin davami vo inkisaf etdi-
rilmasi, digar torofdon iso orta siniflords planimetriyanin, yuxart sini-
florda iso stereometriyanin noazori-praktik masalalarinin hallinds ana-
litik-sintetik hesablamalarin totbiglorini gostarmakdon ibarst vahid
ideya osasinda mozmunu va dorketmo metodunu mioyyanlosdirmokdir.
Moktob cabr va analizin baslangici kursunun asas movzularinin oyra-
nilmasi metodikasina hasr edilmis bu vasait dord fasildan ibaratdir.

| fasildo cabr vo analizin baslangict kursunun moktabds dyronil-
masinin magsadi, onun mazmununun asas Xatlarinin dyranilmasi xisu-
siyyatlori, toplama diisturlarinin, qiivvat vo istlii funksiyalarin, infor-
matikada komiyyst anlayiginin genislondirilmasinin, Fermanin kigik
teoreminin, eynicevirmalorin, funksiyalar arasinda mosafanin, Bezu
teoreminin, Kompleks oadadlorin, an sads siralarin, adadlorin toplanan-
larin ayrilmasinin, triqonometrik baraborsizliklorin vo tonliklorin, iki
ekvivalent borabarsizliyin, limit vo kasilmazliyin, téromo, integral va
onlarin totbiglorinin, on sado diferensial, funksional vo farglor tonlik-
larinin dyronilmasinin metodik xisusiyyatlori, bunlarla slagadar sagird-
larin imumilagdirmo gabiliyyatinin inkisaf sarh olunur.

Il fasildo cobr vo analizin baslangicinin yekun tokrari iigtin 500-2
yaxin masala, misal toklif olunur, 11l fasildo onlarin miifassal tahlili
verilir, 1V fasilds iso riyazi analiz elementlorinin moaktobds 8yranil-
moasinin metodik problemlarina musllimlorin diggsti calb edilir. Vasaita
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0 godor do standart olmayan, sagirdlorin Umumilogdirma vo xusu-
Silogdirmo qabilliyyatlorinin inkisafina kémok edan cabr va analizin
baslangicina aid olan mosalo vo misallar daxil edilmisdir. Hollori ilo
verilon belo moasalo vo misallardan ali maktablora gobul imtahanlarina
hazirlasanlar istifads eds bilorlor. Bunu 6ziini yoxlamada, habels unu-
dulanlar1 barpa etmokds mihium vasito hesab edirik. Lakin oxucular
0ziinli sinamaq moagsadilo tagdim olunan masals vo misallarin miistaqil
hallino cohd gdstormali, yalniz bundan sonra hall vo cavablara miraciot
etmok yaxst olar.

Belolikla, ganclor cobr va analizin baslangicindan mosalo vo misal-
lart burada gostorilonlordon forgli, 0zlorina moxsus, bazon do daha
somarali Gsullarla hall eds bilorlor. Bu vosaitlo yanasi, onun sonunda
gOstorilmis odobiyyatda da istifado etmoklo cabr vo analizin baslangi-
cindan masalo Vo misallarin hallinds mioyyan vordis, habelo bacariga
nail olmag mimkanddar.

Mozunlar bu vasaitdan istifade etmoklo buraxilis, homginin test
usulu ilo orta ixtisas va ali moktoblora gobul imtahanlarina hazirliq pro-
sesinda cobr va analizin baglangicin1 yenidon 6yrono, habels bu barads
0zunu yoxlaya bilorlar. Son illards bazi xarici 6lkslarin ali moktablo-
rindo gobul imtahani zamani cobr vo analizin baglangicindan toklif
edilmis bir sira masala vo misallar da bu vesaito daxil edilmisdir. Calig-
malar orta moktabin cobr va analizin baslangici kursunun programinini
demak olar ki, ohato edir. Habelo 6lkomizdo Umumi tohsil sisteminda
aparilan islahatlarin taloblorinin yerina yetirilmasi, yeni fonn kuriku-
lumlarimin hoyata kegirilmasi, xiisusi halda cobr vo analizin baglangict
foninin  dyranilmosinin metodik sisteminin tokmillogdirilmasi Ugiin
faydalidir. Kitabdaki nozari vo praktik materiali stiurlu moanimsadiyiniz
Vo togdim etdiyimiz masalolori mistaqgil hall eds bildiyiniz halda har
hans1 goraitdo cobr vo analizin baslangici ilo olagadar masalalor va
misallar hallindo mivaffogiyyst gazanacagimiza ovvolcodon tominat
vermak olar.

Tolim prosesinds mumilosdirmo vo xususilosdirmo sagirdloarin ri-
yazi gabiliyystinin yukssldilmasinds sistemlosdirici montigi amaliy-
yatdir, habels tadris metodudur. Vasaitds verilon nazari va masalo ma-
teriali homin idrak smaliyyatindan diizgiin istifade etmok vo bununla da
cobr vo analizin baslangicini daha darindon dyronmok (¢lin oldugca
faydalidir. Sagirdlorin yaradic1 faaliyyatinin inkisafinda masalalarin
mUhiim rolu vardir. Bu fikir mévcud metodik adabiyyatda vo moga-
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lalords kifayat gadar genis tohlil olunur vo muslllimin sagirdlorlo mass-
lonin gorti Uizarinds (sartin qisa yaziligi, bununla slagadar sokillardan va
ya sxemlardon istifado) necos islomasina dair tovsiyyalar verilir. Lakin
yens do sagirdlorin tagdim olunan masoaloni, konardan azaciq gostarislo,
mistaqil hoalli bacariglarin1 tomin etmak Uzarinds diisiinmoays ehtiyac
vardir. Oz faydali qeydlori vo tokliflorilo vosaitin daha da tokmillos-
dirilmasina kdmak edacok, xeyirxah oxuculara gabagcadan minnatdar-
ligimiz1 bildiririk.



“Hayat iki seyla zinatlanir: Riyaziyyat va onun
tadrisi ilo masgul olmaqla”
S.D.Puasson

| FOSIL.

X-XI siniflarda cabr va analizin baslangici
1.1a. Riyaziyyat va onun tadrisi metodikasina dair.

Insan faaliyyatinin (hiiqugsiinaslq, iqtisadiyyat, geologiya, dilgilik,
tibb, tobistsiinasliq va s.) daqiq ifade olunmayan va dlizgin tafokkirsiiz
kecinmak miimkiin olan sahosi yoxdur. Duzgun, dogiq fikirlosmayi iso
yalmiz zehni ¢otinlikloro Gstin  goalmakls, masalalor hall etmoakls,
mixatlif név hokmloarin isbatin1 diisiinmokla, Umumilasdirici miicarrad-
lagmoalar aparmagla 6yranmak mumkindar.

Aglin, idrakin bu xiisusiyyati ixtiyari yaradiciliqda lazimdir. Gor-
komli ingilis filosofu va tobistsiinas1 Radjev Bekonun holo 1267-ci ilda
deyib ki, “Riyaziyyati bilmayan digar elmlorin heg birisini bilmoz, hot-
ta 6zundn biliksizliyini do miiayyon edos bilmoz”. Bas riyaziyyat baso-
riyyatoa na ligiin lazimdir? Bu suala cavab vermok Uglin ¢ox vaxt Qali-
leyin “Tabiot kitab1 riyazi dilds yazilmisdir” sozlori sitat gatirilir va ya-
qin ki, riyaziyyatin basoriyyat qarsisindaki xidmati do bundan ibaratdir.

Riyazi tolim soXsiyyats no vers bilar?

Riyaziyyatin ayri-ayr1 soxslor Uciin ohamiyyati hagqinda 1956-c1
ildo Cenevrodo YUNESKO-nun himayssi altinda kegirilon XIX
Beynolxalq Konfransin xalq maarif nazirlorina tovsiyalorinds oldugca
6namli s@zlor deyilmisdir: “Riyaziyyat vo ona xas olan tofokkiir torzina
miiasir adamin, o, dagiq elmlor vo ya texnika sahosinds foaliyyatlo
mosgul deyilsa bels, tUmumi madaniyyatinin mihum elementi kimi bax-
maq lazimdir; riyazi-tolim sagirdlori riyaziyyatin elm vo falsafi kon-
sepsiyalarda rolunu basa diismoya yOnoltmolidir”. Badan torbiyssi fiziki
saglamliga xidmot etdiyi kimi, riyaziyyat da soxsiyyatin zehni
imkanlarimi inkisaf etdirir. Riyaziyyat isbatlara osaslanir, odur ki,
soxsiyyat onun kdmayi ilo seylorin mahiyyatini anlayir vo mistaqil
diistinma gabiliyyatine malik olur.

Moktobdos riyaziyyatin tadrisinin mahiyystine vo magsadine muix-
talif ardicilligda olmagqla asagidakilar daxil ola bilar:

1. Tohsili davam etdirmays hazirlq;

2. Galacok pesays hazirliq;

6



3. Zehni inkisaf;

4. Diinyagoriisiin formalasdirilmasi;

5.0traf aloma baladlik;

6. Tadqgiqatciliga maraq oyatmagq;

7. Diinya (kainat) ganunlarini baga diigmok

Ayri-ayr1 adamlar bu fikirlori mixtslif ardicilligda diizo bilor, ha-
zirda birinci yerds daha ¢ox zehni inkisaf durur, xarici 6lkalorin ¢o-
xunda iss golocak pesoya hazirliga iistiinliik verilir, yoani pesolora hazir-
lanma birinci yera qoyulur.

Bu problemlarin miizakirasine ke¢mozdon avval riyaziyyatin 6z
haqqinda miihakimo aparag. Kegon asrin bdyiik riyaziyyatgilarindan biri
Izrail Moisevi¢ Qelfonal (1913-2009) 15 yasinda analizo aid adi bir
darsliklo tanis olana godor belo hesab etmisdir ki, iki miixtalif riyaziyyat
vardir; cabr va handasa. O, yeni tanis oldugu kitabda Makloren diisturunu
(bu diisturda funksiya sira goklindo gdstorilir) géronds anlayir ki, bu
elmlor arasinda elo do ciddi forq yoxdur. O yazir: “Riyaziyyat monim
garsimda vahid sokildo gérundi. Homin vaxtdan etibaron mon basa
diisdiim ki, riyaziyyatin mixtolif bolmoalori riyazi fizika ilo birlikds tam
vahidlik amalo gotirir”. N. Burbakinin “Riyaziyyatin elementlori” adli
silsilo asarlorinda do vahid riyaziyyatdan sohbat gedir.

Vahid riyaziyyat noyi 0yranir vo na ilo moasgul olur?

Riyaziyyat- texnikanin, iqtisadiyyatin v tobistsiinashgin dilidir; bu-
nun U¢lin har bir dil kimi onun 6z qurulusu, “s6z ehtiyat’” va “gram-
matikas1” vardir. Lakin onun habels 6ziiniin “estetikas1”, gozalliyi var vo
cox vaxt riyaziyyat tatbiq edilmokls slagodar olmayan masoalalari hall edir.

Owvallor hami praktikanin magsedouygunlugunu izah etmays ¢ali-
sirdi. Hondaso dorsliklori belo sozlorlo baslayirdi: “Handas yunan
dilindan torcimoads “yer 6lgma” demokdir. O, Nilin deltasinda torpaq
sahalarinin 6lgmak zarurstindsn yaranmisdir” va s. Hazirk: darsliklords
do bu sozlors tasadif olunur. Masalon, “Handass - 77 darsliyinds oxu-
yurug: “Hondaso elmi gadim Misirds torpag sahslorini 6lgmok zaru-
ratindon meydana galmisdir” (soh 3, Baki-2003).

Lakin Afina akademiyasimin yaradicist Platonun miisllimi olan
Sokratin Hippokratla riyaziyyatin mahiyyati, todgigat predmeti, anla-
yislarinin neca yaranmasi va s. haqqinda dialoqundan aydimn goriiniir ki,
bu elmin asas xususiyyatlori halo Qadim Yunanistanda dork olunmus va
qurulmasi istiqgamatlori gostorilmisdir. Hotta riyaziyyatin oyranilmasi
metodunun osast da adigokilon dialogda qoyulmusdur. Sokrat 6zii
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haqqinda tolimin an yiksak metodlarindan biri olan evristik miisahiba
metodunu kasf etmis moharatli misllim xatirasinin yaratmisdir. F.En-
gelsin mogur materialist adlanan tarifino qars1 qoyulan B.Rasslin (1872-
1970) idealist adlanan “Riyaziyyat — no haqqinda danisdigimizi, no
haqqinda danisirigsa, onun dogrulugunu he¢ zaman bilmadiyimiz elm-
dir” terifinds do riyaziyyatin mahiyyatinins yaxinlasma vardir.

Goriindiiyt kimi, riyaziyyat yarandigi giindon dorhal ikilik mey-
dana golmisdir: elmimizin inkisafin1 praktik vo estetik sabablor stimul-
lagdirir (hoves yaradir).

XIX osrdo iki gorkemli alim — Furye vo Yakobi arasinda riya-
ziyyatda hom do tobiotsiinasligda digqoti ¢okon iz qoymus miibahisa
olmusdur. Furye belo hesab edirdi ki, riyaziyyat — tobistin tosvir
edilmasino xidmat etmolidir, Yakobi iso ona etiraz edarok deyirdi ki,
riyaziyyat — gorkomli, taninmis insan aglina xidmot edir. Riyaziyyat-
cilarin bozilari Furyenin, digarlari isa Yakobinin fikrini midafis edir.
Hor iki noqteyi-nazards hoqigst vardir: Riyaziyyatin yaranmasi vo in-
kisaf etmosinds praktikanin vo onun daxili tolobatlarinin rolu olmusdur.

Demoali, riyaziyyat nayi iso izah edir, 6z-6zllyilinds gozaldir va in-
san darrakasini glclondirorak onu sohratlondirir. Furyenin fikrinco,
riyaziyyatin nozariyyassi Vo metodlar1 texnikaya, iqtisadiyyata, tobiot-
stinasliga totbiq olunur.

Masalon, ingaatda vo konstruktlagdirmada statistik hadisalori izah etmok
Ucln riyaziyyat bir va ya ¢oxdoayisonli Xatti va Xatti olmayan tonliklori hall
edir. Tayyaronin vs ya raketin ugmasi tipde dinamik hadisalari tosvir etmok
uctin diferensial tonliklari hall etmok lazim golir. Diinyanin qurulusunu basa
dismok Ugln basariyystin on ylksok zehni nailiyysti olan riyazi analiz
yaradilmigdir. Moktabds do bu haqda danismaq lazimdir. Tanliklor halli ilo
alagedar adadlor hagqinda sagirdlora molumat verilmalidir. ©dadlori natural,
tam, rasional, hogiqi, kompleks va onlar Gzorinds oamollari sagirdlor lazimi
soviyyada Oyronmalidirlor. Muxtolif proseslori dyronmok Ugtin funksiya,
limit, kasilmazlik, diferensial va inteqral hesab ilo tanig olmaq lazimdir. Bii-
tln totbiglords - zamani, uzunlugu, sahoni, hocmi, surati 6lgmok, onlar izo-
rindo amaliyyat aparmaq lazim golir.

Umumiyyatla, coxluq adad, funksiya, kemiyyat, fiqur, tonlik, bora-
barsizlik, onlarin sistemlari, limit, diferensial va inteqral hesabinin ele-
mentlori — riyaziyyatin osas anlayislari kimi hayatin biitiin sahslorinds
totbig olunur. Odur ki, bu tolimds do nozars alinmalidir. Riyaziyyatin



strukturlar vo onlarin modellori asasinda timumilssdirilmis miicarrad-
liklori 6yrondiyi dork olunmalidir.

Yuxarida iqtibas gotirdiyimiz Cenevra gotnamasinin birinci
cumlasi beladir: “Riyazi tohsil milliyatindon, cinsindan, vaziyyatindon
Vo foaliyyatindon asili olmayaraq hor bir insanin soadatidir”.

Bu tezis comiyyat, dovlst vo saxsiyyat saviyyssinds dork edilorok
hoyata kecirilmalidir. Hor bir soxs basa diismolidir ki, riyazi telim
xosboxtlikdir. insan ondan tam istifade etmoys bilor, lakin bu hagigaton
soadot oldugundan hor bir soxsin bunu basa diismasine kdmok etmok
lazimdir. Bunu valideynlar, musllimlor vo dévlst 6z etmalidir. Homin
gatnamodo deyilir: “Riyaziyyat misllimi — muasir comiyyatds ona elmi
tohsil va tarbiys etmok vazifasi hliqugunu veran hérmot vo mévgeyindasn
istifado etmolidir’. Umumiyyatlo, ibtidai tolimds iki acar fonn olmahdir:
bir torofdon ana dili vo odobiyyati, digar torafdon iso tobistsiinasligin,
texnikanin vo igtisadiyyatin dili olan riyaziyyat vo ona aid olan isbat
etmok prinsipi isa seylorin mahiyyatini anlamaga komok edir.

Lakin he¢ do hamiso tolimds riyaziyyatin shomiyyoti basa diisiil-
mur. Bertrana Rasselin (1872-1970) 6z dévri Gcgin aktual olan bu
fikrino digget edok: “Biz zehnin vo miistaqil fikrin inkisafinda tohsilin
baslica mane oldugu hazirk: vaxtda paradoksal vaziyystlo qarsilasiriq...
Deyilir ki, tohsil — bilik vermok vo mistaqil diisinmok gabilliyatini
inkisaf etdirmokdon ibarat iki vozifoni yerino yetirmolidir. Biliyin le-
hina nozariyys vo praktika gabul edilir, intellektin lehins iss yalniz nos-
zariyya gobul olunur. Clnki mistaqil diisiinon insanlar arzu edilan tasir
altina asanliqla diismiirlor vo inzibati ¢atinliklorin manbayi olurlar”.
Bosoriyyat iso basa diisiir ki, riyazi tohsil seadstdir. Odur ki, kongres-
lorin, beynolxalg elmi morkazlorin, miikafatlarin va s. togkilino vosait
ayirmaq lazimdir ki, boagariyystin mali olan, biitiin elmlarin inkisafina
sobob riyazi talim seadstinden hami bohralons bilsin.

Son illards ¢ox sey dayismisdir. Hazirda 6lkemizds vo diinyada asrin
son dordda birindoaki kokli dayisikliklori nazara almamag mimkiin deyil.

Bu doyisikliklor nadon ibaratdir? Bunlardan (¢t xisusilo diggati
calb edir: dovlot qurulusu, gonclorin mentalliginin doyismasi va infor-
masiya axininin son doracs guclonmasi.

Yeni qurulusda iglo tominetmoys, mozunlarin toyinati masalasing,
peso mosgullugunun planlasdirilmasina daha diggoetlo yanasmaq lazim
golir. Bununla olagodar olaraq soxsiyyoto muxtalif bilik saholorinds
yaradici foaliyyoto daxil olmaq imkani yaratmaq {iglin riyazi tolimdo
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baslicani, daha miihiim olanlar1 ayirmaq osas vozifo kimi qarsida du-
rmalidir. Toalimds illordon bori smagdan kegmis vo milvaffogiyyot
qazanmis didaktik prinsiplors riayat etmok lazimdir.

Son illlar moktoblilorin miiayyan hissasi fordi hazirliga tstiinlik
verarok moktab maggalalorinds gisman va ya tamamils istirak etmirlar.
Bu da moktobdo nizam intizamin va sinif soraitinds kollektiv tolimin
pozulmasina sabab olur. Bununla slagedar olaraq ilk névbads sagird-
lorin mustoqil foaliyyatlorini gliclondirmok mogsadilo muvafiq todbirlor
gormoak, talimda moktabin rolunu guclondirmok faydali olardi.

Pedaqoji universitetlordo vo institutlarda riyaziyyat misllimlori vo
Umumiyyatls, riyaziyyat lizro kadrlarin talob olunan saviyyads hazir-
liglarini tomin etmok moagsadilo kafedralarda misyyoan doyisiklik et-
moyi lazim bilirik. Hazirda moktab riyaziyyat kursu ali riyaziyyatin
elementlori hesabina xeyli genislonarak zonginlogmisdir. Galacokds ga-
baqcil 6lkalordo oldugu kimi, bizim moktoblordo do tohsilin 12 illik
olmasi, moktab riyaziyyat kursuna ali riyaziyyatdan basqa diger mate-
rialin da daxil olmasi1 gézlanilir. Odur ki, galacokds pedaqoji univer-
sitetlorda va institutlarda Cabr va onun todrisi metodikasi, Hondasa va
onun tadrisi metodikasi, Informatika va onun todrisi metodikast va s.
adli kafedralarin yaradilmasi vo riyazi kadrlarin bu istigamatlor Gzro
hazirlanmasi magsadouygun olardi.

Butiin elmlor — riyazi, tobiotsiinasliq vo humanitar olmagla (g
grupa bolunir. Demali, riyaziyyat elmlar sirasinda xiisusi yer tutur, onu
no humanitar, na do tobiat elmlorins aid etmok olmaz.

Gorkomli alman alimi Qaus (1777-1855) demisdir: “Riyaziyyat —
elmlarin sahidir”. Lakin indi basa diistiriik ki, o, alomdo daha foxri yer
tutur. O, bitiin elmlara xidmat edir. Belo do demok olar: riyaziyyat bitiin
elmlorin xidmotgisidir. Bundan olavs, riyaziyyat — o xidmotgidir ki, onsuz
elm ola bilmoz, ¢unki bu vo ya diger fonnin elmilik saviyyasi ona tatbiq
edilon riyazi miihakimanin, bu fonn tgtin deduktiv naticalorin darinliyi vo
mozmunlugunun hacmi ilo olgUlir.

Tolimin ilk moarholasindon baslayaraq tomiz riyaziyyatin mahiyyatini
onu Gyrananlars tadrican anlatmaq lazimdir. Bu, onlarin hamin fanns olan
maragini daha da artirar. Sagirdlords riyaziyyatin strukturlar vo onlarin
modellori osasinda {imumilagdirici miicarrad alomi 6yrandiyini vo digar
elmlorin inkisafinda miihiim yer tutdugunu dark etmok imkani olmahdir. Bu,
hom do riyaziyyatin mahiyyatini basa diismok osasinda sagirdlordo Umumi-
losdirici tofakkdiriin inkisaf etdirilmasi Gctin zoruridir.

10



1.1b. Bu kursun maktabda dyranilmasinin mogsadi cobrin 9 illik
moktobds baglanmig mazmunlu Xottini tamamlamaq va sagirdlori riyazi
analizin, funksiyanin aragdirilmasi vo hondssi, fiziki, diger praktik
masalalorin holli aparati kimi elementlari ilo tanis etmokdir. Talimin
orta moktobds tamamlanmas: ilo slagadar olaraq mogsadouygun tok-
rarlar asasinda sagirdlorin 9-illik moktabda cabr kursunun yranilmasi
zamani aldiglar1 biliklari Umumilagdirmok, bacariq ve Vardislorini
mohkamlandirmak magsadini yerina yetirmak nozords tutulur. Kursun
Oyronilmosi gedisinda sagirdlor oadoad haqqinda molumatlarini genis-
londirmali, quvvat, Gstli, logarifmik vo trigonometrik funksiyalarin
daxil edilmasils dyronilmis funskiyalar sinfini geniglondirmali, asas ele-
mentar funksiyalar haqqinda alinmig moalumatlari sistemlogdirmali vo
tamamlamalidirlar. Cabr vo analizin baslangic1 kursunda osas elementar
funksiyalar habelo analiz aparatini totbiq etmoklo sistematik dyranma
obyekti olmalidir. Bu moktob riyaziyyati kursunun praktik tatbigi im-
kanlarin1 osasli suratdo glclondirmalidir. Funksional Xottin inkisafi
differensial hesab1 elementlarinin dyronilmasilo yekunlasir:

Sagirdlor, Ustlu, logarifmik vo trigonometrik ifadslorin eyni gevril-
mosini va bunlarin masala halling tatbiglarini monimsamalidirlor. Osas
eyniliklorin muxtalif név masalalor halli zamani (tanliklor, borabar-
sizliklor vo onlarin sisteminin holli, tdromonin tapilmasi, triqgonomet-
riyanin tatbigilo handoso masalalarin holli) inamla tatbigi soviyyado
monimsanilmasine nail olmaq lazimdir. Elementar funksiyalari aras-
dirmaq vo an sado handassi, fiziki va digar praktik mosalalori hall etmok
imkan1 hacmindo riyazi analizin asas anlayislari, naticalari vo metodlar
ilo tanis olmag, mirokkab olmayan transendent tonliklor, barabarsiz-
liklor vo onlarmn sistemini hall etmayi vo moktobdo dyranilon funksi-
yalardan istifado etmoklo onlar1 tortib etmoyi Oyronmok sagirdlorin
ovvallar aldiglart uygun biliklorin genislondirilmasi va sistemlosdiril-
masi magsadila do shamiyyatlidir.

Umumiyyatla, cobr vo analizin baslangici kursunun dyronilmasi ilo
olagodar sagirdlorin  Umumilogdirmo, xususilosdirmo, bacariglarinin
inkisafi vo 9 — illik moktobds aldiglar1 biliklorin genislondirilmasi vo
sistemlogdirilmasi, lazimi bacariq vo Vvardislorin méhkomlondirilmasi
iclin genig imkanlar vardir.

Cobr vo analizin baslangicinda ardicil olaraq ilk paragraflarda
triqgonometriya anlayiglariin timumilssdirilmasi igi basa catir. Triqo-
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nometrik funksiyalar ilo tanishiq sagirdlorin funksiyalar sisteminin qu-
rulusu hagqinda olan tasavvirlorini dorinlagdirir vo geniglondirir.

Riyazi analizin baglangici, kursun asas hissasini togkil edir. Limit,
téroma, integral va onlarin totbiglori, kompleks adadlor, kombinatorika
elementlori, Bezu teoremi, riyazi induksiya metodu vo s. Umumilos-
dirmo aparmaq baximindan maraqlidir. ©sas moktobds limit hagqinda
molumat olmadigindan burada miistovi fiqurlarin sahasi anlayis1 verilir,
ona gora do, “inteqral” moévzusu Gyranilorkan istanilon mustavi fiqurun
sahasi anlayisini doagiqlosdirmak tebiidir. Bu kursda fonndaxili vo
fonlorarast olagonin yerino yetirilmosi imkanlarinin genisliyi mixtolif
umumilagdirmalor aparmag Gglin shamiyyatlidir.

1.2. Toplama diisturlar1 (IX-XI). Ayri-ayr teorem Vo ya dls-
turlarin Gyranilmasi zamani, onlari daha timumi sokilo gatirmok (zo-
rinds sagirdlori diistindiirmok faydalidir. Bu magsadls hazirki programa
goro IX sinifdo 6yronilon iki arqument tgiin toplama disturlarinin
Umumilasdirilmasi lzarinds dayanaq. ©vvalca iki arqument Uglin top-
lama teoremlorinin mixtalif isbatlarma diqqgot edok. Bu teoremlorin
imumi isbatin1 vermoak (glin ya koordinatlar metodundan, yaxud da
proyeksiyalar nozariyyasindan istifads edilir. [14] — do toplama teorem-
lori koordinat metodu ils isbat edilir. Bundan sonra iss teoremin tmu-
miliyi osaslandirilir. Trigonometriyadan bir ¢ox dorslikdo toplama
teoremlorin avvalco iti bucaglar Gglin nisbaton sado ¢ixarilist toklif
edilir. Sonra olavoe miihakimo aparmagla alinmis diisturun imumiliyi
gostorilir. Bu isbatda ticbucaqglarin oxsarligi avazinds diizbucaql tig-
bucagin toraflori il bucaqlari arasindaki asililiqdan istifads etmakls, bir
godar doyisiklik aparmaq olar. Toplama teoremlorin Gmumiliyini oasas-
landirmaga aid bir ¢ox kitablarda aparilan miihakimoaloar yorucu va
cotindir. [23] —do iki bucaq forginin kosinusu teoremini ishat etmok

{iciin sorhi sadologdirmok mogsadi ilo bucaglar ( & vo [5) Uzorine
asagidaki sortlor qoyulur: 1) bucaqglarin har bir misbst vo miitlag
giymati 2 ©- don kigikdir; 2) a>p; sonra iki bucaq forginin kosinusu
disturunun dmumiliyi ilo olagadar deyilir ki, izahati sadslogdirmok
ticlin 0, B bucaglarmin {izarina qoyulmus mohdudlasdirmani yada sal-
maq lazimdir. Bundan sonra diisturun timumiliyi esaslandirilir: o, [
bucaglarinin miisbat olmasi tolobi aslindo lazim deyil. Ciinki, bu
bucagqlarin har birinin Uzarino 2z- nin misillorini olave etsok iki bucaq
forginin kosinusu dusturuna he¢ bir xalal golmaz. Eloca da, homin
bucaglarin har birindon 2z-nin misillorini ¢ixmaq miimkindur. Odur Ki,
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0<0<2m, 0<B<27 hesab etmok olar. o=>f sorti do olmaya bilor. Dogrudan
da, a>p iso onda P<a. Odur ki, cose funksiyasini nozars alsag, cos(a-
B)=cos(B-a) yazariq. Demoli cos(a-p)=cosacosP+sinasinf diisturu
ixtiyari a, B bucaqlari {igiin dogrudur.

Sagirdlardo Umumilagdirma gabiliyystinin inkigafi ligin onlar1 bu
teoremin, habelo, iki bucag forqi cos-un ixtiyari o, B bucaqglar1 {igiin
dogrulugunun daha ciddi asagidak: isabti ilo do tanis etmak faydalidir.
Muvafiq cobri gevrilmalorin komoayi ilo gostarmak olar ki, trigonometrik
funksiyalara vektorlar vasitasils torif verdikde cosacosB+sinasinf ifadosi

- > - -5 -

a,b vektorlari vo onlarm comi ¢ =a+b vektorunun modulundan
o a b, a, b,
asthdir. Dogrudan da, cosezcos f+sinasin f=— -~ + - =
a b ja b
- 2 - 2 - 2
_(ax+bx)2+(ay+by)2—(ax2+ay2)—(bxz+by2)_ cf-1a] P
2ab 2ab
- 2 - 2 - 2
Demoli cosocos B +sinasin B = SN .
2alb

Goriindityt kimi alinmig bu barabarliyi isbat etmok i¢lin triqgonometrik
funksiyalarin torifindon, com va toplanan vektorlarin koordinatlar: ara-
sindaki asililigdan, vektorun modulu ilo onun koordinatlar1 arasindaki

minasibatdon istifado etdik. Bu boraborlik géstorir ki, a,b vek-

- - -

torlarinin vo onlarin cominin ¢ =a+b eyni zamanda dénmosi
naticasinda cosacosPt+sinasinf ifadesinin odadi giymoti doyismir. Be-

lolikla, homin ifadoni sadolosdirmokmogsadi ilo, a,b vektorlarmi eyni
zamanda — 8 bucagi gadar dondarmok olar. Onda
cos o cos B +sin asin B = cos(a — 8)cos 0° +sin(ar— B)sin 0° = cos(ar — B)(1).
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Vektorun modulunun onun koordinatlaridan asililiq diisturu vektorun
ixtiyari voziyyotindon dogru oldugundan izah etdiyimiz isbat Umumi

xarakterlidir. (1)-do o =0 gotiirsok COS(— Joj ) =C0S /8 aliriq. Bilavasito
e . . - . V4
ixtiyari bucagin sinusu vo kosinusunun tarifindon sin o = Cos[a—z)
almr.  Sin(—a)=—sina  borabarliyini  cobri olarag isbat etmok
. V4 . .
mumkinddr.  Yani, sm(— 0() = COoS| — E - a): —sSing; ki bucaq

farginin kosinusu dusturundan istifads etmokls iki arqument comi vo
forqinin qalan trigonometrik funksiyalar1 {iglin diisturlar cobri gevir-
moalorlo alinir. Bazi adabiyyatda iki arqument farginin kosinusu dus-
turunun ¢ixarilmasi hondsss kursunda baxilan iki vektorun skalyar
hasilinin tarifina va bu hagda teorems asaslanir. Buradaki xtisusi diqqat

vermok lazim golon osas mosolo vektorlar arasindaki bucaq 0° ilo
180° arasinda, o — [ bucagi iso ixtiyari oldugundan, se¢ilmis isbatda
muhakimanin Omumiliyinin gozlonilmasidir. Burada vektorlar ara-
sindaki bucagm o — 8, 27— (or— ) va ya bu giymotlordon dovriin
tam say1 qoadoar forglono bilmasi gostorilir. Bitiin hallarda vektorlar
arasindaki bucagin kosinusunun (0(— ﬂ) - 1 kosinusuna barabor

oldugu ssaslandirilir.

Toplama teoremlori ilo alagadar bu deyilonlari xatirladigdan sonra
iki argument cominin sinusu vo kosinusu diisturlarinin ixtiyari sayda
arqumentlor {igiin dogru olmasi masalasine X-XI sinif sagirdlarinin
diggotini calb etmak moslohatdir.

Ixtiyari @ vo S arqumentlori Gglin

cos(ar + 8) = cosxcos B —sin arsin 3 (C2)

sin(o + 8) = sinxcos S + cos arsin 3 (S2)

minasibatlori dogrudur. Homin dusturlardan istifado edarok (g
argument cominin kosinusu va sinusu diisturlarini yazaq.
sin(a+ B+ y)=sin[(a+ B)+ y|=sin arcos B cos y+cos arsin S cos y+ (Ss)
+C€0s ex cos S sin y—sin ersin Asin y
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cos(a + B+ )= cos|(a + )+ y] = cosarcos Bcos y —

—sinasin Asin y—sinacos fsin y —cosasin gsiny
(Cs)

Izahatimiz1 asanlagdirmaq mogsadi ilo iki vo U¢ arqument dgln
toplama teoremloarini belo yazaqg:

sin(or + B) = cosxcos B(tga +tgB) (S2)

cos(a + 8) = cos excos B(1—tgatg B)
sin(a+ B+ y)=cosacos Bcos ytga + tgB+tgy —tgetgptgy)  (Ss)
cos(a + B+ )= cosarcos Bcos y{L— (tgotg S +tgatgy +tgfgy)]  (Cs)

Bu ganunauygunlugun n arqument ti¢iin dogrulugunu va bununla
da toplama teoremlorinin imumilosdirilmis formasini riyazi induksiya
metodundan, yaxud trigonometrik sokilds verilmis kompleks adadlarin
hasili gaydasindan istifads ilo isbat etmok olar.

1.3. Quvvat va Ustli funksiyalar (VIII, XI). 0,001 addimh adi
antilogarifmalar cadvali mahiyyat etibari ilo g ="%10 ortag vuruglu
hondasi silsilonin giymatlor cadvalidir. Belo cadvaldaki N adadi 6ziniin
L logarifmi ilo N =gt (1) tenliyi ils olagedardir.

Bunun logarifmasi minds birin tam saylar ilo ifads olundugundan
(1) dlsturunda Ust tam adaddir. Belsliklo logarifmalarin nazariyyssi va
tocriibasi qiivvat anlayisinin zaruri olaraq kosr vo ya irrasional Ustlorlo
Umumiloagdirilmasi ilo alagadar deyil. Sagirdlora boyik kagiz varaginda
koordinatlar1 (L, N) olan min ndqta géstormok toklif edilorso onda onlar
N =10" funksiyasinin qrafikinin kesilmozliyini aydin goro bilorlor.
Bundan sonra L =1g N tors funksiyasinin grafikina va cadvalina bax-
magla loqarifimik hesablamanin biitiin texnikasini izah etmok olar. iso
belo yanasma logarifmik hesablamalar texnikasinin tarixon forma-
lagmasi gedising, Ustli va logarifmik funksiyalarin avvalki, daha dagiq,
riyazi gosterilmosina uygun ola bilordi. Tadrisin mahz bu ardicilligda

aparilmasini tokid etmirik, lakin Kkifayst godor “six” odadi vo handasi
silsilalorin miigayisasi Ustlu vo logarifmik funksiyalarin ayani olaraq

monimsonilmasinin osasidir. Darslikdo olave kimi y =2 funksi-
. .11 . .
yasinin, avval X-in tam, sonra iss 2 Vo s. addimla qiymotlaring

baxmaqla, grafiki todricon qurmag maslshatdir. Bununla kasr uUstli
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quvvatlo Ustli funksiya olagslondirilir. Zonnimizco qiivvatin  kasr
Ustinti y = x“ qlivvet funksiyasinin & kasr Ustil ilo slagalondirmak

mogsadauygun deyil. Bu funksiyanin nisboton gec 6yroanilmasinin,
sonra gostordiyimiz kimi, iistiinliiyii vardir. Ustlii funksiyaya baxmaq
iSo kasr Ustin toyini vo xassolorini baga diigmok U¢Un oyani asasdir.
Umumilasdirmado asasin deyil, iistiin doyismo oblast1 genislonir. Biitiin
is Ustiin doyismasi Vo asasin sabitliyi ilo (tarsins deyil) aparilir. Diizdiir,

y =cx" soklinds asililiga tocrilbads ¢ox tesadiif olunur. Lakin belo

asitliligin grafik Oyronilmoesinds logarifmik setkada baxilir, bura diiz
xatti grafikin meyli quvvatin Ustini toyin etmays imkan verir. Bu
priyomun totbiq edilmadiyi texnika sahasi yoxdur. Bu da onu gostorir
ki, Ustlu funksiya va logarifmi ixtiyari Gstll qivvat funksiyasina baxana
godor Gyranmok moslohotdir. Ixtiyari doracali koklorls ilk tanishq za-

man1 yalniz natural {istlii Y = X" funksiyasin1 vo onun torsini y = n/x

avvalcadon daxil etmok lazimdir. Ustiin artmasi vo azalmasi ideyasmin
muxtalif totbiglorino (radioaktiv par¢alamadan inkisafda olan tosor-
riifatin artma gostoricisinin qanunauygunluguna gadar) nisbaton daha
trivial miihakimo ilo basladiq. Hazirki proqrama géro murakkab faiz
haqda sagirdloro muoyyan malumat verilir, bozon do o yalniz mosslos
formada toqdim edilir. MUrokkob faizo aid masaloya nisbaton, moh-
sulun ilk artim1 ne¢s faiz oldugda on ilds iki dafs artar masslosine daha
cox fikir verilir. DUzdur burada handosi silsilo ilo 6tiismok olar. Lakin
handasi silsilonin sorhide Ustlii funksiya golir. Ust artimmin qrafik qa-

nunauygunlugu Yy =ca” funksiyasinin grafiki diizxotli oldugda yarim

logarifmik setkada oyronilir. Logarifmik vo yarimlogarifmik setkalarin
cox genis totbiglori vardir vo genis hiidudda doyison komiyyatlorin
doyismo gedisini oyani gostormokds osas vasitadir. Bu deyilonlor
hondssi silsilodon sonra vo ixtiyari Ustlii quvvet funksiyasina gador
ustll va logarifmik funksiyalarin daxil edilmasinin zaruriliyini gostarir.
Toklif etdiyimiz sorh variant1 gostarir ki, kasr ustlii quivvatls ovvalcadan
tanisliq tolob olunmur, kdklorls slagadar lazimi vardislar ise faydali ola
bilor.
m

a" = W (2) torifinin diizgiinliiyii hagqinda mosalonin aydin

izahin1 belo aparmaq olar. Ixtiyari kosr x ododini ixtisar olunmaz
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x = P Kosri sokildo yazmaq mimkindiir. Homin x adodi X =1 Kosri
n

ilo ifado olunursa, onda m=kp,n=Kkq. Isbat etsok ki, homiso

‘Ya'* =%/aP (3).Onda isbat edilmis olacaqdir ki, (2) torifinin totbigi
X odadinin  kosr sokildo yazilmasi idsulundan asili  deyil.

Yak =9/¥ (a" )k = W (3)-iin isbatidur.

Toklif edilon sorhlor sistemi, ixtiyari tistlii funksiyanin qiymatlorini

somorali hesablamagda a* =10"®* (4) disturundan istifadonin
mimkdanlayd Ggan, onlug logarifmin torifino tez kegmays imkan verir.

I
Bu dusturda y=a”* gétirmoklo Iogay:Igy (5) alirng. Mohz
ga
sonuncu iki dustur muxtolif osasli stlii loqarifmik funksiyalarla
islomokdo  “sagirdlorin  foal yaddasmmin” elementlori olmalidir.
log,”

a
09,

kecmok do, burada y=a*, aydm va qisadir. Darslikdo (4) diisturu
verilmazsa onda bir sira caligmalarin hollinds sagirdlor  ¢otinlik

cokardilor. Burada verdiyimiz izahatda belo nazards tuturug Ki, 2 -in
irrasionallig1 va irrasional odalorin toqribi adadi noticalorinin asagi va
yuxart sarhadlarinin giymatlondirilmasi ilo hesablanmasi sagirdlora
molumdur. Irrasional adadlarin heg bir “nazariyyasi”ni burada vermirik.

Notico olarag onu da geyd edok ki, mokteb riyaziyyatinin 6y-
ronilmasi prosesinds sagirdlor ayri-ayr1 anlayislarin imumilogdirilmasi
ilo dofolorla garsilagirlar. Anlayislarin nisboton dar monada basa diisiil-
moasinds dogru olan bozi hékmlor onlarin timumilasdirilmosi zamani
quwvvasini itirir va ya yenisi ilo avaz olunur. Bu cahats talimin mivafig
morhalalarinds fikir vermok lazimdir. Quvvet vo Ustli funksiyanin
todrisi ilo olagodar da belo imkanlar vardir. Odur ki, bu mévzu ilo ola-
godar ilk darsda sagirdlarin diggstini hamin cohoto ydnaltmok lazimdir.

Movzu ilo slagadar Umumilosdirma aparmaq moagsadi ilo moktob
darsliyins asagidakilari alave etmok olar.

1) Tam Ustli qlivvat (tokrar). Natural X iistlii halinda torifo goro a*
quvvati a-ya barabar vurugun hasilidir. Qiivvatin asasi ixtiyari odod ola
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bilor. Bir gador sonra sagirdlor sifir vo manfi tam Ustlo tanis olurlar.
Quvvat anlayisinin belo Umumilagdirilmesinds quvvatin asasi {izarinda

mohdudlagdirma goyulur. O, sifira berabar olmamahdir. 0°, 07,07
va s. ifadalorinin heg bir monasi yoxdur. @ # 0 iso, onda torifs asason

1
a’=1, Vne N {cin a™ =——. @ osasini sabit hesab etdikds
a

y =a” (6) qUvvati x iistiiniin funksiyasidir. @ # 0 iso onda bu butiin
X-lar Uguin toyin olunmusdur, basqa s6zls onun toyin oblasti tam adadlor

coxlugudur. Niimuno Ugln dord belo 1) y=2%, 2) y:(;J , 3)

3

doyison arqumentlor Gglin qiymatlor coadvalini, komputerdan istifados
etmoklos, tortib edib bunun ssasinda onlarin uygun grafiklorini niimayis
etdirmak mumkundar. Cadvallori vo grafiklori saga vo sola geyri-
mohdud davam etdirmak olar. Lakin aydin basa diigmok lazimdir ki, bu
vaxta godar oldugu kimi baxilan funksiyalar yalniz x arqumentinin tam

giymetlorinde toyin olunmusdur. X=05 vo ya X =-/2 =1,414

y = (4) , 4) y= (— g] funksiyalarm —4 < X<4 araliginda

oldugda 2”-in hansi giymotlor almasini sorusmagin monasi yoxdur.
Buna uygun olaraq burada baxilan funksiyalar tam arqumentli ndg-
tolordon ibaratdir. Bu ndéqtelori kasilmoz xotlo birlogdirmays cohd
etmayin manasi yoxdur.

Naticada qlvvetin @™ -a’™ =a™™ (A) dusturu ilo ifads olunan
xassasini xatirlayiriq. Hor hanst @ # 0 Uglin bu baraborlik ixtiyari tam
X; Vo X, Uglin dogrudur. Qiivvot anlayisini sifir vo monfi tam iist hali

Ugln Umumilasdirarken (A) xassasini rohbar tuturug. Mihakimanin
ardicillig bels olur:

1) A xassasi natural st tiglin dogrudur; 2) Qiivvat anlayisini sifir
vo monfi tam dstlor Gctn (A) xassesinin saxlanildigini forz edok.

a'-a’=a"" =a'-dan a®=a':al=1 alinq. ixtiyari natural n iigiin

X2

1 .
a"-a"=a""=a’=1 - don a™ = aling. 3) Beldliklo 2)
a

aragdirmasinin naticasine uygun olaraq a # Ooldugda a° = 1 ixtiyari
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1 A -
n dcin a™ = — toriflori gobul edildi. 4) “QUvvat” anlayisinin belo
a

genislonmis basa diisiilmosinda (A) xassasinin ddonildiyini yoxlayiriq:
a’ = alls a’ = :5 =a’=a"™". Bu addim da misal
uzerinds yoxlama ilo kifayotlonmirik. Biitiin qurmanin tam yekun-
lasmas1 G¢Un (A) xassasinin sifir vo monfi Ustlor {igiin imumi isbatini
vermak lazimdir.

2) Qivvat anlayisinin sonraki mumilogdirilmasi haqqinda
mosoalonin qoyulusu. Yuxarida qeyd etdik ki, qiivvatin gobul etdiyimiz
torifino goro 1)-4) funksiyalarinin grafikini qurarkan noégtalori kasilmaz
xatlorlo birlogsdirmayin monasi yoxdur. Belo mohdudlasdirmant nozars
almayib hor hansi belo xotti gokmoyi yoxlayaq. Askardir ki, 1)-3)
funksiyalar1 igiin bunu etmok asandir. Burada yaxsi solis ayri alina
bilor. Bu xUsusen 3) funksiyasinin gqrafikindon aydin goriinor. Lakin 1)
Vo 2) funksiyalarinin qrafikini qurarkon “salis” ayri ¢cokmoys cohd edon

a715

iki sagird demok olar ki, eyni bir oyri alirlar. Y =2" funksiyasi {iciin
belo oyri Uzorindo X =-0,5-0 togribon y =14, x= J2 =14 iso
y = 2,7 uygun oldugunu gérmok mimkindir. Buradan belo natico

¢ixarmaq olarmi ki, 2°% =14 vo 272 2,7 dir?
Qlivvat anlayisinin indiys godar gobul edilmis torifina asaslansaq

onda cavab yalmz yox, tam olmayan x-lor tictin 2* ifadasinin monasi
yoxdur. Lakin, sonra gostordiyimiz kimi qlivvat anlayisini timumilos-
dirib hesablayiriq ki: 2%° =+/2 =1,414, 272 = 2% <~ 2665. Belo-
likls, avvalki baximdan grafik qurmada aldanmadiq. 4) funksiyasinin
grafikinin qurulmasi halinda is bagqa ciir olur. Burada grafikin noqtslori
névbs ilo absis oxundan yuxarida vo asagida yerlosir. Biitiin
nogtalordan bir salis ayri kegirmok ¢otindir. Tezliklo absis oxundan
yuxarida vo asagida yerlogon noqtelordon ayri-ayriliqda solis oyrilor
kecirmak arzusu yaranir. Bu onunla slagadardir ki, bu halda qiivvatin
asas1 monfidir. Odur ki, indi Ust cit oldugda misbat, tok oldugda iss
monfi giymotlor alinir. Qiivvat anlayisinin monfi osas halinda timu-
milosdirilmasi Uzarinds dayanmiriq. Moktab cabrindo moanfi asash qiiv-
vat yalniz tam {ist {i¢iin miioyyan hesab olunur. Osasi miisbat olan tam

Ustli qlivvat homiso misbotdir: a* >0 (B). Miisbet asasli qiivvatin bu
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Xassasi qivvat anlayisini tam olmayan st Ggtin umumilssdirdikds tabii
olaraq odonilir. Indico gorocoyik ki, mishat osasli qiivvat anlayisini
ustiin batdn rasional giymatlorina Umumilagdirmok masslasinin dagiq
qoyulmasinda (A) va (b) xassalori kifaystdir. Sonraki izahatdan goriin-
diyd Kimi onun yalniz bir holli vardir. Irrasional {ist ii¢iin do qiivvat an-
layisinin iimumilosdirilmosini izah etmoliyik. Irrasional adodlorin 6zii
haqqinda 9-illik moktobds togribi tosovviirlor verildiyindon burada
tocriibads lazim olanlarla kifayastlonmok olar.

3) Misbat asasli vo rasional Ustli qlivvat. Xisusi nimunslardan
1

baslayagq. 22 glvvati hansi giymoti ala bilor? (A) xassesina gora
1Yo 1 1
{ZZJ =22.22=222=2'=2 (B) xassasino goro 22 misbatdir.

1

Belalikla, 22 ifadesi 2-nin hesabi kvadrat kokiine borabordir.
1 1 1 1

20% =22 =.[2 1,414 ; Tamami ilo analoji olaraq 2% -24 =22 -

1 1
don 20% =24 = \/; =~ /1,414 =1189 alinir. Sonra (A) xassasino
3 11
osason 2% =24 =22.24=1414.1819~1681. indi y=2"
funksiyasinin 0,25 addimla grafikini qurmagq ¢atin deyil. Bunun (gin
272=0,25 giymatindon baglanilarsa ardicil olaraq
271 278 7% 271 27075 y5 5. hesablamaq olar. Bundan sonra
boytik miqyasla millimetrli kagizda uygun qrafik ¢okilir. Yeni sokildoa
butiin x-lor Gglin toyin olunmus y =2 funksiyasinin son qrafikinin
neco alinmasi da daha aydin goriinocokdir. Yeni certyoj Uzarindo

hesablanmig noqtalorden salis ayri kegirmak vo 22 _nin giymatini
owvalki c¢ertyojdakina nisbaton daha dogig toyin etmok olar. Saligali

islomakla, indi togriban 272 < 2,67 alinir. (A) va (B)-don bazi Gmumi
noticolor ¢ixaraq. 1% a™*=-"-. Bu boraborlik bilavasito

1

a*-a*=a%=1 don almir; Natural ist hali icin a™" =
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borabarliyi monfi tam stiin torafi gobul edilir. indi goriiriik ki, ixtiyari
rasional Ust tigtin do analoji baraborlik dogru olmalidir. 2°) ixtiyari tam

m Ucln (ax)m =a™ . Dogrudan da a) m natural ododdirss, onda

(ax)m —a¥.a¥.af =a*t = g™ b) m=-n iss, Nne N, onda
m
m 0
(ax) _ 1 :i:a—nx:amx, c) (ax) —1=23° = g% 30)

W X X Xn . X
Vne N d¢in Ya® =a"; Dogrudan da |a"™ | =a" =a”; a"

miishot oldugundan bu a* -in n-ci doracadn hesabi kékiidiir. 4°) m tam,

1 iso natural sdaddirss %/(a* )" =an” = (tfa* ' bu boraborlik 2%) va

3% naticalarinin bu vo ya diger istigamstds ardicil totbigi ilo alinir:
mx X m X
«”/(ax)m =Va™ =a"; (” ax) :(a”J =a "; xiisusi halda x=1

m m

_ — m
oldugda 4° naticasinden an =Ya™ (6), a” :(" am) (7) alinr.
Tobii olarag (6) ve ya (7) boraborliklarindan birini kasr Ustl quvvatin
torifi gobul etmok arzusu yaranir. (7) diisturunu asas goétirmokls torif

m . .. . .
bels olar: Musbat a asas1 vo X =— sokildo gostarilon x kasr odadi
n

m
tictin, burada m tam, n natural odaddir, a Gstii x a* =a" dusturu ilo
ifads olunur. Lakin, burada ehtiyatli olmaq lazimdir. iki sual yaranir: 1)
Torif diizglindiirmii? Basqa so6zlo, X kasr adadini tam va natural adadin

— nisbati sokildo muxtalif tGsullarla gostormoklo a* -i hesablayarkon
n

homisa eyni natica alinirmi? 2) Qiivvat Ustii anlayiginin daxil etdiyimiz
Umumilosdirilmasi (A), (B) xassalarini 6dayirmi?

Bu suallarm hor ikisinin cavabi miisbotdir. Ikinci sualin miisbot
cavabindan alinir ki, imumilosdirilmis qiivvat 1°)-4°) naticalorini vo (6)
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disturunu 6dayir. Bu deyilonin isbati tizarinds dayanmayib yalniz onu
misallar Gzarinds yoxlamag maslshatdir.

4) y=10" funksiyasi. Indi asagidaki codvaldon istifado etmoklo
y =10" funksiyasimin grafikini cokmok olar.

X -1 -0,75 | 050 | 015 | 0] 025|050 | 075 |1
10* | 0,10 | 0,18 | 0,32 | 056 | 1 | 1,75 | 3,16 | 562 | 10

Koordinat oxlart fizro eyni miqyash qrafikdon slave bdyuk mil-
limetrli kag1z tizarinds ordinat oxu (izra miqyas1 absis oxundakindan on
dofo kicik olan grafik hazirlamaq yaxsi olar.

Kompdterdoan istifado etmoklo mistaqil tortib edilmis codval zro

qurulmus grafiki y =10" funksiyasimin bozi riyazi cadvallordoki “anti-
logarifmalar” adlanan cadvalls tutusdurmagqla olar.

V.M.Bradisin cadvalindo y =10" funksiyasmin codvali x (glin
0 < x <1 arahiginda verilir. No t¢lin belo edildiyini sagirdlor bilmali-

dir. Homin codval 10%*-mn bu araliqdan konardaki qiymatlorini do
tapmaga imkan verir. Cadvoaldon gorindr ki, x artanda y =10" funksi-

yast da artir. Bu y=a" funksiyasmin, a >1 oldugda Gmumi xas-

sosidir. y =10" funksiyasinin bu xassasindan istifads ilo onun rasional

X Uglin do toyin olundugunu forz etmoklo 10-un irrasional ustli
quvvatarini giymatlandirs bilorik. Konkret misallardan istifads etmoaklo

forziyyoni praktik osaslandiraraq deyirik ki, y=10" funksiyasi x

irrasional adad oldugda tamamu ilo miayyan giymatlor ala bilor.
5) ixtiyari miisbot osasli iistlii funksiya. Indi miisbat asasl qiivvatin
owal tam 0stlli qlvvat Uclin misyyan edilmis daha bir xassasini

xatirlamagin yeridir. Qiivvatin x Ustli artanda a>1 iso a* quvvati
artir, @ =1 oldugda homiso vahido borabor olur, a <1 oldugda iso
azalir. X, <X, -don @>1 iso a™ <a™ (Bl). a=1 oldugda a* =1

(B2) X, <X,-don O<a<l iss a™ >a™ (B3) alimr. Bu xassalor

yuxaridaki (A), (B) xassalorini asasli gokildo tamamlayir. Niimunoalor
Uzorindo goruruk ki, bu xassslor qlivvatin kosr Gstu ctin do 6danilir.
Onun isbati hazirki darslikds do verilir. (B) xassalarini rohbar tutaraq

22



qivvat anlayisint irrasional st hal Ucun do Umumilasdirmok olar.

Owvalca forz etdik ki, 10"? ifadasinin monas vardir, (B) xassoalori iss
guvvatin ixtiyari Ustl Uclin doyismir, hoam do mioyyan etdik ki,
1072 = 2,59 dur. Ciddi olaraq isbat etmok olar ki, (lakin irrasional

odadlor nooriyyasi osasinda) ixtiyari miisbat a asasi tigiin x-in bitiin
hagigi giymatlarinds toyin olunmus (A), (b), (B) xassalorini 6dayan, x-
in tam giymatlorinds iss avvaldon malum olan giymatlori alan yegans

y = a” funksiyasi vardir. Buna osas1 a olan iistlii funksiya deyilir. Indi
1Y -
y=2" y= (2) vo Yy =10" iistlii funksiyalarin grafiklori birlikdo

migayisa edilir. Onlar mahiyyat etibar1 ilo artiq sagirdloro tanisdir.
Lakin ciddi desak yalniz indi onlar1 kasilmoz Xatlor soklinds gokmak
ixtiyarina malik olurug. Musbat asasli iistlii funksiya arqumentin biitiin
hogigi giymatlorinds toyin olunmusdur va (A), (B), (B) xassalorini
odoyir. Ustlii funksiyanin asagidaki xassosi do mihiimdiir: Ixtiyari

hagigi ¢ ododi Gclin @ = (ax)C (Q). Rasional ¢ liciin bu sadacs 4°)
naticasinin va (7) diisturunun yeni yaziligidir:

m
an = (n a” )m = (ax )F. Irrasional c ii¢iin (Q) diisturunu isbatsiz
gabul etmok olar. Qivvat anlayigina asaslanmagla belo bir miihiim fakti
sagirdlora bildirmak olar: eyni bir adadin qlvvatlorinin vurulmasi,
bolunmasi, tam qlvvat Ustline yiiksaldilmasi Ustlarin toplanmasi, ¢ixil-
mast vo vurulmasina uygun olur. Bu uygunluq rasional, hogiqgi Usto

kecdikdo da saxlanilir. Bilmok lazimdir ki, praktikada y =a* funksi-

yast deyil, y =e® daha gox istifads edilir. Odur ki, moktabdo ikincinin

Umumilasdirarak dyranilmasi lazimdir.

1.4. informatikada kamiyyat anlayisi. Bu kursun baslangicinda
“komiyyatlorls isloma algoritmlori” mévzusuna baxilir. Burada “kamiy-
yotlar” movzusunu 6yranarkon sagirdlorin fizika vo riyaziyyat kursla-
rinda bu haqda aldiglar: biliklordon istifado etmok lazimdir. Informa-
tika, fizika vo riyaziyyat kurslarinda istifade edilon komiyyatlorin
xususiyyatlorino diggst vermok magsodauygundur.

Fizika vo riyaziyyatda osason odadi komiyyatloro baxilir. Bunlar
iso iki grupa boltnur: Vektorial vo skalyar. Odur ki, ¢ox vaxt sagird-
lorda bels tosovviir yaranir: kamiyyati hamiso 6lgmok mimkindr. Par-
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canin uzunlugu, fiqurun sahasi vo hacmi, cismin horokat surati, qlivve
Vo s. bunlar sagirdlorin tanidiglar1 kemiyyatlordir. Informatikanimn dyro-
nilmosi zamani komiyyat anlayisini geniglondirmok lazim golir. Yeni
anlamda komiyyat tokco ododi deyil, grafiklor, matnlor, handasi fiqur-
lar, Gmumiyyatlo mixtalif tobistli obyektlor do komiyyatdir. Belo ko-
miyyatloro baxmagimn zoruriliyi kompdterin mixtolif informasiyalarin
islomokda hartorafli imkanlarin olmasi ilo slagodardir. Bu informasi-
yalar xususi halda adadlor (adadi kemiyyatlar), grafiklor (grafik kemiy-
yatlor), matinlor (liter kamiyyatlor) ola bilor. ©dadi komiyyatlor ara-
sindak1 miinasibatlor (Kigikdir, bdyukdur, borabardir) sagirdlora cobr
kursundan molumdur, liter komiyyatlor arasindaki miinasibotlor iso
moktablilor tgun yenidir. Qiymatlori sézlor vo ya motnlor olan komiy-
yotlor liter komiyystlor adlanir. Sagirdlor sézlorlo vo ya minasibot
isaralori ilo (a>b,x=0,x#Yy vo s.) ifado edilmis miinasibatloro
baxdigdan sonra doyison komiyyastlor arasindaki miinasibat anlayist
Umumilogdirma naticasindo yaranir. Belo imumilagdirms Ugiin “infor-
matika” vo “riyaziyyat” fonlorinin six alageli dyronilmasini moagsadauy-
gun hesab edirom. Sagirdlor “casio” firmasinin yeni tohsil kalkulyator-
larindan istifado etmoyi bacarmalidirlar.

1.5. Fermamn Kigik teoremi (X s). Asanligla isbat etmok olar ki,
n>—n,n*>=n,n’>—n, ... forglori uygun olaraq 2, 3, 5, ... sado
adadlarine boliiniir. Fermanin malum Kigik teoremini hamin sads calis-
malarin iimumilosdirilmasi kimi daxil etmok olar: n™ —n forgi ixtiyari
ne N vo ixtiyari sade m adadi tiglin m-a béliiniir. Teoremin isbatinda
n Uzro riyazi indukiya mtodundan istifado etmok olar. Belo ki, n=0
oldugda hékm dogrudur. n=k ii¢iin teoremin dogrulugunu gobul edok.

Onda S, =S, +nA, burada A — tam ododdir, Nyuton binomunun
aciligindan istifado etmoklo bunu asanligla osaslandirmaq olar. Be-
lalikla talab ediloni aliriq. Bu teoremdon bels bir naticads alinir: n va p
adodlori qarsiligh sadadirss, onda n®™* —1 ifadesi p-ys boliiniir. Dog-
rudanda n® —n= n(n Pt —1) -don bu aydin gériinir.

1.6. Inteqral (XI s). Kegmis sovet dovriinde istifado etdiyimiz

darslikda [15] “geyri miisyyon inteqral” istilah1 he¢ bir yerds isladilmir,
b

j f(x)dx (1) “miioyyan integrala” iss sadoca integral deyilir vo ibtidai

a
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funksiyann F(b)— F(a) artimi kimi torif verilir. Homin vosaitin

1976-c1 il nesrinde mocburi olmayan 104-cii bondds vo tarixdan
molumatda (b107), habelo 1991-ci il nosrinin oayrixatli trapesiyanin
sahasi (b29) anlayisi vo tarixi molumatla slagoadar inteqralin comin
limiti kimi alina bilmesinden danisilir. Hazirk darslikds “geyri-misy-
yon inteqral” islonir. Lakin osas fikir qalir. iso belo yanasma ali mok-
tobdos illordon bari olan yanasmadan forglonir. Odur ki, A.N.Kologo-
rovun moktab Gglin miinasib hesab etdiyi bu ideyaya etiraz edonlor do
olmusdur. Masalon Doneski Dovlst Universitetinin bir qrup elmi
iscilori “Cabr vo analizin baslangici” doarsliyinds “integral” mévzusu-
nun sarhini atrafli tohlil edarok asagidaki naticalora galmiglor.

1) Mévzunun dyradilmasinds mogsad sagirdlori diferensiallamanin
torsi olan ibtidai funksiya vo milayyan integral omoliyyatlari ilo tans
etmok olmalidir. Bu anlayislar, onlarin mahiyyatini, muasir tobistsiinas-
liqda yerini gostormakls, az sayda hesablamalarla méhkomlondirmakls,
dogiq verilmalidir. 2) Darslikdo ibtidai funksiya anlayisi yaxst sorh
edilmisdir. Yalmz miisllif geyri mioyyon integral istilahindan istifads

etmir. _[f(x)dx isarasinin kdmoyi ilo ibtidai funksiyanin xassolorini

asanliqla ifado etmok vo hesablanmasini gdstormak olar. Zonnimizca
homin istilah1 XT sinifds daxil etmok mimkindir. 3) Miosyyan integral
anlay1s1 nazari vo metodik cahatdon tominedici verilmomisdir. Malum-
dur ki, mloayyan inteqralin mahiyyati inteqral cominds limito keg-
mokdan ibaratdir. Moktabds do osas torif belo verilmalidir. Cunki bu
torif inteqral anlayisinin mahiyyatini ifads edir, riyazi anlayislarin toc-
riibanin tolobi naticasindo necs yarandigini gostorir, terminologiyani
b
(integrtio) vo J f (X)dX isarasini izah edir, inteqralin totbigi Gzro moz-
a
munlu masalalarin oksariyyatinin halli bels toriflo slagadardir. Baxilan
vosaitds iso oksina: mllayyan inteqralin monasi haqqinda diizgln tosov-
vir verilmir, onun mahiyyati agilmir, nazari olaraq ciddi deyil, birbasa
tacriibays totbiq ti¢iin yaxsi uygunlagdirilmamisdir. Hor dofo Nyuton-
Leybnis diisturunun isbatina yaxin miithakimo aparmaq lazim golir.
“Inteqral tipde” bir cox mosalolori (agirliq markazinin tapilmast,
firlanma fiqurlarm sathinin sahasi va s.) darslikds toklif edilon sxemlo

25



b
daxil etmak oldugca catindir; bu torifds, elementlarini Jf(x)dx -in
a
daxil edilmasila sinifdon kanar masgalods vermok mimkin olan, ikigat
Vo ayri xatli integrallara Umumilagdirmoys demok olar ki, imkan yarat-
mir. Miolliflor mévzunu asagidaki sxemdo sorh etmoyi maslohot
bilirlor: 1) Ibtidai funksiya; 2) geyri-miiayyan integral; 3) miloyyon in-
teqrala gotirilon mosalolor; 4) integral comin limiti kimi; 5) integ-
rallanan funksiyalar sinfi; 6) Nyuton-Leybnis teoreminin ifadasi; 7)
b
I f (X)dX -in hesablanmasi va onun tatbiglori; 8) Oyri xatli trapesiyanin
a
sahosi, yuxart sorhaddi doayison inteqral, Nyuton-Leybnis teoreminin
isbati; 9) Inteqralin hesablanmasinin {i¢ qaydas1 vo bunlara aid calis-
malar halli.

Bu sxemds Umumilogdirmaya nisbaton xisusilosdirmays daha ¢ox
usttnluk verilir. Lakin A.N.Kolmogorovun onlara verdiyi cavabdan
goriundr ki, o imumilosdirmoya xiisusi digget vermisdir. indi bu ndg-
teyi nozors baxag.

1) ibtidai funksiya vo qeyri-muoyyon integral “Qeyri-mioyyon
inteqral” anlayig1 riyazi istilahlara hazirda verilon taloblordon uzaq
dovrlordo yaranmisdir. Anlasilmazliq ali moktablorin hazirki darslik-
lorinds do galir. Cox vaxt ibtidai funksiyada qeyri-miayyoan integral
deyilir. Bazon bunun avazinds biitiin ibtidai funksiyalarin {imumi sokli

olan F(x)+C ifadosine (F ibtidai funksiyalardan biridir) jf(x)dx
(2) geyri miayyan inteqralt deyilir. Goriindiyii kimi sonuncu halda

ibtidai funksiyalar c¢oxlugu ovozinds yegans bir ifadonin alindigi
nozards tutulur. Nahaq belo Umumilosdirme aparilir, ¢iinki hamin tarifo

osaslandigda iki miixtolif (X —l)2 +C vo x* —2x+C ifadolorinin hor
ikisi eyni bir f(X)= 2(X—1) funksiyasmin “qeyri miioyyan inteqrali”
olar. Siibhasiz (2) hesablamalarda ixtiyari ibtidai funksiyanin isarasi Kimi
faydahidir. O, “additiv sabito gador daqigliklo” aparilan hesablamalarda

yararlidir. Lazim sortlogms ilo Jln xdx = xInx — IdX =x(Inx-1)+C

yazilist dogrudur. Lakin nazors almaq lazimdir ki, buradaki borabarlik
“additiv sabito godor doqigliklo borabarlik” kimi basa disiilir vo

f (X) = In X -in biitiin ibtidai funksiyalarini almagq {i¢iin yalmz axirda C
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sabiti yazilir. Lakin hazirda moktobds “goxqgiymatli funksiya” isaro-
sindan istifado edilmir. Masalan, avvallor kvadrat kokin \f isarasi

belo idi. “Ibtidai funksiyanin tapilmasi ¢oxqiymotli amoaliyyat Gctin
isara daxil etmokds xususi izahat tolob olunardi bunu, moktabds ibtidai
funksiyalarin hesablanmasinda cald texnikani1 manimsatmok talab olun-
madigindan, artiq hesab edirik. Bu zaman “qeyri miioyyon inteqralin”
sadaco ibtidai funksiyanin basqa adi oldugunu, (2) isarasinin isa hesab-
lamalarda isladilmasi tisullarini izah etmokls ixtiyari ibtidai funksiyanin
yaziligt olmasi fikring osaslanmagi lazim bilirik.

2) Torifin segilmasina goaldikdos bilmak lazimdir ki, sagirdlor sis-
tematik olaraq riyaziyyatda eyni bir anlayisin miixtalif toriflori ola bil-
diyini anlamalidirlar. Odur ki, (1) inteqralina ibtidai, funksiyanin artimi
Vo Ccomin limiti kimi baxmagin, zororli olmasini demok dogru deyil.
Misallim isa comin limitindan istifado olunmayan miayyan inteqralin
Vo bilavasito diferensiallama amoalinin torsi kimi inkisaf edan inteqgral-
lamanin genis {imumilosdirmalori oldugunu bilmolidir. Ixtiyari sayda

olci-fozasinda vo ixtiyari g 0lgiistinds F(A)ZI f (x)dx inteqralna
A

. F o . .
téromasi 1:(X)=c(jj olan additiv funksiyalar ¢oxlugu kimi torif
X

vermok olar. Inteqral anlayisinin on Gmumi voziyystdo belo yanasma
texnikasi iizorindo dayanmaga ehtiyac yoxdur. Tamami ilo elementar
sokildo ali texniki moktoblor ii¢iin baxilan toromo sahosindo additiv
funksiyalar kimi ¢oxqat integrallar daxil edils bilor. Masalon, A.F.Ber-
mantin analiz kursunda bels yanagma vardir.

Inteqrala comin limiti vo toromosi verilmis additiv funksiya kimi
baxmaq olar. Bu inteqral anlayisinin iki eyni monali cohotloridir. Bir
olcili halda va ikinci konsepsiya pargasinda mohdudlagmada (1) inteq-
ralinin ibtidai funksiyanin artimi kimi torifini aliriq. Inteqral anlayisinin
torifinin osaslandirilmas: bu deyilonlorlo olagedardir. Inteqral cominin
limitino kegmok yanasmasi kimi dorslikdoki ibtidai funksiyanin artimi
kimi verilon torifindon ilk addim olaraq golocayi vardir. Belo yanag-
mada inteqralin osas xassolori oldugca sadoliklo isbat edilir. Inteqrala
comin limiti kimi baxmag1 sagirdlora dyrotmok moaslohotdir. Inteqralin
totbiglori ilo alagadar doyisan glivvenin isi iiglin diisturun ¢ixarilisi ona
comin limiti kimi baxmaqg noqteyi nozordon verilir. Askardir ki, bu
diisturu inteqralin ibtidai funksiyanin artimi kimi torifino asason saho
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diisturunun ¢ixarilmasi niimunasi tizro do almaq olar. Darslikdaki fizika
vo mexanikadan gotiiriilmiis digar masalalor Ugiin da iso belo yanagmaq
mumkundur. Darsliyin son variantinda baxilan mévzu bu ardicilligda
izah edilir: ibtidai funksiya onun asas xassalori vo tapilmasimin ii¢ qay-
dasi, ayrixatli trapesiyanin sahosi, integral comin limiti kimi, Nyuton-
Leybnis diisturu, inteqralin tatbiglori, tarixi malumat. Belolikls asas ton-
qidi geydlor vo imumilosdirms .

3) Kasilmoyon funksiyanin inteqrallanmasi haqda. ibtidai funksi-
yanin arttmi kimi (1) miioyyan inteqrali kosilmoyon funksiya halinda
integral cominin limiti torifi ilo birgGcludur.

Bir torafdon Rimana goéra integrallanmayan doqiq téroms vardir.
Onun 0Uzarinds, Umumiyystlo yalniz Danjua inteqralinin komayi ilo,
ibtidai funksiya additiv sabito godor birgiymatli barpa olunur. Digar
torofdon Rimana goro integrallanan, dogiq toromasi olmayan, funk-
siyalar vardir. iki torif arasinda uzlasmanin elementar vasitolorlo barpa
olunan kasilon funksiyalar sinfini géstorak. Bu sonlu sayda kasilmasi
olan birinci név funksiyalardir. Bir ¢ox elementar masalalorin halli ilo
olagodar belo funksiya yaranir. Mosslon [16]-da F'(X) =f (X) borabor-

liyini, sonlu sayda noqtslor ¢oxlugu miistasna olmagla, 6dayon ixtiyari
kosilmoz F funksiyasmna f funksiyasinin timumilogdirilmis ibtidai
funksiyasi deyil. (1) inteqralina {imumilagdirilmis ibtidai funksiyasinin
arttmi kimi torif verilir. Diferensial anlayisinin Syronilmesi zamani
inteqralin daxil edilmasi Gg¢lin miayyon hazirliq gérmok va bu zaman
mugayisadan istifads etmok miimkiindiir. Diferensiallanmanin &yranil-
masi zamani, inteqrallama haqqinda he¢ no demodon, miisyyon calig-
malardan istifado etmoklo, bu haqda hazirliq isi aparmaq olar. Bununla
da Xl sinifdo “inteqral”’in &yronilmasi Uc¢ln zoruri olan bacariq va
vardislor yaradilir. X sinifdos qlivvat funksiyasimin téromasi ilo slagodar:
“har hansi funksiyanin toromasi 2xX-dir, bu funksiyani tapin” kimi tapsiriglar

vermok mogsadouygundur. Bu zaman 2X = ( ) yaziligindan istifado etmok

olar. 3x? = ( ),; )(12 = ( ),;5X = ( ), yazilislar1 ilo analoji ¢alismalar

tortib edils bilar. anonometrlk ﬁmks1yalar1n toramasi ilo elaqsdar olan bu is

davam etdirilir: cos x = ( ) ;sinx = ( ) sin3x = ( ) va s. Belo calis-

malar toéromonin Oyronilmasi Uzro masgalalorin muxtalifliyini tomin
edir, diisiinconin inkisafina sobab olur, baslicasi integrallama isino
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sagirdlori hazirlayir. “Ibtidai funksiya” istilah1 da asanligla monimso-
nilir.
b
4) Moktohdo J f (x)dx miioyyen inteqral anlayisima osason a < b
a

halinda baxilir. indi bu anlaylsl ﬁmumilasdirak vo torifo osason
b

jf( x)dx =0, a>b oldugda I dx——I x)dx yazmaq olar.

a

Bu tabiidir, ¢linki, oturacagi bir a noqtesmdan lbarst ayrixatli trapesiyanin
sahosi sifra borabordir. @ vo b noqgtolori yerlorini doyisdikdo iso
AX, = X,,; — X, forqinin isaresi doyisir, odur ki, inteqralin da isarasi

doyisir. Forz edok ki, y = f(X) funksiyas: [a,b] pargasinda kesilmo-
yandir  vo ¢ bu parcanin  daxili  noqtesidir. Onda

b c
jf(x)dx J dX+J X)dx boraborliyi dogrudur. a,b,c nog-

tolorinin ixtiyari vmyyetmde bu boraborlik ddonilir. Masalon, a <b < ¢

s onda jf()dx:j dx+j Yix = [ £ (| T (o

Odur ki, J X)dx = I dx+I x)dx . Eyni qayda ilo galan hallar

arasdlrlhr. Ibtidai funk51yaya aid msSeIe halli ilo olagodar sagirdlorin
diggatini bir ¢ox Umumilogdirmolora yonoltmak olar. Darslikdoki [3]
motinds halli ilo verilon 5, sonra galisma kimi tagdim olunan 35/, 352 N i
moasalolor bu baximdan maraqlidir. Bundan olave ibtidai funksiyanin

F (X) + C sokilds yazilis1 C-in tamamu ilo konkret, lakin ixtiyari giymatlor

ala bilmosini gostorir. Riyazi analiz kursunda f funksiyasimin biitiin
ibtidai funksiyalar1 ¢oxluguna sonra daxil edilon miayyan integraldan
fargli olaraq f-in geyri musyyen inteqrali deyilir. Maktab riyaziyyatinda
iso “ibtidai funksiya” istilahi igladilir. Belsliklo, baxilan mévzunun 6y-
ronilmasi zamani miioyyon inteqralin geyri miisyyan inteqralin (ibtidai
funksiyanin) xiisusi hali olmasina sagirdlarin diggstini colb etmok
lazzmdir. Umumi vo xiisusi hallar1 sagirdloro 0yratmok (clin inteqral
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hesabindan vo diferensial tonliklorin holli nimunalorindon istifado et-
mok moagsadouygundur.

1.7.Eynicevirmalar (X-XI s.). Moktobds talimin butin mor-
halalorindo eynicevirmolora tosadiif olunur. Ibtidai moktobds hesab
omoallarinin yerina yetirilmoasi alqoritmlorindon vo omollorin xassslo-
rindon bir va ya daha ¢ox amoalli adadi ifadslarin eyni ¢evrilmasi lazim
galir. V-VI siniflords adad anlayisi vo onlar Uzarinds amallorin genis-
lonmasi ilo alagodar olaraq eynicevirmo anlayisi daha da giiclonir. VII
sinifds eynicevirmolarin sistematik dyranilmasi onun torifinin verilmasi
ilo baglayir. Bu zaman hamin amoliyyatin ifadoys daxil olan dayison-
lorin mimkun giymatlari ¢oxlugunda aparilmasina xiisusi fikir verilir.
Talimin avvalki morhalalorinda toplanmig eynigevirma aparati VII
sinifdo genislonir. Bu genislonmo eyni oasash qiivvatlorin vurulmasi
xassasini ifads edon eyniliyin daxil edilmasi ilo baslanir. Bu xassays Vo
vurmanin ganunlarina asasan birhadlinin standart soklo gatirilmosi yeri-
na yetirilir. Sonra gostarilon ¢evirmoalars, toplamanin yerdayismo Vo
gruplagdirma, vurmanin toplamaya va ¢ixmaya nozoron paylama qa-
nunlarina asasan ixtiyari tam ifads standart sokildo ¢coxhadliya gevrilir.
Mixtosor vurma eyniliklori daxil edilir vo vuruglara ayirmaya aid
misallara baxilir. VIII sinifds iki goxhadlinin nishstindon ibarat rasional
ifadolorin gevrilmasi, cobri kasrlorin ixtisart dyranilir. Kasr ifadslorin
daxil olmast ila alagadar eynilik anlayiginin mazmununun geniglonmasi
zorurati yaranir. Eyniliyo artiq doyisonin ixtiyari mimkin qiy-
motlorinds dogru olan baraborlik kimi torif verilir. IX sinifds cabri va
transendent ifadslarlo slagodar cevirmolorin daha ¢ox névlari Gyranilir.
X-XI sinifds bu is davam etdirilir, hom do riyazi analiz elementlori ilo
olagadar mixtolif ¢evirmolor aparmaq lazim golir. Burada téroma vo
inteqralin bazi eynigevirmalors, habelo barabarsizliyin isbatina tot-
bigindan bahs edilir. Magsad iso X-XI siniflords diferensial va integral
hesabimin totbigi ilo eynicevirmolor aparmag: sagirdloro dyrotmoklo
onlarin bu haqda biliklorini muoyyan godor genislondirmak vo Umu-
milogdirmakdir. Hesab omollorinin xassalorina osaslanan on sads
cevirmolor artiq ibtidai vo V-VI siniflords aparilir. Lakin ¢evirmolor
aparmaga aid bacariq va Vordislorin formalagdirilmasi isi tizra asas yuk
cabr kursunun Gzarina disiir. Bu ¢evirmalorin say1 vo mixtalifliyinin
artmasi, habelo onlarin ossaslandirimasi vo Umumilasdirilmis eynilik,
eyni gevirmo, eyni giclii gevirmoa, montiqi alinma anlayislarini ayirmaq
vo Oyronmoklo totbiglori sortlorini mioyyanlosdirmokla slagadardir.
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Cobr kursunda birhadli vo onun tmumilogmasi ¢coxhadlilarin eyni cev-
rilmasi asas yer tutur.

1) Toromonin eynicevirmolora totbiqi. Hazirda sagirdlorin X-XI
siniflordo Oyrondiyi riyazi analiz aparati moktobdo basqa ononavi
usullarla hall edilan bir gox masslalorin tamami ilo Somarali, qisa hallini
tapmaga imkan verir. Gostarilon aparatin belo totbiqi, artiq baslangic
morhoalods onlarla tanigliq diferensial vo inteqral hesabinin ideyalar1 vo
metodlarinin faydali vo giymotli oldugu barodo sagirdlords inam y-
aradir. Sagirdloro vaxtinda demok lazimdir ki, riyazi analizin eynigevir-
molarinin nisboton daha mozmunlu, genis totbiglori vardir. Belo mo-
lumat1 verorkan geyd edilmalidir ki, bu “yeni” Gsul hec ciir “snanavi”
usuldan ol gokmayi tolob etmir, bazon iso ona dstunlik verir vo bir-
birini tamamlayir. Miixtolif cevirmolorin sadsliklo aparilmasinda ¢ox
vaxt iki agkar faktdan istifado olunur: 1) hor hansi intervalda funksiya
eyniliklo sabito borabordirss, onda homin intervalda onun téromasi
eyniliklo sifra boarabordir, torsina 2) hor hansi intervalda iki funksiya
eyniliklo borabardirss, onda onlarin téromolori do hamin intervalda
eyniliklo borabardir. Qeyd: F(x)=G(x) o demakdir ki, x doyiseninin
verilmis ¢oxlugdan gotiiriilmiis hor bir giymatinds sag vo sol torafdoki
funksiyalarin giymatlori borabardir (vo ya konkret coxlug gosteril-
misdirsa doyisonin bltlin mumkin giymatlorinds). Bu faktlarin eyni-
cevirmoaloro aid muxtalif c¢aligmalar hallina totbigini gostormokls
sagirdlorin Gmumilagdirma gabiliyyatlorini inkisaf etdirmok faydalidir.

1. A(x)=sin x+sin(x+2:)+ sin(x+4§) Vo

B(x)=cosx + cos(x + 2;]+ cos(x + 437,[) ifadalorin hor birini

sadalogdirmoak Uglin avval sagirdloro molum olan cevirmolarlo miiayyan
edilir ki, A(x)= 0. Sonra gortinir ki, B(x) = A’(x), demoli B(x)=0.
2. Sagirdlor silsilonin comlonmasi tisullart on sado trigonometrik

comlorin tapilmasi ilo tamigdirlar. Bunlara vo téromos haqqinda asas mo-
lumatlara goro sagirdlorlo comin tapilmasina aid tamamu ilo mixtalif

caligmalara baxmag olar. o =1+3-4+5-42+7-4%+ . +(2m-1)4™"
comini  hesablamag Uc¢ln  sagirdloro  deyilir ki, homin com
B(y)=1+3y® +5y* +7y® +..+(2m—-1)y*? cominin y = 2 olduqda x-
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susi hahidir. Lakin B(y)=C’(y), burada c(y)=y+y®+y® +..+y>™,

2m+1
y —

2m+2 2m 2
e(y)="—, Y owrk B(y):(zm_l)y —(2m+21)y +y* +1
o (v* 1)

. 1
sonuncu barabarlikde y=2 oldugunu nezors alib o = 3 [5 +(6m— 5)4'“]

naticasine galirik.
3. Toramenin bir cox totbiglori 1)-in torsino osaslanir. Masalon,

- 1 1 3 S e -
sin® x4+ ECOS 2X = gcos 4x + 3 eyniliyini ishat etmok ti¢iin onun sag
vo sol tarofinin fargino borabor olan f (X) funksiyasina baxmagq kifayotdir:

f(x)=sin* x+;c032x—;cos4x—g, buradan

f’(x) = 4sin® xcos x —sin 2x+;sin4x =0; f’(x)=0, onda

f(x)=c, f(0)=c=0, demali f(x)=0, bu iso baxilan eyniliyin
isbat1 demokdir.

4. Sagirdlor arcsinu, arccosu, arctgu, arcctgu funksiyalarinin téro-
moalori disturlar ils tanis oldugdan sonra onlarin daxil oldugu ifadslorin
eynigevrilmasina aid ¢aligmalara baxmaq moqsadsuygundur. Burada
diferensiallama aparatinin totbiqinin istiinliiyii daha qabariq goriiniir.

“ f(x) = arctgx + arctg ]1-;); funksiyasinin eyniliklo sabito borabor
oldugu interval vardirmi? Varsa bels intervali va sabiti tapin” ¢alismasi
bu baximdan maraqlidir. Askardir ki, x=-1 don basqa f(X)
funksiyasiin toyin oldugu hor yerdo f '(X) =0. Odur ki, (— oo, —l) Vo
(~1e0) intervallarmda f(x)=c, vo f(x)=c,, burada c,,c,
sabitlordir vo Umumiyyatlo desok muxtolif ododlordir. ©vval C, -ni

tapag: C, = f(1)=arctgl+ arcth:%. C,-i codvalsiz tapmaq bir
gadar ¢atin oldugundan bunun igiin bela etmok olar: Bilirik ki, ixtiyari

x < —1 igiin ¢, = f(x), forz edok ki, X — —oo onda arctgx — .
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1_7)(%_1, arctgl_ix—)—ﬁ, c, = f(x)—>—3—”. Lakin c, sabit
1+ X 1+ X 4 4

oldugundan bu yalmz c, :—jﬂ' sortindo mumkunddr. Belaliklo,

X < -1 oldugda f(x)= —irz va X > —1 oldugda f(x):%.

5. Moktabda téroma anlayisinin 6yranilmasindan asas magsad onu
funksiyanin aragdirilmasina totbiq etmokdon ibarstdir. Lakin bu anla-
yisin tothiq sahasi oldugca genisdir. Maktob riyaziyyatinin funksiyanin
arasdirilmasi ilo olagedar olmayan mixtalif mosalalorinin hollinds
tdromanin faydali totbiglorini géstormok olar. Cobri vo triqgonometrik
ifadalorin vuruqlara ayrilmasina téromanin maraql totbiglori vardir. Bu
priyom ona osaslanir ki, ¢ox vaxt térama funksiya oasas funksiyaya nis-
baton daha sads sakilds olur. Buna gérs do 0 sads inteqrallanir ki, bu da
ifadonin axtarilan ¢evrilmosini tapmaga imkan verir. Bu zaman verilmis
ifadoys bir gayda olaraq bir ne¢o doayison daxil olur, odur ki, dife-
rensiallama zamani faktik olaraq xiisusi toromoalordan séhbot gedir.

Formal olarag moktob proqgramina daxil olmayan bu anlayigin

metodik shomiyyati vardir. Budur x*(y-—2z)+y%(z—x)+z%(x—y)
ifadosini vuruglarina ayiraq. y va z-i sabit hesab edorak verilmis ifadoni
f(x)-lo isaro etsok f'(x)=3x*(y—z)—y®*-2z®> vo buradan
f(x)=x(y-z)- (y3 -7° )X +C alirg, C yalniz y vo z-don asilidir.
Onu tapmagq uglin

XC(y—z)+y (z—x)+23(x—y)=x3(y - z)—(y3 ~2*)x+C
eyniliyindo  x=0  gotirib C=y%z—z% almng. Onda
F()=x"(y-2)-(y* -2 )x+ yaly? - %)=
=(y—2)(x* = xy? —=xyz—xz® + y’z+yz?). Burada ikinci vuruga
yena homin Usulu totbig etmoklo vuruglarina ayiraq. Lakin bu dofs
doyison olaraq y-i goturok. Cunki bu doyisonin Ustu kigik qlivvatlo
ifadoya daxildir. x vo z-i sabit gétirib ifadoni @(y)-lo isaro etsok
@' (y)=-2xy—xz2-2yz—2* =2y(z—x)+2>—xz vo buradan
p(y)=y?*(2-x)+2(z-x)y +C, alng. ¢, = 9(0) = x* —xz?,
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o(y)=(z-x)y=x)y+z+Xx). Bebliklo, verilmis ifado
(x+y+z)(x=y)x—=2z)y—-z) -o borabordir.

6. Bozi eynigevirmoalordo vo barabarsizliklorin isbatinda inteqral
hesabindan istifads etmok olar. Darslik vo miallima kémak kitablarinda
belo tatbigo tesadif edilmir. Odur ki, bu cshate digget vermayi sho-
miyyatli hesab edirik. Bununla da sagirdlor inteqral anlayisinin oho-
miyyatli olmasina inanirlar va onun darindon monimssnilmasine eh-
tiyac hiss edirlor. Lakin muollim tadris prosesinds belo ¢alismalara
baxarkan inteqralin daha genis miithiim tatbiglori oldugunu unutma-
malidir. Bununla slagoedar verdiyimiz materiali Bakidaki 21, 53, 158
sayli moktoblordo pedaoji tocriibado olarkon XI sinifds sinaqdan
kegirmisik. Bu is tacriibagi talobalorin va sagirdlorin boyiik maragina
sobob olmusdur. Tlk dofo 1985/86-c1 dors ilindo V kurs talobalori No-
biyeva Arzu vo Corkozova Balaxanim XI sinif sagirdlori ilo bu mov-
zuda xususi mosgalo aparmaq tigiin hazirlasmislar vo pedaqoji tocriibs
muddatinds yerina yetirmiglor. Bundan sonra demok olar ki, hor il
moktobds “Inteqral” mdvzusunu kecarkon habelo XI sinif materialinin
tokrar1 dovriindo tocriibagi tolobslor todgiqatin digar materiallart ilo
yanas1 homin movzuda masgoalolor aparmiglar.

Qeyri mioayyon inteqralin eynigevirmolords tatbigi Uglin avvalca
uygun téromoni sadolosdirmok lazimdir. Bununla olagodar on sads
caligmalarin yerina yeitilmosinds asas fakt ondan ibarstdir ki, har bir
funksiyaya onun tdromasinin ibtidai funksiyasi kimi baxmaq olar. Daha

dogrusu iki F vo f funksiyalari F'(x)= f(x) a < x<b(1) asilihg il
olagodardirsa, onda onlar F(x)= J f(x)dx (2) minasibeti ils do bag-

lidir. Sonuncu barabarliyi basa diismek lazimdir: F(X) funksiyasi
f (X) -in inteqrallanmasindan alian funksiyalardan biridir, bagqa s6zlo
F(X) funksiyast f(X)-in ibtidai funksiyalarindan biridir. Buradan
aydindir ki, F funksiyasinin yazilisini sadslosdirmak ¢atindirsa onda
avvalco onun f(X)= F’(X) toromosine baxmaq faydali ola biler: f

funksiyasinin yazilisin1 sadoalogdira bilirikss, onda sonra F funksiyasi
Uclin do kifayat godor sado dustur tapa bilorik. Masalan,

F(x)=sin3xcos® x +cos3xsin® x (3) funksiyasini sadologdirmok
ucun trigonometriyadan malum aparati totbiq etsok bir gadar murakkob
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cevirmalor aparmaq lazim galir. Bas avvalca bu funksiyanin téramasini
sadolosdirmok asan olarmi? Cavab:

f (x)= F’(x)=3cos3xcos® x —3sin 3x cos® xsin x —
—3sin3xsin® x +3cos3xsin® xcos x = 3c0s4x
cevirmoasindon aydin goriiniir. Belslikls, f(X)=3COS4X aliriq.

. 3 .
Lakin F(x) = | f (x)dx = [3cos4xdx+C = ,Sin4x+C (4), burada
C hor hansi sabitdir. (3) vo (4) —don ¢=0 alimr, demoli baxilan
N ) .
funksiyanin sado sokili ZSIn 4x -dir. Bu ¢aligmanin halli ilo slagadar

belo eksperiment apardiq: Gostorilon funksiyani sadolosdirmayi 2 grup
sagirdlordon talob etdik. 1-ci qrupdan hamin ifadeni trigonometrik aparatin,
2-Ci don isa inteqralin tatbigi ilo sadslogdirmoyi qarsiya qoydugq. 2- Ci qrup
¢alismam 5 dagqigays hall etdi. 1-ci qrup iss 45 dagigoys dars middstinds bir
naticays galo bilmadi. Sonra onlara géstaris verdik ki, Sin 3¢ vo c0s3« -
in ifadslorindan istifads edin. Bundan sonra c¢alismam 20 doagigays

F(x) = (3sin x — 4sin® x)cos® x + (4 cos® x —3cos x)sin® x = jsin 4x

yazmagla hall etdilor. Malum olmusdur ki, T qrup svvala sin3x va
cos3x —in ifadolorini  yada sala bilmamiglor, sonra iso

. 1. . 1.
SINX-COSX =—=SIN2X Vo SIN2XC0S2X = —Sin4X oldugunu miiay-

yonlasdirmokds ¢atinlik ¢okmislor. Onu da bilmok lazimdir ki,
téromoanin tatbigi ilo eyni cevirmo aparmaq osason gostorilon névdo
funksiyalar igiin faydaldir.

7. Boazon eyni bir priyomu bir deyil bir nega dofs totbiq etmok
lazim golir. Budur F(x)=(x+a+b)’—(x+a—-b)’—(x—a+b)’—(-x+a+b)’
coxhadlisinin sadslosdirilmasi tglin bels olur:

f(x)=F'(x)=3(x+a+b) —3(x+a-b)’ -
—3(x—a+b)* +3(-x+a+b);
p(x)=f'(x)=6(x+a+b)-6(x+a-b)-6(x—a+b)—6(-x+a+b)
. Askardir ki, @(x)=0 odur ki, f(x)= JO -dx=c,,yeni f(x)=cy;
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¢, = f(0)=24ab, f(x)=24ab, onda F(x)-o baxaq:
F(x)= J f(x)dx = J24abdx = 24abx + C , beloliklo ¢ = F(0)

beloliklo F(x)= 24abx .

8. Bazon ovval ibtidai funksiyani sadslogdirmak slverisli olur. Forz
edok Ki, hor hansi verilmis f funksiyasinin yazilisini sadologdirmoak
lazim golir. Iki eynigiiclii (1) vo (2) minasibatlori gostorir ki, f
funksiyasinin yazilisini o vaxt sadslogsdirmok mimkin ola bilor ki,
onun F ibtidai funksiyasinin yazilisgin1 kifayst godor sadslogdirmok
imkani olsun. Buradan alimir: verilmis f funksiyasmin yaziligin
sadalosdirmak ¢otin  oldugu hallarda ovvalco onun F ibtidai
funksiyasina baxmaq faydali (vo sado) ola bilor. f(X): F'(X)
eyniliyindon istifado edorok f-in daha sado ifadasini almaq bozon
munasib olur.

Forz edok ki, tgx+2tg2x+4tg4x +8tg8x = ctgx —16¢ctglex

(5) eyniliyini isbat etmak talob olunur. Bunun dglin hamin eyniliyin sol
torofini f(X) -lo isaro edok. Bu funksiyani sadologdirmoyin yolu

gorinmirss onda “ibtidai funksiyam tapmaq vo sadolosdirmok daha
sado ola bilmazmi?” Cavab:

F(x)= j f (x)dx = —In|cos x| - In|cos 2| — In|cos 4x| - In|cos 8x| =

O ’

=—In|cos xcos 2x cos 4x cos8x|+C =

sin2x sin4x  sin8x 5|n16x|
2sinx 2sin2x 2sin4x 2sin 8x|
sin16x
165sin x
hesablamasindan goriiniir. Indi f (X) -1 asanligla hesablamaq olar:
f (x) = F’(x) = —16ctg16x + ctgx . Bununla da (5) eyniliyi isbat oldu.

9. Qeyri mioyyan inteqralin totbigi ilo holl edilon yuxarida
baxdigimiza oxsar masalalor onun xiisusi hali olan miiayyasn inteqralin

totbigi ilo do hall edilo bilor. Malum Nyuton-Leybnis disturunun
asagidaki miivafiq ifadasini nazors alsaq bu elo bir gozlonilmoz hal

deyil. (a,b) -do kasilmoyon F vo f funksiyalar1 yalniz vo yalniz

+C= —In|sin 16x|+ In|sin x|+ In16+C
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F(x)= F(a)+_[ f(t)dt, xe (a,b) (2') minasibati ilo slagolondikdo
F’(x)= f(x), xe (a,b) (') asiihg ilo olagedardir. Buradan aydindir

ki, F funksiyasinimn yazilisini sadolosdirmok lazimdirsa, onda ovvalco
onun f téromosini sadologdirmok, sonra iss (2') diisturuna osason F-i
tapmaq faydali ola bilor. Eyni ¢evirmalor ii¢iin faydali ola bilon bagqa

sado miihakimo “hor hansi [a,b) yarim intervalinda kasilmayan f vo g
funksiyalart homin yarim intervalda f (X) = g(x) sortini 0dayirse, onda

X X
ixtiyari X [a,b) tgtn | f(t)dt = [g(t)dt fakuudir. Bu fakm totbigini
a a
Nyuton binomu diisturunun ¢ixarigi iizorinds niimayis etdirmok olar.
[14] do bu distur goxhodlinin omsallarini onun téromolorinin sifir
nogtesindaki giymatlori vasitosi ilo ifads disturundan istifado etmoklo
cixarihir. Umumilosdirmo Gglin ohomiyyatli olan hor iki yanasmanin
moktob programinda olmas1 magsadsuygundur.
10. Inteqralin totbigi ilo bozi boraborsizliklori isbat etmok
mimkindir. Boarabarsizliklorin isbatina miioyyan inteqralin bir ¢ox
totbiglari belo bir sads teoremo asaslanir: f vo g funksiyalar: har hansi

yarim intervalda kosilmayandirsa vo [a,b) - in hor yerindo
f(x)<g(x) borabarsizliyi odonirss, onda xe[a,b) gin

J. f(t)dt < jg(t)dt (6). Olave olaraq [a,b)-don gétiiriilmiis hor hanst

a

X, Ucln f(x)< g(x) ciddi beraborsizliyi 6denirse, onda X > X,
oldugda | f(t)dt < ['g(t)dt ciddi borabarsizliyi odonir. Bu teoremdan
a 0

borabarsizliyin dogrulugunun bilavasito yoxlanilmasinin belo priyomu
alinir: F(X)S G(X) (a <X< b) (7) barabarsizliyini yoxlamaq tolab
olunursa, onda oavvolco bu funksiyalarm f vo ¢ tdromolori
(f =F’, g =G’) analoji boraborsizliyi yoxlamagmn faydali oldugu
alina biler, basqa sozlo f(x)< g(x) (a<x<b) (8) barabarsizliyini
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yoxlamaq olar. (8) dogrudursa, onda I f(t)dt < Jg(t)dt (9) da dog-

rudur. (9) barabarsizliyinin sol vo sag toroflori iso ya uygun olaraq
F(X) Vo G(X) ilo Ust-Gsto diisiir, yaxud da onlardan hor hans: sabitlo

forglonir. Bir misal gdstormoklo kifayotlonok: sin x < x (0 < X< oo)

(10)  borabarsizliyindon istifado  edorok  hamin  x-lor  {glin
2 3 2 4

cosle—x— (12), sinxzx—x— (12), cosxgl—x—+x— (13)
2 3 20 A

barabarsizliklorinin dogrulugunu yoxlayin.
(10) borabarsizliyinin hor torsfini 0-dan X-o Qgodor sarhadds

X X
(0 < X < ) integrallayaq. Baxilan teoremo asason JSintdt < Jtdt Vo

0 0
2

X . .. :
ya Vo ya COSX = 1—?, bu iso (11)-in isbatidir, buradan yena hamin

0

teoremo  asasan Jcostdtzj(l—;tz}t vo ya (12)-i o
0

X X 3
J-Sintdt > J t—t— t -don (13) alinur.
0 5 3l

Eynicevirmoloro aid deyilonlori miivafiq caligmalar vasitasilo
moéhkomlondirmok sagirdlorin imumilogdirmo qabiliyyati va vordis-
lorinin inkisaf etdirilmasine ¢ox kémak edir.

1.8. Funksiyalar arasinda masafs (XI s). Moktobds riyazi
analizin elementlori dyranildiyindon burada funksiya anlayisi xtisusi yer
tutur. Bununla slagodar olaraq muollimin muasir riyazi analizin osas
anlayislari ilo daha dorindon taniglig1 zoruridir. Bu baximdan oavvalca
Umumiyyatlo masafs sonra iss onun Umumilagdirmasi kimi funksiyalar
arasindaki mosafo hagda mioyyan molumatin sagirdlora verilmasini
mogsadauygun sayiriq. “A va B sohorlori arasinda masafo” konkret
sortdon asili olaraq miixtolif mona kosb edir. Toyyaragi bu mosafoni
daha ¢ox diiz xatt boyunca 6l¢iir, maginin siiriiciisii iso onu diiz xotdan
forgli sosse yolu hesab edir. Mistavids iki ndqte arasindaki mosafo

d= \/(Xz —x )?+(y, —y,)* (1) disturu ilo hesablanir. Buna Evkilid
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mosafasi deyilir. Bu mosafodon forgli mosafoya misal olaraqg, dizgiin
planlasdiriimis sohords iki montage arasindaki on qisa yolla gedilon
mosafoni gostormok olar. “A evindon B moktabino godor 200 m sonra
donarok 100 m get” riyazi olarag o demokdir ki, XOY koordinat
mustavisinda, oxlar sohorin kiigaloring iki istigamotdo paralel olmagla,

A(Xl, yl) Vo B(XZ, yz) nogtolori arasindaki mosafo (Sokil 1.)
S(A,B)z‘x2 —x1\+\y2 —yl\ (2) dusturu ilo hesablanir. Gostorilon
noqtolor arasindaki mosafo dedikdo ‘Xz - Xl‘ Vo \yz - yl\ adadlorindan
on boyuyiind, yoni m(A,B)= malxﬂx2 — x|y, = yl\} (3) gotiirmayin
miinasibliyi hallar1 da vardir. Buna iso ¢ox vaxt Minkovski mosafasi
deyilir. (1), (2), (3) disturlarina analoji olaraq ii¢ olgiilii fozanin
A(X,,¥,,2,) Vo B(X,,Y,,z,) noqtolori arasindaki d(A,B), S(A,B), m(A,B)
masafolori daxil edilo bilar.

Mustovinin vo fozanin noqtolori arasinda hor hansi p(A,B)
mosafasi muoyyandirss, onda gostorilon masafolor monada “dairalore
va kirslora” baxmaq olar:
m mosafosi monada mar-

kozi A, noqtesindo ra-
diusu r olan dairo mstavi
tizerinde morkazi A, nog-
tosinds vo koordinat oxla-

rina paralel toraflorinin
uzunlugu 2r olan kvadrat,

morkezi A, nogtesinds

olan kiiro iss morkezi A, 0 \ x

noqtoesindo  vo koordinat gkl 1

oxlarina paralel tillarinin

uzunlugu 2r olan kubdur. d mosafasine gdrs dairs vo kiirs elo onlarin
6zldlr. S mosafasina goro dairo va kirenin nadan ibarst olmasini
muoyyanlosdirmoayi sagirdlora tapsirmaq olar. Sagirdlorin diggatini
ndqtalor arasindaki moasafs ilo yanasi, noqtolor coxluglarinin, masalon,
oyrilorin, xiisusi halda funksiyalarin grafiklori arasindaki mosafanin
hesablanmasina yonaltmok maraqlidir. Bu zaman har bir ayriys vo ya
funksiyaya vahid obyekt, ayrilor vo funksiyalar ¢oxlugunun iinsiirlori
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kimi baxilir. Bu monada funksiyalar1 yenidon “ndgtolor” adlandirmaq
olar. Lakin bu adi (¢ 6l¢ult fozanin deyil, miicarrad funksional fozanin
nogtaloridir. Belo funksional fozanin hondasi xassalori bu fozanin
“noqtelori” funksiyalar1 arasindaki mosafoni neco daxil etmokdon
asthdir. Yeno iki oyri arasindaki mosafonin daxil edilmasinin mag-
sadosuygunlugunu niimayis etdiron konkret misaldan baslayaq. Forz
edok Ki, iki ayri Xorito (izerinds, kanalla birlogdirmak lazim golan, iki
cay1 tosvir edir. Belo hesab edok ki, kanal ¢aylarin on ¢ox yaxin

olduglari yerdo ¢okilmolidir. Géstorilon yanasmada L, vo L, oyrilori
arasindaki & mosafasini belo hesablamag mogsadouygundur: 1) diis-
turu ilo muxtalif A vo B nogtalori arasindaki moasafonin hesablanmasina
baxmali, burada Ael;, Bel, onlardan on Kigiyini, yoni
s(L,L,)= rpEiLn(A, B) (4) gétirmoli.
1
Bel,
1-ci sokildo (4) disturuna goro evklid mosafasinin  minimum
oldugu A, vo B, ndqtalori gostarilir. (4) dusturu ile mustavi lzerinds
ixtiyari iki nogtalor ¢oxlugu arasindaki mosafoni tayin etmak olar, lakin
bu Umumi halda min yerinds inf yazilmalidir, ¢iinki ola bilar Ki,
minimuma ¢atilmaz. (4) —don almir ki, L, vo L, ¢oxluglarinin ortaq

noqtolori vardirsa, onda (L, L,)=0. Umu-
miyyatlo bunun torsi dogru deyil. Ox oxu ilo Ly

1
y = — funksiyasmnin qrafiki arasindaki mosafaya I,
X

diggst etmakls bunu gérmok olar. Lakin, ¢ox vaxt
baxilan haldan forgli olaraq syrilor heg yerds bir-

birindon aralanmirsa, yaxin hesab edilirlor. Olbatto A -(= &
bu ifadoni bir godor dogiglosdirmak lazimdir. Bu 4

hagda bir goadar sonra. Halslik bels bir misala da
baxaq. Forz edok ki, L, vo L, ayrilori asfaltlanmig

iki yolu tesvir edir vo bunlar1 maginla sulamaq
lazimdir (Sakil 2). Bunun {i¢iin masin qurulusuna
gOro morkazi dayandigi ndoqtods olan R radiuslu  Sakil 2.
daironi sulaya bilir. Masmin R tasir radiusu elo

olmalidir L, oyrisi Uzro horokst etmoklo L,
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yolunu da sulaya bilsin. ©On kigik belo radius L,-in vo L, -don
mosafasini xarakterizo edir. Bu mosafs riyazi olarag necs ifads olunur?
L, ayrisinin A ndgtasini geyd edok. Bu néqgtonin L, -in B négtasindon
sulanmas iigiin magiin tosir raidusu d(A, B) - don kigik olmamalidir.

Onun L, - in he¢ olmasa bir néqtasindon sulanmast tiglin maginin tasir
radiusu R(A,L,)=mind(A B) olmalidir. B radius A ndqtosinin

Bel,
doyismosi ilo doyisir. Lakin L, -don bitin A noqtslori sulanmalidir.
Bunun Ggln miixtolif A nogtoleri iigiin  tapilmis  R(A,L,)

radiuslarindan on bdylyu goétirtlmalidir. Bu iso L, ayrisinin L, -don
mosafosini gostoren axtarilan ifadadir, yani p(i | )= maxmind(a,B) (5)-

Aely, Bel,

Eyni gayda ilo masinin L, yolu boyunca horokot etmoklo L,

yolunu suladigi radiusu tapmaq olar: R(Lz, Ll) =maxmind(A,B).
Bel,, Acl,

Bir qayda olaraq R(L,,L,) vo R(L,,L,) borabor deyil, yoni R mosa-
folori L, vo L, ayrilorino nozoron simmetrik deyil. Magim iki yoldan
hansi biri ilo gedirss tosir radiusu elo olmalidir ki, qonsu yolu sulaya
bilsin, onda bu halda masmin harokatinin minumum tasir radiusu
R(L,,L,) vo R(L,,L,) kemiyyatlorindon on bdyiiyii olacaqdur.

max mind (A, B)

AeL,,Bel, (6) komiyysti L, va L,
maxmind (A, B)

Be lL,,Ae L,

D(L,,L,)=max

ayrilarinin bir-birinden qarsiligh uzaqhigini xarakterizs edir vo L, L, -
ya nazaran simmetrik mosafslordir. Yalmz vo yalmiz L, vo L, tamami

ilo tist-iisto diigdiikdo D(L,,L,)=0. (Bunu (4) disturu ilo daxil edilon

masafs ilo migayise etmali). (6)-da fiqurlu moterizadoki max va min,
sup vo inf ilo avaz edilso onda onu mustevids ixtiyari iki coxlug
arasindaki moasafoni 6lgmok U¢lin totbiq etmok olar. Bu anlayisin
muollifi alman riyaziyyatgist Hausdorfdur. Odur ki, ona Hausdorf

mosafasi deyilir. (6) — da d(A,B) -ni m(A, B) ilo avaz etsok onda gox
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vaxt Hausdorf — Evklid masafosi adlanan D(L,, L, ) - den forgli, L, vo
L, coxluglari arasindaki Hausdorf-Minkovski mosafosi adlanan basqa

M (L,,L,) Hausdorf mosafosini aliriq. Oyrilor arasinda Hausdorf mo-

safasi anlayiginin riyaziyyatda gostorilon totbiglori ilo yanagi onun fak-
tik totbiglorine aid ¢oxlu misallar géstarmok olar. Sagirdlarin fizikadan
tanis olduqlar iki stiali elektron assioloqrafin ekraninda elektron sig-
nallarimin yaxmligini qiymotlondirmads har hansi real cihazin xarak-
teristikasinin ¢ixarilmasinda va s. Hausdorf mosafasindon istifado edilir
ki, bu da Umumilagdirmo ilo yanasi fonlar arasi slags U¢lin do fay-
dalidir. Baxilan misallar bels fikir yaradir ki, funksiyalar arasindaki
mosafoni onlarin miistovidoki grafiklorindan ibarat uygun oyrilor ara-
sindakt mosafo kimi basa diismok olar. Hogigaton do ¢ox vaxt bels
edilir. Xdsusi halda oayrilor vo c¢oxluqglar arasindaki yuxarida baxilan
mosafo novlorindon funksiyalar arasindaki mosafoni 6lgmok Gglin do
istifado edilo bilor. Lakin, malumdur ki, funksiyanin qrafiki miistovi
Uzarinds, X Vo y koordinatlarinin rolu eyni olmayan, (x, y) noqtalarinin
spesifik ¢oxlugudur. Xatirlayaq ki, koordinat miistovisindo ayri vo ya
Umumiyyatlo néqtolor goxlugu hor hansi f funksiyasinin grafikidir,
basga sozlo yalniz vo yalniz Ox oxunun har bir x négtesindan gal-
dirllmig perpendikulyar bu ¢oxlugu birdon ¢ox olmayan nodqtads kasirsa
f funksiyasi grafik verilir. Bu zaman uygun perpendikulyarlarin veril-
mis qrafiklo Kosigmosi bos olmayan x-lor alinmig funksiyanin toyin
oblastin1 omolo gatirir. Funksiya tclin grafiklorin gostorilon spesifik-
liyino gdro, Umumi halda mistovi ¢oxluglarina tothigi munasib ol-
mayan, XxUsusi mosafo anlayisi da daxil edilir. Cox vaxt toyin oblasti
odadi coxluglar deyil, daha mirakkob tobiotli obyektlor olan odadi
funksiyalar arasindaki masafoni 6lgmak lazim golir. Bu halda qgrafik
anlayis1 kifayat godor mirokkoblosir vo avvalki muhakimalor Gmu-

miyyatlo totbig olunmayan gériins bilor. [a,b] parcasinda verilmis iki

kosilmayon f, vo f, funksiyalari arasindaki mosafo daha ononovi

C(f,, f,)=max]| f,(x)— f,(x) (7) dusturu ils tayin edilir. Masafanin
xela,b]

belo verilma Usulu toyin oblasti pargaya nisbaton daha mirakkab olan,

hotta arqumenti odod olmayan, funksiyalara totbiq edilir. (7) ilo daxil

edilon masafaya barabor 6lcull metrika deyilir. Riyaziyyatda mosafaya,

Umumiyyatlo 0, har hans1 xassoya malikdirss, metrika deyilir. Bu hagda
sonra geydimiz olacaqdir. Bu metrikaya ona géra barabor 0lcull deyilir
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ki, c(f,f,) mosafesinin kicikliyi eyni zamanda bitiin

‘ fl(x) - fz (X)

Bu mosafo simmetrikdir, yoni ¢(f,, f,)=c(f,, f,) vo yalmz va yalnz

, XE [a, b] forglorinin doarhal kigik olmasini gostarir.

f,, f, funksiyalari eyniliklo sifra barabar olduqda o, sifra baraboardir.
Ug olgulii fozaya analoji olarag bitin kesilmez vo verilmis [a,b]

parcasinda kasilmayon f(X) funksiyalar “fozasinda” barabar 6lcili
metrikann kdmoayi ilo “kira” anlayisimi daxil etmok olar. Bels ki: (7)
mosafasi monada verilmis f, funksiyasindan r-don ¢ox olmayan mosa-
fodo yerlogon, yonibutlin f-lor Ucln
c(f,f,)<r olan f funksiyalar

¥

¢oxluguna morkozi fo noqtasinds,

basqa sozlo fo funksiyasinda olan r
radiuslu  kiro deyilir. Bu anlayist

hondasi sorh etmok catin deyil. [a. b]
pargasinin noqtalorindon OX oxuna
galdirilmis  hor bir perpendikulyar
Uzoarinds uclar1 bu perpendikulyarlarin 2 b

fi, T, funksiyalarinin grafiklori ilo
kasismo noqtalorinds olan pargalart gostorak (Sakil 3). Belo parcalardan

f,, f

Sakil 3.

an boylyunin uzunlugunu 2 funksiyalar1 arasindaki mosafo gobul

edirik. Markozi fo noqtssinds olan r i’

radiuslu kirani uygun olaraq bels al-
| Jfolx

maq olar: fo funksiyasinin grafikini

0zlno paralel r gadar yuxart vo asagi I
Cokok. Mustavida eni saquli xott (izro r
2r-o borabar oyri xotli zolaq aliriq ’

(Sakil 4). Qrafiklori bu zolagdan
konara ¢ixmayan butin kosilmoz

-

. - f
funksiyalar baxdigmmz morkozi °
noqtasinds olan r radiuslu kiradir. Skl 4
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Borabar 0Ol¢ili mosafoni Hausdorf metrikasinin komayi ilo 6lgilon
mosafo ilo miqgayiso etdikdo aydin olur ki, bozi hallarda ikinci
masafonin birinciya nisbaton ustiinliiyli vardir. 3-cii sokildon gorunr
ki, grafiklorin dik hissalorinds saquli xott (zro onlar arasindaki,
funksiyalar arasindaki barabor 6l¢lili masafoni do veran, mosafo bu
funksiyalar arasindaki Hausdorf moasafasine nisbaton kifayst godor
boyuk ola bilar. Halolik s6hbat yalniz kasilmayan funksiyalardan gedir.
Hausdorf masafasi bitiin mahdud (o cimladan kasilon) verilmis [a, b]

parcasinda toyin edilmis funksiyalar ii¢ciin do miinasib metrika daxil
etmok imkani yaradir. Sobabi odur ki, bu halda funksiyalar arasindaki
Hausdorf mosafosini onlarin qrafiklori arasindaki mosafo Kimi deyil,
neco deyorlor tamamlanmis qrafiklori arasindaki mosafo kimi basa
diismok miinasibdir. “Tamamlanmig
grafik” anlayisinin monasini izah etmok
1, x>0
Ugln  signx =40, x=0 oldugda. Bu 1

-1, x<0

funksiyanin qrafiki (Sokil 5) kasilon
oyridir. Lakin sagirdlor onu ¢ox vaxt
sohvan 6-c1 sokildoki kimi tosvir edirlor.
Sohv ondan ibaratdir ki, yeni oayri
funksiyanin qrafiki ola bilmoz, ¢unki burada x=0 ndqtesine y-in bir
giymeti deyil parganin biitiin noqtalori garsi qoyulmusdur. Lakin sshvin
psixoloji sobobi onunla olagadardir ki, biitiin qgrafiklor karandasi
kagizdan ayirmadan ¢okilmolidir. Burada “tamamlanmis qrafik”
anlayiginin doqiq torifi, ixtiyari funksiya
t¢lin deyil yalniz birinci nov Kosilmosi
olan, basqa sézlo hor bir X, ndqtesinds

Y

S

Sekil 5

X — X, iso sag va sol torofli limiti olan
funksiyalar Ggtin yoni  lim f(x) vo

() S
lim f(x) limitlori varsa, géstorilir. Bu
(o)
limitlor uygun olaraq f(X0+O) Vo Sekil 6

f(XO—O) ilo isaro edilir. Yalniz vo
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yalmz f(x, +0)= f(x, —0)= f(x,) oldugda f(x,) funksiyas X,

noqtssinds  kasilmayandir.

Kasilma ndogtalarinds iss

f(XO—O),

f(x,+0) limitlorindon heg birisi, xtsuson, f(x,) ilo Gst-isto

diismoya bilor. Hor hansi xoe[a,b] noqtesi  goturak  va
M (Xo): max{f (Xo )1 f(xo _O)’ f(xo +O)},
LY LY
»
!
'\‘EJ/E 'd/d' I
P l
T \/ X T —x
4
|
|
5 b b)
Sekil 7

m(x,)=min{f(x,), f(x, —0), f(x, +0)} isaro edok. X, kosilmo
nogtasidirss, onda f (X) funksiyasinin grafikinin uclari (XO : m(X0 )) Vo

(XO,M(X0 )) nogtolorindo olan saquli parga ilo tamamlayiriq.

Kasilmazlik nogtalorinds tamamlanmanin
bu Gsulu grafiki doyismir. Naticods ms-
tovido alinmis nogtoelor ¢oxlugu baxilan
funksiyanin tamlanmis qrafiki olur. 7 a so-
klindo har hansi kasilon funksiyanin gra-
fiki 7 b — do iso tamlanmis grafiki gosto-
rilir. Kasilmoayoan funksiyalar tglin tamam-
lanmis qrafik adi qrafiklo eynidir.
Tamamlanmig  qrafikin  torifindan
alinir ki, Ox oxuna perpendikulyar har bir
diiz xott ya onu kosmir, yaxud négtoys
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cevrilo bilon qapali parga iizro kasir. Lakin belo xassays malik har bir
¢oxlug har hansi funksiyanin tamamlanmis qrafiki olmaz. Masslan, 8-ci
sokildo gostorilon xagvari c¢oxluq he¢ bir funksiyanin tamamlayici

qrafiki deyil. Indi belo bir torif vermok olar: f, vo f, funksiyalarinin

tamamlanmig qrafiklori arasindaki Hausdorf mosafosine onlarin
arasinda Hausdorf masafasi deyilir. Adi grafiklo yanagi tamamlanmisg
grafikdan istifadonin mogsodouygunlugu kosilon funksiyani togriban
kosilmayan qobul etdikdo meydana ¢ixir. Yeno signx funksiyasina
baxag. Bunu har hanst monada yaxin oldugu kosilmoyan funksiya ils
ovoz etmok istodikds tobii ki, onun sigrayisi dik xatls, lakin kasilmaz

galxma ilo, “ovoz edilir”, yoni ¢, (X) funskiyasma (Sokil 9) baxilir.

Askardir ki, € no godar Kicik olarsa ¢, (X) 0 gadar signx-s yaxin olar.
Lakin bununla signx funksiyasinin adi qrafiki Hausdorf masafasi
monada Ve ugin ¢, (X) funksiyasinin qrafikinden uzaq olacaqdir.

Cunki ¢, (X) funksiyasinin grafiki {izorindo signx funksiyasindan
1
masafasi > - don boyiik va ya barabor néqte vardir. Eyni zamanda

& — 0 da signx funksiyasinin tamamlanmis qrafiki ilo ¢, (X) funksi-

yasinin qrafiki arasindaki Hausdorf mosafasi sifra yaxinlasacaqdir.
Funksiyalar arasinda masafonin daha bir, integral vo ya Lebeq metrikasi
adlanan, verilma tsuluna toxunag:

‘](fl’ fz):j. fl(X)_

(8). Bu torifdon gori- g
ndr ki, J(f,, f,) hondosi @ ()

Y

olaraq f,, f, funksiya-
larmin  qgrafiklori = va
X=a, X=Db noqtolo- g X
rindon Ox oxuna qaldi-
rilmis  perpendikulyar- Sekil 9
larin  amolo  gotirdiyi
mustovi fiqurun saho-
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sindan ibaratdir (Sokil 10). Askardir ki, barabar 6l¢ili moasafo manada
yaxin olan funksiyalar inteqral metrikasi manada da yaxindir, lakin torsi
dogru deyil.

J(f,, f,)-in
ovvolcadon  veril-  »
mis ki¢ik miisbot d
adadindan kigik ol-
mast vo eyni za-
manda hor hansi
X, € [a,b] nogto-
sinda | £,(x)- £,(x)
forginin  avvalco-
don verilmis boyuk
musbst D adadine
borabor olmast B
ucn iki kasilmaz well 10.

f,, f, funksiyalarinin grafikini ne¢o gokmok lazim goldiyini asabligla

X

hiss etmok olar. Lakin inteqral metrikasi monada iki funksiyanin ya-
xmlig [a, b] pargasmin oksor nogtolorinds hor halda ‘fl (x)- fz(X){

forginin kigikliyino tominat verir; daha dogrusu f,(x) - i f,(x) - don
nisbaton ¢ox farglanirsa onda bu yalniz nisboaton az davamda yaranan
Xe [a, b] nogtalori coxlugunda odonir. Umumiyyatls iki funksiya

arasindaki inteqral mosafosinin kicikliyindan onlar arasindaki Hausdorf
mosafasinin kigikliyi almmmir. Habels, Hausdorf masafosi Kkigikdirss,
onda integral masafasinin do kicik olmasi moacburi deyil. Yuxarida
daxil edilon mosafs anlayislarinin bazi Umumi cahatlorini do godstarak.

Qeyd etdik ki, (5) halinda R(L,,L,) mosafosi simmetrik deyil. Lakin
bu mistosna haldir. Qalan biitin hallarda X; vo X, elementlori
arasindaki mosafo (Umumi halda onu p(X,, X,) ilo isaro edirik)
p(X,, X, )=p(X,,X,) (9) xassosini Gdoyir. Mosafo anlayisinin
totbiqi Uglin bagsga bir xasso oldugca mihimdir: ixtiyari ¢
X, X,, X, elementlori iigiin p(X,, X,) < p(X,, X5)+ p(X,, X;)

(10). Bu xassa ucbucaq borabarsizliyi adlanir. Ona goro Ki, oan sado
halda mustovinin noqgtslori arasindaki mosafs (1) disturu ilo verildikds,
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bu xasse bels bir fakt: ifads edir ki, tapalori X, X,, X, néqtalarinds

olan tigbucagin bir torsfinin uzunlugu qalan iki terefin uzunluqlan
comini agmir. (10) xassasini (4) disturu ilo verilondon basqa yuxarida
gostarilon btlin masafalor 6dayir. Nohayat masafonin daha bir xassasi

belodir: Yalmz vo yalmz X, = X, oldugda p(X,,X,)=0 (11). Bu
xassoni yuxarida daxil edilon masafalorin lglindon basqa qalanlar

6dayir. Belo ki, artiq qeyd etdiyimiz kimi hamin xasss (4) mosafasinda
habelo inteqral metrikasinda yoxdur. Buna inanmaq tgiin biitiin

. 0, 0< x <1oldugda
xe[a,b] ucin  f(x)=0 wo fz(x):{1 x=1 oldugda

funksiyalar arasindaki mosafoys baxmaq olar. Hausdorf masafasine
bitin mustovilor ailosinds baxilarsa bu xasso burada da 6donilmir.
Masoalon, hor hansi sorhadsiz vo sorhadli iki eyni dairo arasindaki
mosafo sifra borabordir. Lakin Hausdorf metrikasina yalniz qapali, yani
torkibina bitin sarhad néqtelori do daxil olan ¢oxluglar sinifinds ba-

xilarsa o (11) xassasini Gdoyir. Inteqral metrikasi iso baxilan [a, b]
pargasinda kasilmayan funksiyalar sinfinds, habelo daha genis funksi-
yalar sinfinds, toroflordon birinds hor bir xe [a, b] nogtssinds (ma-

solon sagda) bir torafli kasilmoayon funksiyalar sinfinds (11) xassasini
odayir. Belalikls, p masafesindo (11) xassesinin olmasi tokca onun

daxil edilmasi Gisulundan deyil, habelo p -un baxildig: elementlor gox-
lugundan asilidir. Demayasan, p masafasinin gostarilon (9), (10), (11)

xassalori, elementlori arasindaki mosafo mioyyan edilon, mazmunlu
umumi goxluglar nazariyyasini qurmaq tgtn kifayotdir.

Hor bir X, X, citlori arasinda (9), (10), (11) xassalorini 6doyan

monfi olmayan p(X,, X, ) mosafasi tayin edilon ixtiyari tobiotli tinsiir-

lorin M ¢oxluguna (masalon, mustavinin ndqtolori ¢oxlugu, funksiyalar
coxlugu, ayrilor coxlugu) metrik foza, p - mesafasine ise bu fozanin
metrikasi deyilir. Metrik foza anlayist funksional analizdo, miasir
funksional noazariyyasinds, topologiyada, riyazi fizikada vo digar riyazi
elmlardo mihim yer tutur.

1.9. Bezu teoremi (X1 s.). Forz edok ki, f(x) hoqigi ododlor

sahasinds (R) N =1 doracali bir doyisonli goxhadlidir. Onda f(x) - in
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R-do n-don az olmayan sayda kokleri vardir, @ yalniz vo yalniz f(X)

coxhadlisi (x—a) - ya boliindiikdo hamin goxhadlinin kakidur.

XX asrin 60- c1 illarine godor bu teorem moktobdos isbati ilo
birlikde Oyronilmisdir. Lakin sonraki illorde 2003-cl ilo godor Umu-
mtohsil moktablorinin programinda o olmadi. Coxhadlilorin dyrs-
nilmasinds mixtolif ifadslorin eyni c¢evrilmasinds, eynilik vo bora-
barsizliklorin isbatinda, tonliklarin va barabarsizliklarin hallinda istor
istomoz Bezu teoremindan vo daha ¢ox onun Umumilogdirilmis forma-
sindan istifado etmok lazim golir. Odur yaxs1 olar ki, dors prosesinds
imumilosdirilmis Bezu teoremi va onun tatbiglori do dyronilsin. Umu-

milogdirilmis Bezu teoremi beladir: Forz edok Ki, f(X, y,...,z) R
hogigi odadlor sahasinds k >1 dayisonli n>1 doracali, g(y, ..., z)
iso R-do K —1 doyisonli goxhadlilardir. f[g(y,...,z), y,..z] sifir

coxhodlidirss, onda f(X,Y,...,z) coxhadlisi [x—g(y,...z)] - o
bolundr.

Bu teoremi, habels onun totbiglorini manimsamok (iciin onunla
olagadar olan bir sira anlayiglar1 da dyronmak lazimdir.

Forz edok ki, f(X,Y,...,z) R hogiqi odadlor sahasinde gox doyi-

sonli coxhadlidir. Yeri golmiskon geyd edok ki, sagirdlor ¢ox doyisanli
funksiyalarla slagadar muxtslif omoliyyatlarla qarsilasdiglart halda bu
haqda da onlara Gmumi malumat verilmir. Belo funksiyalarin sagirdlora
Oyrodilmosi isinin metodik sistemini hazirlamaq ayrica todqigatin
movzusu ola bilar.

Verilmis R haqigi adadlor sahoasindon gétiiriilmiis sifirdan forgli har

bir odoad, habelo %0} - don olan verilmis goxhadlidon adadi vurugla

farglonan har bir coxhadli baxilan goxhadlinin R-do trivial ¢oxhadli
boloni adlanir. Verilmis ¢oxhadlinin biitiin basqa bolanlarine R-ds onun

qeyri-trivial bolonlori deyilir. f(X,Y,...,z) coxhadlisinin R-da trivial
olmayan bdlonlori yoxdursa ona R-da gotirilmayan goxhodli deyilir.
Hoaqigi R adadlor sahasinds trivial olmayan bélonlori olan f(x, Yy z)

coxhadlisi R-da gatirilon ¢coxhadlidir. R sahasinds ortaq bélanlori yalniz
stfirdan fargli adad (yoni sifir dorocali ¢oxhadli) olan R-do verilmis

f(X, Yy Z) Vo g(x, Y, Z) coxhadlilorine qarsiligh sadadir deyilir.
Coxdayiganli funksiyanin vo Umumilogdirilmis Bezu teoreminin mok-
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tobds totbigine aid goxlu sayda nimunalar gostarmak olar. Masalan,
a®+b*+c” +2ab+ 2bc + 2ac
a’-b®—c®—2bc
ifadoasini sadolosdirin” g¢alismasini yerino yetirmok tiglin sagirdlarin
cabri Kasrin surat Vo maxracinin (a+b+c) -0 boltndlytnd, hor iki

hoddin ¢ doyisonli funksiya olmasini bilmalari talab olunur.

Gorundr ki, galocokde moktab riyaziyyat kursunun moazmununu
muoyyanlogdirarkan ¢oxdayisonli funksiyanim, birdayisonli ti¢lin Bezu
teoremindoan sonra (indiki programda Xl sinifdo 6yranilon) onun
Umumilasdirilmis formasinin tolimin hansi marhalasinds 6yranilmasi
Uzorinds disiinmok lazim goalocokdir. Bu riyazi tolimin mazmununun
miayyan edilmasinin  osas taloblarine, xususon Umumilosdirma
meyarina uygundur.

1.10. Kompleks adadlarin dyronilmasi mokteb riyaziyyatinda
ododi sistemlorin qurulmasinin sonuncu marhalasidir. Odur ki, galocak
musllimlar bilmslidirlor ki, yeni odadlor sisteminin daxil edilmasinin
zoruriliyino gatiran praktik taloblorle yanasi belo genislonmoni tonliklor
halli osasinda niimayis etdirmok faydalidir. Malumdur ki, oksor hallarda
tonliklor do real proseslorin vo voziyyatlorin ideallagdirilmis riyazi
modelinin  qurulmasi  naticesindo  alimir.  Tosadifi  deyil ki,

x+a=b(abe N,b<a) ax=b(a,be Z,b/a), ax®=b(ax0 L>0?"
a a

“hogiqi R odadlor  sahssinda

tam kvadrat olmadigda), ax®+bx+c = O(b2 —4dac < 0) oldugda,

a* =b(a>0,b<0) sokildo tonliklori holl edorkon uygun olaraq tam,

rasional, hagiqi vo kompleks adadlor sistemini aliriq.

Diskriminanti monfi olan kvadrat tonliya gatirilon masaloys ilk
dofo italiya alimi Cerol Kardano (1501-1576) baxmusdir. Sonra kub
tonliklori hall edarkon N.Tartal sofist adadlorlo garsilagmigdir. R.Dekart
iso gostormisdir ki, k daracali cabri tanliyin “onun daracasindaki vahid-
lorin say1 qodar kokii vardir” vo bu kdklar igarisinds “tasavvir edilon”
Vo ya “Xayali” olanlar vardir. Hagiqi ododlorin kifayat olmadigi hala aid
daha bir misali xatirlayaq: haqigi oadadlor sahasinds misbhot osasdan
monfi odadin logarifmi yoxdur. Muxtolif masalalorin tohlili riya-
ziyyatcilar1 odadlor sahasini, bir hissasi xayali adodlordon ibarat, kom-
pleks adadlar sahasino godor genislondirmayin zaruriliyina gotirmisdir.
XIX asrin avvalinds kompleks adadlorin handasi sorhi vo koordinat
mustavisinds onlar tizarinds amallor daxil edilmis vo genis yayilmigdir.
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Hogiqi odadlari nozardon kegirmak bu sorhin yekunlagdirilmasina
kémok edir. Hoagiqi adadlor, koordinat diiz xotti Uzarindoki noqtslar,
baslangici koordinat diiz xotti Gizorinds O ndqgtasinds - koordinat sis-
teminin baslangicinda olan vektorlar coxluglarimi uygun olaraq

M., M,, M, ils isare edok. Bu ii¢ ¢oxluq arasinda tabii garsiligh bir-

giymetli uygunluq vardir. M, ~M, ~M, Voya x«<>M,_ <O |\/_|>X . Eyni
zamanda har hans1 néqtonin vaziyyatini mioyyan etmok tgun mistovi
Uzorinde diizbucaqli koordinat sistemindo (X, y) odadlor cutuniin

verilmosi lazimdir va torsina. Demoli haqigi adadlorlo koordinat diz
xattinin ndgtalori, habels hoqig adadlor ciiti ilo koordinat miistavisinin
nogtalori arasinda qarsiligl birgiymotli uygunluq vardir. Kompleks

odadlor X+ y~/—1 sokildo oldugundan, yani haqigi odadlor citl ilo

muayyan oldugundan onlar1 koordinatlar (X, y)olan mustavi nogtalori

ilo tasvir etmak olar.

Irlandiya riyaziyyatcis1 Ueyam Hamilton 1831-ci ildo vektor hagda
anlayis1 daxil etdikdon sonra kompleks ododlarin vektor sorhi mimkiin
oldu. Bu sorha asason do kompleks odadlor, mustavinin ndgtslori clitl vo
vektorlar ¢oxluglar1 arasindaki qarsihigh birgiymstli uygunluq miisyyen
edilmis, bunlarla slagoedar osas anlayislar (modul, arqument, kompleks
adadlar (izorinds amollar) daxil edilmisdir, kompleks adadlorin muxtalif
tothiglori gostorilmisdir. Kompleks adad artiq geyd etdiyimiz kimi mok-
tobdo hogigi adadi sistemlorin son genislondirilmoasi olaraq daxil edilir,
sonra onunla slagedar ssas anlayislar verilir, iki hodli vo diskriminanti
monfi olan kvadrat tonliklorin hallino totbigi Oyrodilir. Bu odadlori vo
onunla olagodar asas anlayislar daxil etdikdon sonra trigonometrik funk-
siyalarin kompleks adadlor ¢oxlugunda toyin olunmus istlii funksiya ilo
slagasini sagirdlora Gyrotmok olar. Bu slage y =cos¢+ising funk-
siyast lizorinds aparilan miioyyan omoliyyat osasinda alman Eyler diis-
turlar1 ilo ifado olunur. Belo ki, gostorilon funksiyam diferensiallayib

d—z—sin(p+ic05(p= i2singp+icosg=i(cosg+ising)=iy Vo bur-
4

adan Iny =i¢ voya y=¢'" aliriq. Demoli €' =cosg+ising (1),
bu kompleks ododlor g¢oxlugunda eynilikdir. Dogrudan da ¢ =0

oldugda borabarlik dogrudur. Onun hor torsfini e asasdan logarifma-
layib vo téromasini tapsaq sag vo sol torofdoki funksiyalarin eyniliyini
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isbat etmis olariq. COS@ Vo Sin¢@ funksiyasinin dovriiliytindon Gstli
funksiyanin (e“") dovriililyd alinir. (1)-do @ - in yerinds — ¢ yazib
e =cosp—ising (2) aling. (1) vo (2) — don COS@ Vo SiNg -in

ip | a-ip ip _ o-ip
stlii funksiya ilo ifadlori cos,(p=+ze, sing =" ze

muayyan olunur ki, bunlari ilk dofs L.Eyler ¢ixarmisdir.
Kompleks adodlarin moktab programinda olmasi sagirdlarin bir ¢ox
basqa maragqli galismalar1 yerina Yyetiro bilmolorina sobsb olur. Budur

“x*+x+1=0 oldugda f(x)=x® +x* +x* —3 ifadosinin ododi
giymeatini tapin” masalasini kompleks adad haqqinda mslumati olmadan
hall etmok mimkiin deyil. Bunun tgiin (x? +X+1fx—1)=0= x° =1

oldugunu bildikdon sonra asanligla f (X) =0 tapilir.

1960-c1 ilo godar kompleks adadlor orta moktobin X sinfinds 6y-
ronilmisdir. Lakin sonralar bu mévzunun yalniz fakiltativ masgalalorde
Oyranilmasi lazim bilindi.

Tacriibo gostarir ki, bu mdvzunun yens do oasas programa daxil
etmok zoruridir. Hazirki programa gors X sinifdo kompleks oadoadlor
Oyroanilir. Moktob Planimetriya kursunun bir gox masalalarini kompleks
odadlarin tatbiqi ilo inca va sads hallarini vermok olar. Lakin kompleks
adadlarin shamiyyati takca bu va ya digor handass moasalasinin ssmorali
yolla hallini vermak deyil, baxmayaraq ki bu da oldugca mihimdir.
Kompleks adadlarin tatbigi naticasinds ¢ox vaxt yeni faktlar misyyan-
losdirmoak, alinmig diisturlarin vo minasibatlorin tohlili ilo maragqh
Umumilosdirmalar aparmagq, bu yolla alinmis noticalori asaslandirmaq
vo dogiglosdirmoalor etmok imkani yaranir. Moktob planimetriya kur-
sunda sagirdlor paralelogramin diaqonallarinin kvadratlart comi hag-
qinda teoremi Gyranirlor. Bu teoremin Umumilosdirilmasindon ibarot
“Dordbucaqlinin biitiin toroflorinin kvadratlart comi onun diaqonallarin
kvadratlart comi ilo diaqonallarin orta ndgtslorini birlosdiron parganin
kvadratinin dord misli comina barabardir” teoremini kompleks adadin
totbigi ilo asanligla hall etmok olar.

Forz edok ki, ABCD dérdbucaglisinin diaqonallarinin orta nog-
tolori M, N — dir vo A,B,C,D,M,N ndqtalorina a,b,c,d, m,n kompleks
odadleri uygundur. m = ;(a +C)von= ;(b +d) oldugundan
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|AB|? +|BC|? +|CDJ? +|DAP = (a-b)fa—b)+ (b—c)b—c)+(c—d)c—d )+ (d -a)d -a)=
=2(aa+bb+cc+dd)-(ab+ab+bc+bc+cd +cd +da+da),
\AC|” +|BD|” +4MN|* = (a~c)a—c)+(b—d)b—d)+4(m-n)m-n)=(aa+bb+cc+dd)-
—(ac+ac+bd +bd)+(a+c—-b—d)a+c—b—d)=2(@aa+bb+cc+dd)-
—(ab+ab+bc+bc+cd +cd +da+da)

Burada a,b,c,d uygun qosma kompleks ododlordir. Teoremin bu
isbatindan avval (onu IX sinifde uygun certyojdan istifado ilo ishat
etmok olar). Koordinatlari uygun olaraq a,b kompleks adadlari olan A,
B noégtalori arasindaki moasafanin |AB[ = (a-b)a-b) (3) dasturu il

hesablandigini asaslandirmaq lazimdir. Bu ¢atin deyil. Belo ki, Z,E
qarsiligli qosma kompleks adadlordirso z = X +iy = r(cosg +isin @),

z=x—iy=r(cosp—ising), burada r=x>+y?*,

2z =r*(cosp+ising)cosp—ising)=r? demoli zz=r" (4). Buiso
radiusu r vo markazi koordinat baslangicinda olan ¢evranin tonliyidir.
Bundan sonra (3)-ln (4)-2 analoji alindigini1 demak olar.

Kompleks odadin tatbigi ilo planimetriya masalalorinin hallino
(bunu ayrica todqig etmok lazimdir) aid basqa niimunalor do géstormok
mumkundur.

1.11. On sads siralar (X-XI). Sagirdlorin silsilalorlo tanighgi 1X
sinfin cobr kursunda “sdadi vo handassi silsilo” mévzusu ilo slagodar
olur. Sonra X sinifds “Coabr vs analizin baslangic1” kursunda “Sonsuz
ardicilliglar vo onlarin limiti” moévzusunda onlarin on sads siralarla
tanigligl imkani yaranir. On sado ododi siralarin  Syranilmasinin
zoruriliyini sonsuz dovri onlug kosrin adi kosro ¢evrilmasi, habels
sonsuz azalan hondosi silsilonin hodlori comi haqqinda masalalor halli

zamani gdstormok olar. Birinci hoddi @, =a #0 vos ortaq vurugu g

olan handasi silsilays baxaqg: a,aq,...,aq ”‘l,..., sagirdlor malum dustur
Uzra bu silsilanin ilk n haddi comini tapa bilarlor. Bu silsilonin bitin
hadlarinin comini tapmaq olarmi, yoni a+aq+aq” +...+aq"" +...

comini tapmag mimkindiurmii? Bu com sonsuz sayda toplananlardan
ibaratdir vo ilk baxigdan mosSalonin holl olunmazliqr goriiniir. Eyni
zamanda sonsuz handasi silsilonin hadlor caminin tapila bilmasi bels fikir
yaradir ki, masalo realdir. Yalniz onu dogiq ifads etmok vo uygun an-
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layiglara  torif ~ vermok  lazimdir.  Miallim  geyd edir ki,
X, + X, +...+ X, +... soklinda ifads sira adlanir. indi masals bu ifadonin

adadi giymatini milayyan etmoyi Vo onu hesablamagi dyratmokdon iba-
rotdir. ©dadi siramin torifini daxil etdikdon sonra sagirdloro deyilir Ki,

ardicilligin @, Umumi hoddi, sira halinda siranm Umumi hoddi adlanir.

Qisa olaraq imumi hoddi a, olan sira iso Zan soklinda yazilir.
n-1

Siranin xiisusi comi vo onun limiti anlayislarindan istifads edarak sira-
nin cominin terifi verilir, “yigilan” vo “dagilan” sira istilahlarinin moz-
munu agilir. Bunun ii¢iin konkret misallardan istifade olunur. ©dadi
stralar1 6yrondikdon sonra onun xiisusi hali kimi sonsuz azalan handosi
silsilonin hadlori comina gayitmaq lazimdir. Sagirdlarin on sado siralar
Vo bununla slagedar anlayiglar1 yaxst basa diismalori tigtin ardicilliq va
onun limiti haqqinda bilmalidirlor, bunlara aid miivafiq ¢alismalar hall
etmolidirlor. Sonra on sads siralar haqqinda nazori molumatlar uygun
calismalar {izorinds dyradilmalidir.

Konkret misallar (izorindo siranin ilk n haddi cominin tapilmas,
hodlori misbst olan siranin yigilan olmasini gostormok dgln biitiin
xususi camlorin har hansi eyni bir ¢ adadindan kigik oldugunu gos-
tormayin kifayat olmasi, onun xiisusi comlari ardicilliginin yigilan “ix-
tiyari artan mohdud ardicilligin limiti vardir” toklifindon alinmasi, sonlu
comlor {iglin dogru olan “hadlorin yerini doyisdikdo com doyismir”
ganununun Umumiyystlo sonsuz siraya aid olmamasi, miitlaq Vo sorti

yigilan sira anlayiglari, yigilan sira {igiin {an} ardicilliginin sifira ya-

xinlagmasi sagirdlora Oyradilir.

Bu zaman baxilan siranin hadlarinin yerinin doyisdirilmasi ilo ola-
gadar Umumilesdirms va analogiya asagidakindan ibarat olur:

Motorizolordon istifado edarkon ehtiyatli olmaq lazimdir. On sada
misal olarag 1-1+1-1+... dagilan sirasinda métarizolori (1-1)+(1-1)+...
kimi qoymaqgla o, sifira yigilan siraya cevrilir. Lakin belo bir fakt
diggati daha cox coalb edir: elo dagilan sira vardir ki, métarizalorin
miivafiq sokildo qoyulmasi ilo 0, avvalcadon verilmis ixtiyari ododo
yigilan olur.

Odadi siralarin toliminds Riman teoreminin (ixtiyari sorti yigilan
siranin hadlarinin yerini doyismoklo dagilan vo comi ixtiyari avval-
codon verilmis ododo barabar olan yigilan siralar almaq olar) mithiim
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yer tutur. Bu teoremin isbatinda, adoton, kOmakgi toklifdon
(a, +a, +a; +... sirast sarti yigilirsa, onda onun miisbat hadlarindon

tortib olunmus sira dagilandirsa, moanfi hadlorindon diizolmis sira da
dagilir) istifads etmok lazim galir.

Riman teoreminin kompleks varianti ilo alagodar demak olar ki, bu
vaxta goder siranmn @, hodlarini ixtiyari hogigi adod hesab edirdik.

Onlar kompleks adadlor ds ola bilar.

Riyazi analizds Ean =a,+a +a,+..+a,+.. ododi sira-
n=0

simin xiisusi comi adlanan A= lim A, limiti varsa vo sonludursa o

N—o0
verilmig homin siranin comi adlanir. Bu tarifa asasan “rogs edon” dagi-
lan siranin comi olmadigr deyilir vo belo siralara ¢ox vaxt sistematik
olaraq baxilmir. Lakin XVIII asrin ikinci yarisinda riyazi analiz
sahasinds muxtalif faktlar, mosolon iki yigilan siranin hasilinin
dagilmasi, har hansi yeni monada dagilan siralarin comlonmasinin
mimkiinliyi qarsiya qoyuldu. Malum oldu ki, bels “camlamanin” bazi
metodlar1 olduqgca lazimli mosaladir. Homin metodlar haqqinda mok-
tobds otrafli molumat vermok mimkin deyil. Lakin riyaziyyatda tmu-
milosdirmoa amoliyyatinin shohmiyyatli oldugunu gostarmak magsadi
ilo bir sira geydlor etmoyi lazim bilirik. Demok lazimdir ki, Kosi tors-
findan limitlorin ciddi nazariyyssinin yaradilmasina goador (vo onunla
olagodar siralar nazariyyssinin) riyaziyyatda dagilan siralara az tosadif
edilmigdir. Onlarin isbatlarda totbiqi mubahisali olsa da, ayri-ayri
hallarda bunlara adoadi mona vermoak cohdlori olmusdur. Masalon, halo

. . 1 .
Leybniso qgodor 1-1+1-1+.. swasimin comi olarag —  ododi

gotiiriilmiisdiir.
Eyler bunu belo asaslandirmigdir ki,

=1-X4+x2 =X+ x* =x5+...
1+x

ayrilisinda (yalniz ‘X‘ <1 oldugda dogru olan) x yerindo 1 yazdiqda

. 1 .
hagigston 5 =1-1+4+1-1+... alimir. Bununla artiq hogigston baslangici

vardir, lakin maSalonin gqoyulusunda aydinliq yoxdur.
Miasir analizdo masals basqa ciir qoyulur. Siranin bu vo ya digor
doagiq ifads edilmis “tmumilosdirilmis comi” — nin torifi asas géturaldr.
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Bu torifin yalniz bu vo ya digar konkret adadi siraya deyil bels siralarin
tam sinfino totbig edilmasi nazards tutulur. Bunun ganuni olmasina heg
bir siibha yoxdur: oxucu xatirlamalidir ki, hotta adi “siranin comi”
anlayigi, no godor sads Vo tobii gbriinss, yalniz moagsadouygunlugda
oziinli dogruldan, sorti gobul edilmis torif asasinda daxil edilmalidir.
“Umumilasdirilmis comin” torifi adston, iki talobi 6domolidir. Birincisi

Zan sirasinin “tmumilogdirilmis comi” A, an strasinin “dmumi-
losdirilmis comi” B ise, onda Z(pan + qbn) sirasinin ~ “tmu-

milogdirilmis comi”, burada p,q iki ixtiyari sabitdir, pA+qB ododi
olmalidir. Bu talobi 6dayan comlomos metoduna Xoatti comlama metodu
deyilir. Ikincisi, adi torif yeniyo xiisusi hal kimi daxil olmalidir. Daha
dogrusu, adi monada A comins yaxinlagan siranin “iimumilogmis comi”
do olmalidir vo 0 da A-ya borabardir. Bu xassani 6dsyan comloms
metoduna tonzimli (mintazom) comloms metodu deyilir. Olbatts, adi
comlomo metoduna nishaton daha genis sinifdo “comloma” miayyan
etmoya imkan veron miintozom metod maraqhidir: yalniz bu halda tam
asasla “Umumilosdirilmis comloma” haqqinda danismaq olar. Siranin
“Umumilogsmis comi” anlayisina uygun olaraq dagilan inteqral giin
“Umumilosdirilmis qiymatdon” danismaq mimkiindiir.

Riyaziyyatdan xisusi gabiliyyatli sagirdloro golocokdo gdstorilon
anlayislarin osas xususiyystlori vo totbiglori ilo otrafli tanis olacagla-
riin miimkiinlilytinii demok lazimdir.

Moktab riyaziyyat kursunda ardicilligin monotonlugu vo mohdu-
dlugu anlayislarina xiisusi digqgeat verilmalidir. Riyazi analizls ilk dofo
tanig olan sagirdlor ticlin bir ¢ox faktlar (ardicilligin artmasi, azalmasi,
mohdudlugu, funksiyanin kosilmozliyi vo s.) intuitiv olaraq aydin
gorundr. Eyni zamanda riyazi analizin maozmunu intuisiyanin gostor-
diklorini montiqi olaraq tosdiq vo inkar etmok bacarigi tolob edir. ilk
addimdan burada intuisiya vo montigin dialektikasini hiss etdirmok,
yeni marholodo miigsahidolor oasasinda imumilogdirmolor aparmagi,
“agkar” faktlarin formallasdirilmasi ilo montiqi olaraq nodgsansiz vo
praktik totbiglor tigiin faydali naticolorin qurulmasina neco kegirildiyini
sagirdlore anlatmaq lazimdir.

1.12. 9dodlorin toplananlarina ayrilmasi masalasi  kombi-
natorikanin maraqli bélmalorindon biridir. Bu masaloda verilmis odadi
bu va ya digar sortloro asason negs iisulla toplananlarina (masalon, cit
Vo tok toplananlarina, borabor olmayan toplananlarina vo S.) ayirmagin
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mumkunliyni hoall etmak lazim golir. ©dadlorin toplananlarina ayril-
masint L.Eyler otrafli 6yronmisdir. Bir sira miixtolif mosalalor onun

baxdigr: “Qiymeatlori n;,n,,...,N, olan markalar satilir. Bu qiymotlor

vasitasi ilo, sirast ilo forglonon iki Usul mixtalif hesab edilorss, N
manati ne¢o Usulla xarclomok olar” mosolasinin xiisusi hallaridir.
Moktabds birloasmalor nazariyyasinin elementlori éyranildiyindan X-XI
siniflardo bu masaloys baxmaq olar.

N manatin giymotlori n,,n,,...,n, olan markalara xarclonma
tisullarinin say1ni f (N ) - lo gostorak. Onda
f(N)=f(N-n)+ f(N-n,)+..+ f(N-n,) (1) minasiboti 6donir.
Dogrudan da forz edok ki, N manatin verilmis markalara xarclonmasi
tisullarindan har hansi biri melumdur v sonuncu markanin qiymati n, -
dir. Onda biitiin qalan markalarin qiymsti N —n, olar. Tarsins, imumi
doyari N —n; olan markalarin ixtiyari kombinasiyasina qiymeti N,
olan bir markani birlasdirmoklo markalarin doyari N manat olan
kombinasiyalarini aliriq. Bununla doyori N —n; olan mixtolif

kombinasiyalardan doyari N manat olan mixtslif kombinasiyalar alinir.
Belsliklo, axtarilan kombinasiyalarin sayi, axirinci markanin giymati

n, manat oldugda f(N - nl) - yo borabardir. Eyni gayda ils ishat edilir
ki, n, doyarli marka ilo qurtaran kombinasiyalarin say1 f(N - nz)-ye,
N,,...,N, doyarli markalarla qurtaran kombinasiyalarm say1 iso uygun
olarag f(N—n,),..., f(N=n,) - o borabordir. ixtiyari kombinasiya
gostorilon tip markalarin biri ilo qurtardigindan (1) miinasibati dogrudur.
Bu minasibotds, N <0 iso, monfi migdarda pul xarclomok mimkiin
olmadigndan f(N)= 0. Habelo sado hesablama géstorir ki, f(0)=1

(1) miinasibatinin komayi ilo ardicil olaraq f (1), f(2),..., f(N =1)-i he-
sablamagla ixtiyari N t¢tn f(N) -i tapmaq olar. n, =1,n, =2,...,n, =k
oldugda, bu mosalonin Xisusi hallarina baxaq. N odadinin 1,2,...,k

toplananlarina, toplananlarin ardicilligi ilo farglonan toplananlart miixtalif
hesab etmoklos, biitin miimkiin ayrilisgini aliriq. Bu ayriliglarin  saymi

@(N,K) ilo isaro edok. (1) minasibotindon almr ki,
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(N, K)= (N -1, K)+@(N —2,K)+...+ (N — K, K) (2).
Bununla ¢(0,K)=1vo N <0 iso ¢(N,K)=0.

P(N-LK)=9o(N-2,K)+..+9(N -K,K)+ (N =K =1,K)  oldugunu
nozoro almagla @(N,K) - nin hesablanmasimi sadologdirmok olar.
odur ki, @(N,K)=2¢p(N -1,K)-¢(N —K -1, K) (3). Askardir ki,
k adodi N-don boyiik ola bilmoz. Odur ki, (N, N) N-m biitiin natural
ayriliglarinin - sayina borabordir. (N=N “ayrilisi” daxil olmagqla).
Toplananlarin sayt S-o bsrabar olarsa onda C,ﬁj ayrilis alargq.

Dogrudan da N vahid gétiiriib onlar1 bir sirada yazaq. Onlar arasinda N-
1 araliq olacaqdir. Bu araliqlardan S-1 se¢ok vo orada “arakosmalor”
goyaqg. N odadinin S natural toplananlarina ayrilisgin1 aliriq ki, har bir
belo ayrilma sorh olunan Usulla yegano gayda ilo alina bilor. N-1

araligdan S-1 aralig: Cf,j usulla segmok miimkiin oldugundan ayril-

malarin sayl1 Cf,j - ) barabardir. Odur ki,
o(N,N)=CJ_, +Cj_, +..+C 7 =2"". Belaliklo, isbat etdik ki, N-i

natural toplananlarin comino 2™ iisulla ayirmaq olar. Xatirlayaq ki,
bu zaman toplananlarin ardicilligi da nozars alinir. Masalon, 5 adadini
2°1 =16 isulla toplananlarina ayirmaq olar: 1) 5=5; 2) 5=4+1; 3)
5=1+4; 4) 5=2+3; 5) 5=3+2; 6) 5=3+1+1; 7) 5=1+3+1; 8) 5=2+2+1; 9)
5=2+1+2; 10) 5=1+2+2; 11) 2+1+1+1=5; 12) 5=1+1+1+2; 13)
5=1+1+3; 14) 5=1+1+2+1; 15) 5=1+2+1+1; 16) 5=1+1+1+1+1

Bu masoalonin yuxaridaki imumilogmasi ise maraqlidir.

1.13.Funksional tanliklar. Maktab riyaziyyatinda tonliklor muhiim
yer tutur. Belo ki, tonliklor hagqinda talim moktob riyaziyyatinin biitiin
bolmalari ilo slagadardir, konkret mozmunlu masalalor hallinin daha
somoarali tisullarmi verir vo bir sira tip masalalorin hallini Gmumilos-
dirmays imkan yaradir. Sagirdlorin moktabdo 6yrondiklori tonliklorla
olagodar biliklarini imumilosdirmak va genislondirmok magsadi ilo on-
lara riyaziyyat elminin mihim naliyyatlorindon biri olan “funksional
tonliklor” haqqinda bozi anlayiglar vermayi faydali hesab edirik. Ele-
mentar funksiyalarin 6yronilmasinds funksional tonliklarin boyik oho-
miyyati vardir. Funksiyalarin arasdirilmasi zamani onlarin ciit vo tok
olmasi, dovriiliiyli vo s. Umumi xassalorini funksional tonliyi 6domasi
kimi do izah etmok olar. Funksiyanin ciit, tok va dovrii olmasi xassalari
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uygun  olarag  f(=x)=f(x) (@, f(=x)=-f(x) (),
f(x+a)= f(x) (3) borabarliklori ifado edilir. Funksiyanm verilmo

tisullarindan biri do onu xarakterik xassslarinin gostorilmasi vasitosi ilo
izah etmok ola bilor. Funksiyanin bu tisulla verilmasinds funksioanl
tonlik anlayigindan, yoni verilmis funksiyanin, arqumentin onun toyin
oblastindan gétiiriilmiis biitiin qiymatlorinds, 6dadiyi mioyysn mi-

nasibotdon istifado edilir. Mosalon, F(x)=kx xotti funksiyasi
f(x+y)=f(x)+ f(y) (4) funksional tonliyini 6doyir. Dogrudan da
k(x+y)=kx+ky. Demoli bu vo ya digor funksiyaya mivafiq funk-

sional tonliyin halli kimi baxmaq olar. Onda, tabii olaraq, funksiyani hor
hansi funksional tonliyin halli kimi toyin etmok masalasi qarsiya ¢ixir.
Moasalon, Ustlii vo loqgarifmik funksiyalarin xarakterik xiisusiyystlorini
asagidaki teoremlor vasitasi ilo vermok olar: 1) Toyin oblasti biitiin hagiqi

odadlor goxlugundan ibarat, monoton vo f(x)f(y)= f(x+y) (5) funk-
sional tonliyini 6doyon funksiya a* iistlii funksiyadir, burada @ # 1

Bu teoremin sorti F(x)=a* -in li¢ miihiim xassosidir.

2) Toyin oblasti biitiin miisbat odadlor ¢oxlugundan ibarat, mo-
noton vo f(xy)=f(x)+ f(y) (6) funksional tonliyini odoyon

funksiya loqarifmik funksiyadir. Bu teoremin sorti iso f (x)=log, x

funksiyasinin {i¢ asas xassasindan ibaratdir.

Yuxarida gostordiyimiz alti funksional tonliklorin hor biri ayriliqda
konkret bir funksiyan1 deyil, miisyyan funksiyalar sinfini tayin edir.

Torif. Hor hansi funksiyalar sinfinin monsub oldugu miioyyon
xassoni ifado edon miinasibats funksional tonlik deyilir. Bels tonliklora
on sado misal 1-6 minasiboatloridir. Arqumentin bitin mumkin
giymatlorinds verilmis funksional tonliyi 6doyan f(X) funksiyast ho-
min tonliyin halli adlanir. Masalon, f(x)=cosx, ax®,sin x,kx,a*,log, x

uygun olaraq (1, 2, 3, 4, 5, 6) tonliklorinin halloridir. Funksional ton-
liyin halli ilo olagodar asagidak: sortlori gobul edoak:
1) f(X) funksiyasi monsub oldugu funksiyalar sinfinin hor bir

elementindon ixtiyari sabitlo farglonarse, yaxud homin sinfin bitin
funksiyalarin1 6ziine daxil etmirss, ona funksional tonliyin xtsusi halli
deyilir.
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2) f (X) funksiyasi miioyyon sorti 6dayan funksiyalar ¢oxlugunun
ixtiyari elementini 6ziins daxil edirss, 0, Gmumi hoall adlanir.

3) Ixtiyari xiisusi vo Umumi hoallorin f(X) funksiyasina daxil ol-
dugu isbat edildikds ona tam hall deyilir. Habelo mioayyan slavs sortlor
olmagla f(x) -in yeganoliyi isbat edildikds onu da tam hall gabul

etmok olar. cosx, ax?,sin X funksiyalari uygun olaraq (1, 2, 3) ton-
liklorinin xisusi halloridir. f(x)=g(sinx), f (x) = ¢(ax®), f (x)=g(sinx) i
uygun olaraq homin tonliklorin Umumi holloridir. Burada ¢ - ilo
gostorilon elementar funksiyalar daxil olan ixtiyari funksiya isaro
edilmisdir. f(x)=kx iso 6ziiniin kesilmozlik sorti daxilindo (4)-iin
kosilmoyon tam hollidir. Hor hansi l//(X) funksiyasinda x ovozinde
l//(X) g6tlrsok, onda l//(X) - in ikinci iterasiyasini, yoni
wlw(x)|=w,(x) aling. Buna ikitertibli funksiya da deyilir. Masalan,

p(x)=ax+b iss w,(x)=alax+b)+b=a’x+ab+b. Buna
uygun olaraq miixtolif tortibli funksional tonliklor vardir. Birtortibli
funksional tonliya yalmiz bir tortibli funksiyalar daxil olur vo s.
Funksional tonliklor axtarilan funksiyanin ona hansi doarocodon daxil
olmasi ilo do forglonirlor. Funksional tonliyin tortibi vo doracasi ona
daxil olan on yuksak tartibli va daracali funksiya ilo miiayyan edilir.
Moasalon, 7, (x) = X tonliyi iki tortibli, bir doracalidir. y?(x)—y(x) =, (x)
iki daracali va iki tortibli tonlikdir. Funksional tanliklor doyisanlorinin saymna
gora do forglonirlor. (1, 2, 3) bir doyisenli, (4, 5, 6) isa iki doyisonli
tonliklordir. Funksional tonliklors aid imumi anlayis verdikdon sonra,
onun yaranmasl, inkisafi vo burada Umumilosdirmalorin rolu hagqinda
sagirdlora qisa moalumat vermok olar. Bu tenliklorin dyranilmasine
baslandig1 vaxtdan ¢ox (200 ilo yaxin) kegmisdir. Buna baxmayaraq
onun vahid nazariyyasi, hallinin varligi, yeganaliyi vo iimumi metodlar
demak olar ki, yoxdur. Bir sira funksional tonliklor isa bu vaxta gadar
hall edilmomisdir. Dalanber, Eyler va lagranjin asarlorinds bu tonliklors
aid nimunslor vardir. Homin tonliklorin nazariyyasi ilo 1773-cu ilds
Q.Monj va P.S.Laplas masgul olmusdur. Bir ¢ox funksional tonliklorin
elmo daxil edilmasi vo holli Kosinin adi ilo baghdir. (5), (6) vo

f(x,y)=f(x)f(y) (7) tonliklorini o, daxil etmigdir. (7)-in holli
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f(X, y): X% - dir. Son vaxtlarda alimlor funksional tonliklorin no-

zariyyasina kompleks dayisonli funksiyalar nazariyyasini totbig etmays
baglamiglar. Bu tonliklora Veyerstras, Bebec, Livensov, Sinsov vo b.
Muahim olavalar etmiglor. Bizim dévrimiizds iss bu sahoys Kolmo-
gorov va Atsel diggst vermisdir.

Qisa tarixi malumatdan sonra an sads funksional tonliklorin halli
tisullar ilo sagirdlori tanis etmok lazimdir. Funksional tonliyi hall et-
mok, bunun olub olmadigin1 miisyyanlagdirmok vo varsa onu tapmaq
demokdir. Adaton xtsusi, imumi va ya tam hollor axtarilir. Bu tonliklor
limito kegmo, diferensiallama, kompleks dayisonli funksiyalar va sonlu
forglor metodlarinin komayi ilo hall edilir.

Gostarilon metodlarla hall, axtarilan funksiyanim tobisti Uzorino ciddi
mohdudluq qoyur. Bu da verilmis funksional tonliyin hallini axtarmagin
stini tisullarim tapmaga imkan verir. Masalon, f(x+y)= f(x)+ f(y) ton-

liyinin, axtarilan funksiyanin kosilon olmamasi sorti ils, yegano
f(X)= ax halli vardir. Lakin kosilmazlik sortinden istifado etmasok

hamin tanliyi 6dayan kasilon funksiya da tapmaq olar. Demali, bu Usul-
la hall daha genis funksiyalar sinfini ohato edir. Ona gdérs da giymot-
lidir. Funksional tonliklorin halli metodlarinin lazimi saviyysys ¢atdi-
rilmasi, bu hallin varligini, imumiliyini vo yeganaliyini ssaslandirmag
ciddi todgigatlar tolob edir. Biz moktabds bu va ya diger mévzularla
olagadar qarstya ¢ixan elementar funksional tonliklorin bazi halli Gsul-
larin1 vermoklo Kifayatlonirik.

(1, 2, 3) tonliklorinin halli uygun olaraq funksiyanin ciit, tok Vo
dovrii olmasi xassalorina asason miayyen edilir. Isbat edilmisdir ki, (4,

5, 6, 7) tonliklorinin holli iso uygun olaraq y=ax,y=a" vo
y=1log, X,y = X“ funksiyalaridir. Aydindir ki, (1, 2, 3) tenliklarinin

hor birinin sonsuz sayda hallori vardir. (4, 5, 6, 7) tonliklarinin hallori
iso bir birindon onlara daxil olan parametrlarlo farglonon xatti, tstlu, lo-
garifmik vo qlivvet funksiyalardir. (4, 5, 6, 7) funksional tonliklori
Kosinin totbiq etdiyi eyni bir metodla holl edilir. Kosi metodunun
mahiyyati ondan ibaratdir ki, (4, 5, 6,7) funksional tenliklarin halli (vo
Umumiyyatls) tadricon arqumentin bltin natural, rasional, daha sonra
hoqgiqgi giymatlori ti¢iin axtarilir. Bu metodla holl, axtarilan funksiya
Uzarina kasilmazlik sorti goymagla mohdudlasdirilir.

Bozi funksional tonliklari hoall etmok (cln ovozloms Usulundan
istifado edilir. Bu metod axtarilan funksiyanin toyin oblast1 ilo mahdud-
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lagdirilir. istifado edilon ovezlomo yeni mochulun homin oblastdan
gotiiriilmiis qiymatlorinds monali olmalidir. Funksional tonliyi ovoz-
lomo metodu ilo hall etmayin mahiyyati beladir: verilmis tonliys daxil
olan x-in (vo ya y-in) avazindo mivafiq giymotlor goturulur. Alinmis
yeni tonlik (vo ya tanliklor) verilmis tonliklo kombinasiya edilmokla
axtarilan funksiyaya nazaron cobri tonlik alinir. Belo tanliyi iso malum
aradan ¢ixarma tsulu ilo asanligla holl etmok olar. Lakin mixtolif
funksional tonlik iiciin aparilan ovozlomonin xarakteri muxtolifdir.

Mosolon, ay(x)+ W(l)z ax (8) funksional tonliyi holl etmak iigiin x
X
. 1 1) a
yerindos — yazib l//(x)+ ay| — |=— (9) alirng. (8) vo (9) — dan
X x| x

ay?
W(l) - i konar edib w(x)= a(l aXZ) tapiriq. Sonra W(X) -in
X x{(l—a

:)L(): aﬂ(:z—;%) aliriq.  Indi
a

2
f(X)— f( }z X (10) tonliyini 6dayan f(X) funksiyasinin toyin

giymatini  (9)-da yerino yazib l//(

a—X
edilmasino do sagirdlorin diggetini colb etmok olar. f(X) funksiyasin

tayin edan (10) barabarliyindan gorindr ki, bu funksiya x-in har hansi
2

giymotindo toyin olunmusdursa o, giymetinde do toyin

olunmusdur. Odur ki, x yerindo homiso yazmag olar. Onda

2 a2 2
f(a] f(ax a )= a (11) alirng. Yenidon (11)-do x
X

a—X a—X

2 2 2

yazsaq f(ax—a J+ f(x)= ax-a (12) boraborli-
X X

yerinds

yini yazariq. (11) boaraborliyini -1-o vurub alinan borabarliys (10) vo
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x*—a’x+a’

2x(x—a)

ilo sagirdlor alinmig funksiyanin verilmis tonliyi ddadiyini muayyan-
logdirilor.

(12) —i olavs edib f(X) = tapiriq. Bilavasito yoxlama

a a(l—axz) x3 —a’x+ad

Beloliklo, f(x)=kx,a*,log, x, x2, ,
elalikla () Ja x(]_—az) 2x(x—a)

funksiyalarinin uygun funksional tonliklorlo verilmasi tsullarini izah
etdik. Eyni zamanda homin funksional tonliklorin halli Usullarini da
gostordik. Funksiyanin, tokliyi, ctliyl ve dovrillylind ifads edon
borabarliklorin funksional tonlik oldugunu xatirlatdiq. Moktobdo Oyra-
nilon funksiyalarin hamis1 haqqinda belo masalo goymaq olar. Demali,
funksiyanin funksional tonliklor vasitosilo verilmasi mosalosini daha
otrafl1 islomak maraqlidir.

(8) Vo (9) tonliklorinin hollindon sonra 2 (x)+ f 12 3x funk-
X

sional tonliyini, sagirdlor (8) don istifade ilo mistagil hall edib
1 1 1

f(x)==-2x, f(): X —= (12) oldugunu tapa bilarlar.
X X X

Funksional tonliklorin moktob riyaziyyatina totbigine do nimuna
gOstormok olar. “Hans1 diferensiallanan funksiyalarin belo Xassosi vardir:

a,b,c ododlori ododi silsilo smolo gotirarss, onda f(a), f(b), f(c)
adadlori do odadi silsilo amalo gatirir”.

Ug haddan ibarst hor bir odadi silsiloni x, X+ Yy, X+ 2y sokildo
yazmaq olar. f funksiyasi tolob olunan xassoni ddadiyindon ixtiyari
x,ye R tgin f(x)+ f(x+2y)=2f(x+y) (13) boraborliyi odo-
nilir. Bu isa funksional tonlikdir. Bazi funksional tanliklari téramanin
tatbiqi ilo ds hall etmoak olar. Bu Gsulu (13)-ln halli Gzarinds gostarmak
olar. (13) funksional tonliyinin hor iki tersfino ye R dayiseninin

funksiyasi kimi baxib diferensiallasaq 2 f (X +2y)=2f"(x+y) eyni-
liyini alirnq. Buradan alinir ki, f '(X) sabit funksiyadir. Odur ki,
f(x)=kx+b, burada k,be R. Torsino, f(x)=kx+b oldugda (13)
borabarliyi  (kx+b)+k(x+2y)—b=2[k(x+y)+b] soklo diisiir,
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belaliklo, ixtiyari k,be R uclin édonilir. Demali mosalonin sortini yal-

niz vo yalniz xatti funksiyalar 6doyir. Askardir ki, buradan daha timumi
hokm alinir: hor bir odadi silsiloni odadi silsiloys yalniz xatti funk-
siyalar gevirir. Onu da bilmok lazimdir funksional tonliklorin hallinds
ixtiyari tortibdon téromadan istifads edils bilor.

Belalikla, funksional tonlik anlayigina baxmaqla sagirdlarin ton-
liyin novlori hagqinda molumatlarint genislondirmak vo onlarin mii-
vafig umumilogdirmo imkanlarini artirmaq miimkiindiir. (1-6) tanliklori
haqginda deyilonlorden aydindir ki, sagirdlor funksional tonliklorlo
moktabda qarsilasirlar, lakin bels istilahdan istifade etmirlor.

1.14.Trigonometrik barabarsizliklar va tanliklar (X s.). Belo
barabarsizliklorin hallinds asagidaki iimumi priyomdan istifado etmok

olar. Farz edok ki, f(x) =0 (1) tonliyi hall edilmisdir, yani onun btin
koklori malumdur vo artma ardicilliginda yazilmisdir. Bu koklor f (X)
funksiyasinin toyin oblastin1 sonlu va ya sonsuz sayda araliglara boliir.
Forz edok ki, X,_; Vo X; (1) tenliyinin iki qonsu kokloridir; (x) funk-
siyasi kosilmoyandirso, onda (X, ,,X;) intervalinda, sifira ¢evrilmodi-
yindan, onun isarasi sabitdir. Baxilan halda (1) tonliyinin koklori f (X)
funksiyasinin toyin oblastin1 sabit isaroli intervallara bolir. f(X) >0
barabarsizliyinin tmumi halli f (X) funksiyasinin miisbat oldugu bitin
intervallardir.  f(X) funksiyas: f = f, f,...f, vuruglarima ayrilmis-

dirsa vo ayri-ayriligda hor bir vuruq iiglin isaro sabitliyi intervallar
muayyanlosdirilmisdirss, onda bu intervallarin hamisimi bir ¢oxlugda

birlogdirib f (X) -in toyin oblastinin sabit isaroli intervallara ayrilmasini
aling.
f(X) >0 (voya f(X) < 0) borabarsizliyi monfi vuruglarin say1

ctt (tok) olan intervallarda 6donilir. Masalon, Sin X >sin3x (2) bora-
barsizliyinin hallina baxag. (2) barabarsizliyi
sin x—sin3x > 0,—2cos 2xsin x >0, cos 2x -sin x < 0 barabarsizliklori ilo

birguicliidiir. sin2xsin x =0 tonliyinin [ 77, 77] seqmentinds sol tarsfin
dovriini shato edoan koklorini tapag. c0s2X =0 va sin X =0 tonliklorini
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hall edib X = i%, X = ijﬂ, X =0 vo X==zx aling. Tapilan koklorin

[— T, T ] seqmentini  boldiiyli intervallarin har biri {giin isaralorin
paylanmasi cadvalini tortib edok.

37 T T KY/4
X =T <X | — <X | —— <X 0 <X | —| <X | —| <X | 7
< 4| < 4| < < | 4] <| 4] <
cos2x | + + 0 - 0 + |+ + |0 - 0 + |+
sinx 0 - - - - -0+ |+ |+ + + |0
Cs2X | ol o |+ o -]ol+|o]-]o0]+]o0
sinx

4 4
intervallarinda 6donilir. Umumi hall (¢ hollor seriyasindan ibaratdir:

P R i

Bu zaman cabri borabarsizliklorin hallinds intervallar metodunun
ohomiyyatini vo bu metodun timumilasdirilmasini xatirlatmaq lazimdir.
Tacriiba gostarir ki, sagirdlor trigonometrik tonliklors nisbaton trigo-
nometrik barabarsizliklorin hallinds daha gox ¢atinlik ¢okirlar. Xisusan
son naticads alinmig osas barabarsizliklorin hallini yazmaqgda sohvlars
yol verirlor. Bu da asas trigonometrik barabarsizliklorls birgucli bara-
barsizliklori diizgiin yazmamagla slagadardir. Bununla slagadar misl-
lifin [14] kitabindan istifado etmok olar. Sshvlor trigonmetrik funk-
siyalarin va onlarin daxil oldugu baraborsizliklorin asas xassolori baga
diisiilmadiyi ii¢iin yaranir. Yoxlamalarda buna komok etmir. Asagida
trigonometrik baraborsizliklorin son marhoalasine, sagirdlors xisusi tor-
tib edilmis alqoritmik yazilisin kdmayi ils izah edilon, catmagin imumi
metodikasini gostarak.

1) Borabarsizliyi toroflarindon biri (mosolon sagtorafi) sifir olan
soklo gatirmok; 2) Barabarsizliyin sol torofindoki funksiyanin sifirlarini
vo kasilmo nogtalorini toyin etmok; 3) biitiin tapilmali ndqtolorin
niimayoandslori olan néqtalori vahid ¢evrs izerinds gostormok; 4) ovval
alinmig adadlordon heg biri ilo Ust-Usto diismayan ixtiyari ¢ odadini

Beloliklo (2) baraborsizliyi |—7,— >z —”,o)(”,?ﬁ)
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se¢moak (borabarsizliyin sol torofindoki funksiyanin arqumentinin
giymoti; 5) Ox koordinat siiasi ilo ¢ bucagi emals gatiron OX’ siiasmi
¢okmok; 6) OX' siiast iizerinde X, yoxlama négtesini almag. Bunun
ucun ¢ adadini barabarsizliyin sol tarafinds yerina yazmaq vo alinmis

ifadonin isarasini toyin etmok. ifads sifirdan bdyiikdiirss, onda X
nogtesi OX' siiasmin vahid ¢evrenin xaricinds yerloson ixtiyari
noqtasidir, oks halda X, hamin OX/ siiasimin vahid ¢evranin daxilindo
yerlogon ixtiyari noqtosidir.

7. X nogtesinden baslayaraq vahid ¢evro (zro saat agrabinin
oksina harakat etmoklo onu biitiin qeyd olunmus noqtalords kasan salis
xatt kecirmok. Butiin néqtalordon kegmoklo bu xstt X, néqtasino ga-

yitmalidir; 8) Cokilmis xattin amalos gatirdiyi fiqur kombinasiyasinin la-
zim1 hissalorini segmok. Bunun (glin barabarsizliyin sol torafindaki
ifado sifirdan bdyiikdiirso, onda fiqurun vahid c¢evro xaricindoki
hissasini, oks halda fiqurun vahid ¢evra daxilindoki hissasini gétirmali.
9) vahid cevronin gotiiriilmiis hissolora diigon qovslarinin  musbat
istigamatlorini oxlarla geyd etmok. Bu qovslor barabarsizliyin hallori
coxluguna uygundur. Hoallin sonunda alinmig osas trigonometrik bora-
barsizliklorla birgtcli barabarsizlik, yani asas barabarsizliyin halli ya-
zilir,

Deyilonlor miivafiq ¢aligmalarla méhkomlondirildikds Gmumilos-
dirmo basa ¢atmis olar. Belo misallar isin hacmini artirdigindan onlarin
Uzorinds dayanmiriq. Baxilan tisulun nazari asas1 beladir. Forz edok ki,

f(X) >0 trigonometrik barabarsizlikdir, T iso x-in biitiin seriyalarimnin
yerlogdiyi an Kigik divrdir. (OX oxunun hissasi)) Oxun bu hissasinds
intervallar metodu Uzro f(X) funksiyasinin isars sabitliyi sxemini

quraq. O, dalgavari xatt Uzarinda [O;T] pargasinda olacaqdir. Uzun-

lugu T olan ¢evra gotirok vo onun Gzarinda [O;T] pargasini “geyd

edok”. Onda dalgavari xatt ¢evrani “monfi” hissasi onun daxilinds
“musbat” hissesi ise xaricindo olmagla burtiyar. Cevro uzarinds

uzunlugu [T,ZT], [2T,3T] va s. olan pargalart OX oxunun miisbat

hissasi boyunca “dolamagi” davam etsok manzars tokrar olunacaqdir.
Trigonometrik barabarsizliklarin va tonliklorin hallori seriyalarinin
birlogdirilmasine xtisusi digget vermak lazimdir. Bu sagirdlorde Umu-
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milogdirma gabiliyyatini inkisaf etdirmok ii¢iin yaxs1 vasitadir. Trigo-
nometrik tonliyin hollori seriyalarmi imumilosdirmok [18]-do yaxsi
verilmisdir. Odur ki, onun tizorinds dayanmiriq.

1.15.1ki ekvivalent barabarsizlik (Xs.). Masolo 1. Hor hansi iichucagm
toroflori uzunluglart &,b,C iso a(b+c—a)+b?(c+a—b)+c?(a+b—c)<3abc
(1) oldugunu isbat edin.

Mosolo2.  ixtiyari iicbhucagm A, B, C bucaglart fiigiin

cosA+cosB+cosC < g (2) oldugunu isbat edin. Bu masalolordon

birisinin halli molumdursa onda digerini asanliqla ona gatirmak olar.
Forz edok ki, 2 mosolosi hoall edilmisdir. Bu halda 1-in neco hall
edildiyini gostorok. (2) barabarsizliyindon istifado etmoklo (1)-i isbat
etmok lazimdir. Lakin avvalca (2) —in basqa tisulla hallini bilmok yaxs1
olar. (2)-in sol torafini belo cevirak:

cos A+cosB +cosC = 2cos A+B cos A; B +cosC. Sorto goro

2
A+B+C =180° oldugundan

A+B C

=9o°—§, Odur ki,

cos 2B - 005(900 —CZ:)= sin(2:; 0<cos <1 -dir; Onda

A+B A-B _ . C
cos <sin—,
2 2 2

Belaliklo,

2¢0s A; Bcos A; B +c0sC < 23inC2:+cosC = 23in2+1—25in2c

CcosS

; sincz: = X isaro etsok 23inc2:+1— 2sin’® (2: = —2x? + 2x+1 alarq.

indi —2x* +2x +1S2 oldugunu isbat etsok, onda buradan (2)-in
dogru olmast almir. Yy =—2x*+2x+1 tonliyi ilo verilon parabolaya

(1.3
baxaq. Bu parabolanin topasi [2;2) nogtesidir, onun qollart iso
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asagiya dogru yonslmigdir. Demoali VX dUglin —2x? +2X+1S§

borabarsizliyi dogrudur. Belsliklo (2) barabarsizliyi (1)-don istifads
etmodon isbat edildi. indi (2)-don istifado etmokla (1) — isbat edok.
Bunun (glin nozars alag ki,
a’(b+c—a)+b’(c+a-b)+c’(a+b-c)=
=alb? +c?—a)+b(c? +a’ —b?)+ca’ +b? - c?)

2 2 2 2 2 2 2 2 2
lazimdir ki, b™+c”-a +C tai-b +a b —c SE 4).
2bc 2ac 2ab 2
Kosinuslar teoremins asason (4) dan (2)-ni alariq, yani (1) dogrulugunu
forz etdiyimiz (2) barabarsizliyins gatirildi.
Forz edok ki, 1 hall edilmisdir. Bu halda 2-in neca hall edildiyini
gostarak. (1)-don istifads etmoklo (2)-i isbat etmak lazimdir. Kosinuslar

(3) Demali ishat etmok

. ) b*>+c?-a’ a’+c*-b?
teoremino  géro COSA=————; COSB=——""—"—;
2bc 2ac
2 2 2
cosC = ai+b -c yazariq. Demali (2) —ni
2ab
alb? +c? —a®)+bla? +c? —b?)+cla® +b? —¢? )< 3abc (5)

sokildo yazmaq olar. (3) boraborsizliyini nazars almagla (5)-i (1)
sokildo yazmaq olar. Belsliklo (2) barabarsizliyi, forziyays goro isbat
eda bildiyimiz (1) barabarsizliyina gotirildi. Bir sira ¢alismalari, X{susi
halda barabarsizlikiorin isbatini, gostorilon tsulla yerina yetirmok olar
ki, bu da misyyan Umumilosdirmadir.

1.16. Limit va kasilmazlik

1. Umumi geydlor

2. Ardicilligim limiti

3. Funksiyanin limiti

4. Funksiyanin kosilmazliyi

1. Moktab kursuna analizin baglangicinin daxil edilmosi onun ideya
mozmununu Kifayat qodor zonginlosdirmis vo praktik cohatdon
geniglondirmigdir. Lakin bununla yanasi moaktab riyaziyyatinda yiiksok
doracadan miirokkab, osasla sirotds didaktik islonmok talob edan,
anlayislar amolo galmisdir.

Tarixon téromo anlayisi, riyaziyyatda funksiyanin limiti anlayisinimn
dagiq torifinin hazirlanmasindan ovval yaranmisdir. Bu montiqi catis-
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mazliga baxmayaraq XVII-XVIII asr riyaziyyat¢ilarina o kifayat gador
aydin goriinmiigdiir. Funksiyanim kasilmazliyi anlayisi da uzun miiddot
belo intuitiv qalmigdir. Odur ki, A.N.Kolmoqorov tarixi yanasmani
tothiq edorok funksiyanin limitinin doqiq torifini vermodon téroms an-
layisii daxil edir’. O, funksiyanmn limitini, funksiyanin kesilmozliyi
anlayisi ilo miasir ciddi formada sagirdlori tanis etdikdon sonra, izah
edir.

Bu anlayislarin daxil edilmasi ardicilliglar1 haqqindaki masalani
mubahisali hesab etmok olarsa, onda doqiq torifin yeri haqqindaki m-
oSalo heg bir siibhoys Sobab olmur. Funksiyanin kosilmozliyi vo limiti
kimi murokkob anlayislardan sohbat getdikds, mubahisasizdir ki, har
seydan avval onlar sagirdlar iigiin intuitiv aydin etmoli vo yalniz bun-
dan sonra doqiq riyazi torifo baslamaq lazimdir. Sagirdlorin 6z sdzlori
ilo “dagig olmayan dildo” funksiyanin kasilmoazliyi va limiti anlayis-
larinin no demok oldugunu izah etmok bacarigi aydindir ki, daqiq torifi
ifado edo bilmok bacarmagdan (xususan bu ifadads har sey sagirdlora
aydin olmayan halda) az shamiyyatli deyildir. Bundan bels notico
cixarmaq olmaz ki, funksiyanin kasilmazliyi vo limiti anlayislarmin
dogiq tariflorini ifads etmayin shomiyyati yoxdur.

Ancaq belo notico ¢ixarmaq olar ki, aydin torif, bu anlayislar
konkret misallar tzorinds kifayot godor izah edildikdon sonra, meydana
galmolidir.

Asagida ardicilligin limiti, funksiyanin limiti vo kasilmozliyi anla-
yiglarinin daxil edilmosinin miimkiin olan metodik yanasmalarindan
birins baxaq.

2. Ardicilligin limiti
2.1. Ardicilhq dedikdo natural arqumentli funksiya f :n —a,,ne N

basa diisiilir. Odur ki, mahiyyat etibar1 ilo sonsuzluqda xdsusi halda
funksiya N ¢oxlugunda toyin olduqda, funksiyanin limitindon s6éhbat
gedir.

Pedaqoji noqteyi nozordon bu xiisusi halin ayrilmasi tamamu ilo
Oziinii dogruldur, bir torafdon o intuitiv aydin vo ayani, diger torofdon
iso ¢oxlu totbiglori, 0 ciimladan riyaziyyat kursunun 6zlinds (sonsuz
silsilalar, ¢evronin uzunlugu, cismin sothi vo hacmi) vardr.

"Konmoropos A.H., byHKimn, rpaduk, HenpepbIBHbIE QyHKIHH.
“mareMaruka B mkoie”, 1965, Ne6, cr 12-21
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2.2. Ardiciligin limiti moktobds goxdan Oyranms obyektidir. Pe-
daqoji — riyazi odobiyyatda ardicilligin limiti anlayisinin moktobds
Oyranilmasine aid miixtalif néqteyi-nazarlari oks etdiron metodik islor
vardir'. Bu fikirlorin miigayiseli tohlili todriso hazirlasanlar igiin siib-
hasiz ki, faydalidir. Bunu onlara sarbost is kimi tapgirmaq olar.

2.3.Ardicilligin limiti anlayisinin daxil edilmosi prosesinin mim-
kiin olan metodik sxemlarindan birini géstarak.

Ardicilliga aid miixtalif misallar1 vo onlarin odod diiz Xatti Gzarinds
tosvirini nazoardan kegirmoklos iso baslamaq maslohotdir.

1) 1,23,..,n,...

11 1
2) 1L,—,—,...,—,..
@ 23 n
(3) 1,4,9,16,...,n%,...
11 1
4 117!71""7"
® 49 'n’
(5) —-2,4,-8,.,(-1)"-2",..
1 1 1 n+1 1
6 A Ty e _1 T
® S yrgr YT
123 n
(7) PR
234 n+l
@ -11-1..,(-2),.
1 1 1 n+1 1
9 DU RN RSN EEE T U PPN
®) 10 10 10 ( ) 10
1 1 1
100 1,—-,3,.—,..,(2n=-1),—,... vos.
10 1) 3 @n=d) ) e va

Bu ardicilliglarin “6ziinii aparmasindaki” miihiim farglori asanliqla
goérmoak olar.

Onlardan bazilari tiglin ((2), (4), (6), (7), (8), (9)) ardicilligin biitiin
hodlorinin daxil oldugu adad diizxat pargasini gostormak olar, basqalart
((0), (3), (5), (10)) Ggun iss bels parca yoxdur.

! a) Askunidze B.T., Illonacrep H.H. Anre6pa u snemenTapusie $pyHKImH. b)
Soh 2-do ¢ixarisg. ¢) Metonuka B mkoine vo “Ksant”jurnallar
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Bu voziyyat riyazi olarag mohdud vo geyri-mohdud anlayislar
vasitasilo izah edilir. Mahdudlug va geyri-mohdudlugun intuitiv basa
disiilmolarindon (tesavviriindan) istifado edorok biz asagidaki dogiq
anlayislara galirik.

{a, } - mohdud ardicilhqdir: (31 > O)(Vn)ﬂan\ < |]
{a,} - geyri mohdud ardiciligdir: (31 > O)(Vn)ﬂan| > |] Vo ya

(¥1>0)3n) [a,>1]

(1)-(10) ardicilliglarindan mohdud vo geyri-mohdud ardicilliglart
ayirdigdan sonra mohdud ardicilliglarin 6ziinii aparmasini daha otrafh
tohlil etmak tabiidir.

Bu tohlila asasan bels naticays galirik ki, mahdud ardicilliglar da
“Ozlorini” hamiso “eyni” aparmirlar.

Masalon (2), (4), (6), (7) ardicilliglarinin har birinin 6zinl aparma-
sinda (8), (9) mohdud ardicilliglarinda olmayan miihiim xiisusiyyotlor
muayyan edilir, belo ki: bu ardicilliglarin hadlori ardicilligin hadlorinin n
némrasinin artmast ila bir ndgtonin otrafina “yigilirlar” , hamisi bu noéqtays
yaxinlagir, hamisi bu ndqts ilo tosvir olunan adoaddon ¢ox az farglanir.

BUtln bu va basqa ifads tisullar olbatds dogiq deyil: onlar yalniz konkret
vaziyyatlorin miisahidasi naticasinds yaranmus intuitiv anlayiglari izah edir.

Hoar hansi mohdud ardicilligin 6ziinii aparmasindaki miioyyan edil-
mis xiisusiyyatlorin doqiq riyazi sorhino kegmok tglin har hansi konkret
misala otrafli baxmaq lazimdir.

2.4.NUmunas olarag asagidaki qayda ilo alinan cizgilonmis sahoalor
ardicilligina baxaq (Sakil 11). Birinci kvadratin yarisi cizgilonir, hor bir
sonrakinda isa avvalki kvadratin cizgilonmasinin galan hissasinin yarist
cizgilonir.

Z Z

A

S1 32

N

Sekil 11.
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Bu prosesin sonsuz oldugunu tosovvir edarak vo bir kvadratdan
digorino kegdikdoa cizgilonmig saholorin neco doyisdiyini miisahido
edorak asanliqla miioyyasn etmok olar ki, cizgilenmis S,S,,S,,...,S,

sahalari ardicilligr 1) artandir (har bir sonraki cizgilonmis saha avval-
kindon boyukdir); 2) (¥n)[S, <1] oldugundan mohduddur (cizgilon-

mis ixtiyari saho kvadratin 1-o barabar gobul edilon sahasindan ki-
cikdir); 3) Cizgilonmis sahoalor 1-o istonilon godor “yaxinlagir”, yoni
sahoalarin cizgilonmasi prosesini kifayst godor davam etdirmoklo 1-don
istonilon gadar az forglonon saho ala bilorik. Bagqga sozlo desak, avvalcs-
don istonilon godar kigik mishat £ ododi versok, ardicilligin elo haddini
tapmaq olar ki, 1-don forgi &£-dan kigik olar. Baxilan voziyyati diger
analitik aspektdo Oyronmok mogsadouygundur. Cizgilonmis sahslorin

giymatlorini asanliqla tapmagq olar: s :1; S, =§;33 :Z;,,_;sn :E
2 4 8 2"
. 137 2"-1 -
Belaliklo, —,—,—,..., ardicilligini Gyranirik.
248 2"

1 ilo bu ardicilligin mumi hoddi arasindaki forqi tapaq:

2"-1 1
I-——=

2 2"

Fargin avvalcadan verilmis £ adadindan kigik olmasini istayiriksa,
1 L . 1 .
yoni on < & olmasm istoyirikss, aydindir ki, n>log, — gétirmok

€

kifayotdir. Alinmig miinasibat homin ardicilliq hadlarini 1-dan istonilan
godar az farglonmasi haqqindaki bizim intuitiv farziyysmizi tosdiq edir
va dogiqlosdirir.

Homin vaziyyati ardicilligin hadlarinin diiz xsttin ndgtalori soklin-
do tosviri naticasinds alinan handasi manzars ilo gostormokls d\ nozor-
don kegirmok mogsadouygundur. (Sakil 12)

0 1 ERN 1
3 4 2 18
Sakil 12,
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Ardicilligin hadlarini tasvir edon ndgtalorin 1 ndgtasi strafina “top-
lanmas1” miiayyan edilir, yoni har hansi hoddon baslayaraq sag ucu 1
ndgtasinds olan ixtiyari kifayst godor ki¢ik parcada ardicilligin biitiin
hodlori, bu par¢anin xaricinds iso sonlu sayda hadlor yerlogir. Masalon

1 .
uzunlugu &€ = 10 borabar pargani gotiirsok, onda onun xaricinds ardi-
cilligin birinci ti¢ haddi, daxilds iss dordiincidon baslayaraq biitiin

1 -
hodlor yerlosir; & = 100 goturdukds, onun xaricinds avvaldon 6 hodd,

daxildo iso biitiin qalanlar yerlogir.

Aydindir ki, € cox Kigik se¢sak, bu parganin xaricinds ardicilligin
¢ox hadlari, lakin homiga sonlu saydasi, daxilinds ise har-hansi haddon
baslayaraq hamusi olar.

Qeyd etmok lazimdir ki, gostarilon halda ardicilligin hadlori hamisi

1 don solda yerlogsmokls onun otrafinda toplanir (¢linki (Vn)[Sn < 1]).

Burada hodlori sagda vo ya hor iki torofdo yerlogsmoklo nogte
otrafin1 y1gilan (toplanan) ardicilliglara misallar gostormok lazimdir.

11 1 . .
Masalan, 1,5,5,...,—,... ardicilliginin  hadlori O ndgtasindan
n
< 11 1 net 1
sagda yerlagsmoklo onun otrafina toplanir, 1,_?7,__2,_",(_1) =
n

ardicilliginin hadlari isa onun har iki torofinds yerlosmoklo ona ya-
xinlasir.

2.5.Bir neco konkret bels hallar1 diggestlo noazarden kecirdikdoan
sonra artiq imumilosdirmo aparmagq olar.

Forz edok ki, a,,4a,,...,a,,... ardicillig1 verilir vo onun hadlori hor-

hans1 | néqgtesi otrafina toplanir. Bu o demokdir ki, har-hansi istonilon
godar kigicik mushat € odadi verilarss elo ndmro tapmag olar ki, ondan
(bu némradon) baglayaraq ardicilligin biitiin hadlari ilo |-in forgi &-
dan kicik olar.

Hondasi dildo bu o demokdir ki, a, noqtesinden (€ -dan asil1 hor

hanst N, némrasinden baslayaraq) | nogtosine godor masafo & -dan

kicikdir, yoni |a, =1/ <& voya l—e<a, <l+¢
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Bu borabarsizliyin asagidaki hondosi monasi vardir: a_ € (I —&,1 +¢)

a, noqtosi uzunlugu 2& ortast | noqgtosindo olan (I — &, |+ &) parcasma

daxildir.

Burada | nogtosinin & otrafi anlayisim da daxil etmok yerino
diisor.

Bu anlayisdan istifado etmokla ardicilligin hodlorinin | noqtosi
otrafina “toplanmasi” adlandirdigimiz voziyyati asagidaki kimi izah
etmok olar: | nogtasinin istonilon godor Kigik &€ - otrafinda, ardicilligin
hor-hans1 haddon baslayaraq, biitiin hadlori, bu otrafin xaricinds iso
ardicilligin homiso sonlu sayda hadlari yerlasir. Belaliklo, ardicilligin
limitinin  molum torifina golirik vo montigi-riyazi dildan istifade
etmoklo bu torifin asagidaki tam vo daqiq yazilisini aliriq:

lima, =1 ﬁ(Vg >0)3n, \¥n)n>n, = la, -1 < ]

Torifin bu yazihst lima,, =1 toklifinin inkarim (sado qaydanin komoyi
ilo) almaga imkan verir: lima, # 1 < (3 > 0)(¥ng J3n)n > ng Ala, 1> &]-
Bu inkarhgdan har-hansi odadin har-hansi ardicilligin limiti olmasini yalana

¢ixarmaqda istifado olunur. Masalon, lim =1 toklifinin yalan

2n+1

1 . .
oldugunu gostarmok Ugiin £ = 3 gotirmok kifayatdir vo hor hans1 n,

1
goturdikse onda elo n > n, vardr ki, 1- 2> —. Biz ardicilligin

2n+1
limiti anlayisinin daxil edilmoasi metodikasina ona gors otrafli baxdiq ki,

mohz bu birinci xiisusi halda “toplanma”, “yaxinlhiginda”, “straf” va s.
intuitiv anlayislarin riyazilosdirilmasi hayata kegirilir. Bu anlayislar
funksiyanin limiti vo kosilmazliyi anlayislarinda da belo mihum yer
tutur. Funksiyanin limiti va kasilmozliyi anlayislarinin daxil edilmasi-

nin metodikasi {izarinds strafli dayanmayacagiq.

3. Funksiyanin limiti
3.1.Sonsuzluqda funksiyanin limiti anlayisi ardicilligin limiti anla-
yisinin R ¢oxlugunda toyin olunmus funksiya hali ii¢iin sade mumilos-
dirilmasindon alinir:
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lim f(x)=1 (?(‘v’g > 0)(3x, J(WX)x > %, = [ f () 1| < ]

Funksiyanin noqtada limitina galdikds iso bu anlayisin daxil edil-
mosina aid mixtolif yanagmalar vardir.

3.2.Moktob tolimina yeni anlayis, gostorilon halda funksiyanin li-
miti, daxil edildikds va bu anlayigin miixtolif elmi gorhlori vardirsa,
hansi néqteyi nozarin moktab tadrisi liglin miinasib oldugunu miioyyan
etmok moagsadi ilo onlar1 miigayisali tohlil etmok zarurati yaranir.

Funksiyanin noqtads limitinin iki ekvivalent torifi — “Kosi mo-
nada”, “Heyni menada” molumdur. Birincids “£ — ¢ dili ” adlanandan,
ikincids isa bilavasite ardicilligin limitindon istifads olunur.

Bozilori “£— ¢ dilini > sagirdlor ticlin ¢otin hesab edirlor vo funk-
Siyanin limitino ardicilligin limiti vasitasilo torif vermoyi moagsado-
uygun sayirlar. Bu toriflorin montiqgi-riyazi dildo yazilmasi onlarin
quruluglariin ¢atinliyini migayiso etmokdos vo daha asasli segmokda
bizo kdmok edir. Kosi monada torif:

b= lim f(x)§(Vg>O)(3§>0)(Vx¢a)mx—a\<5):>Qf(x)—b\<g)]

X—a
1)
Heyni monada torif:
b=lim f(x)?(v{xn};t a)lim{x,}=a= (limf(x,)=b)] 2)

Gortndiyu kimi har iki torifin murokkab qurulusu vardir. (1) torifi
ardicilliglart mithiim olan, {i¢ kvantorla baslayir. Mohz kvantorlarin
ardicilliginin pozulmasi torifin yanlishgma sobob olur. I kurs talobalori
cox vaxt kvantorlarin yerini doyismoklo funksiyanin limitinin tarifini
ifads edirlor ki, bu da geyd etdiyimiz kimi sshv naticays galmays sabsb

olur. Lakin bu cohatdon (2) torifi sad deyil. Kvantorun {x_} ardicilig:
lizro arqumentin giymeotins aid olmasi az ¢atinliys sabab olmur.

(2) torifindo ardicilligin limiti torifindon istifado edilirso, lakin (1)
torifi 6z qurulusuna gors ardicilligin limitinin torifine yaxindir. Bundan
olavo (1) torifinin qurulusu funksiyanin kosilmazliyinin torifinin quru-

lusu ilo Ust-listo diisiir. (1) torifinds b ododini (@) ilo avoz etmok va
olavo olarag f funksiyasinin X =a Ugln toyin olmasini talob etmak

kifayotdir (bu da funksiyan1 @ ndqtesinds limitinin varligi ii¢iin mac-
buri deyil) vo bununla biz funksiyanin néqtada kasilmazliyinin tarifini
aliriq. Habelo geyd etmok lazimdir ki, (1) torifi otraf anlayisindan
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istifado etmakls funksiyanmn limiti anlayigin1 hondasi olarag daha ayani
gostormoyo imkan verir. Oy oxu Uzorindo b nogtesinin hor-hans1 &
otrafim gétiirdiikco, Ox oxu Uizorinde @ noqtosinin elo J - otrafini tapa
bilarik ki, (bilavasite qurariq), bu otrafa “diigon” bitln x tcun funk-
siyanin uygun giymoati b nogtssinin £ otrafina diisiir (bagqa sozlo b -
don & -na nisbatan az forglonir).

“£—0 diling” goldikdo iso uygun miinasib ¢alismalardan sonra
sagirdlora aydin olur. Bu ¢aligmalarin kémayi ilo sagirdlor verilon &

gora ‘X - a\ < 0 -dan ‘ f(x)- b‘ <&-mn (vo ya kosilmozlik halinda
‘ f (X)— f (a] < £) alinmast iigiin ¢ -n1 tapmaq bacarigina sahib olurl-

ar.
£ Vo O - otrafinin hondosi gostorisi ilo birlikda bu calismalar
“g—0 dilindon” ona olavas edilon anonavi anlagilmazlig1 kenar edir.
Yuxarida izah edilon muihakimodan istifads edarok belo noticoys
galmak olar ki, (1) tarifi moktob toliminds iistiin tutulmalidir.

4. Funksiyanin kasilmazliyi
4.1.Funksiyanin kosilmazliyi haqqinda intuitiv anlayisi bir torafdan
bu xassays malik olan vo olmayan funksiyalarin qrafiklorini miisahido
etmoklo, digar torafdon iso arqumentin verilmis togribi qiymatlori Uzra
funksiyanin togribi giymotini hesablamaq haqqinda masalodan istifads
etmok olar.

1) Mosolon, f :x—x*,xeR o fZIX%iZ,XE R/{0}
X

funksiyalarin qrafiklorini migayise etmoklo, miiayyan etmok olar ki,
f, funksiyasi karandasi kagizdan (vo ya tobasiri yazi taxtasindan)

ayirmadan ¢okmok mimkin olan “bitév”, *“kasilmaz”, f2 funksi-

yasinin qrafikini iso belo ¢okmani yerina yetirmok muimkiin olmayan
“Kasilon” xoatdir.
f, funksiyasinin grafiki {izro soldan saga horokat etdikds ¢okmoni
davam etdirmak figiin karandasi kagizdan ayirib “tullanmaq” lazim
alir.
) Basqa nov kasilmasi olan basqa grafikloro do baxmag magsadauy-
gundur.
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Masalan, f(X): X' X7 Vo ya f(X)=
0,x=0

funksiyalarinin qrafikins baxmaq olar.

2) Togribi hesablama ndqgteyi noazordon kosilmozlik anlayigina
yanagma orta moktobin riyaziyyat tomallli IX-X siniflari G¢lin riyazi
analiz izro yazilmus todris vosaitindo® yaxs1 yerina yetirilmisdir.

Praktik olaraq kvadratin sahasinin 6lgilmosi masslasi onun taro-
finin Olculmasi vo alinmig adadin kvadrata yuksaldilmesi masaloasineg
gatirilir. Lakin 6lgmo zamani xota labiiddiir (basqa sozlo mitlog xatti
alinir) Kvadratin torafini mixtslif dogigliklo 6lgmokls kvadratin sahasi
tclin do muxtalif dogigliklo giymatlor alirig. Bu zaman miioyyan edirik
ki, torofin Olglilmasi xatas1 azaldiqca sahonin hesablanmasi xotast da
azalir. Mixtalif dogiglikds bir nego konkret hesablamalardan sonra
intuitiv olaraq aydin olur ki, kvadratin torafini Kifayst godor az xota ilo
(kifayst godor yiksak dogigliklo) 6lgdilkds onun sahasini istanilon
godor az xota ilo (istonilon gadar yuksak doagigliklo) hesablaya bilarik.
Bu hadisa na il izah edilir?

Mahiyyat etibar1 ilo biz burada arqumentin verilmis toqribi qiy-

motine osasen Y = X° funksiyann togribi giymatini hesablamag moso-

lasini hall etdik vo misyyan etdik ki, arqument giymati az Xota ilo
doyisdikds (az doyismo Vo ya X-in artimi) funksiyanin qiymati do az
xata ilo dayisir (y-in az artimi). Arqumentin kigik artiminin funksiyanin
kigik arttmini alimmasima sobob olmasi xassesi funksiyanim, ayani
olaraq onun grafikinin kasilmazliyini ifado edan kasilmozlik xassasidir
(kasilmasi olmayan).

Burada kasilmazliys verilon izahat aydindir ki, funksiyanin kasil-
mazliyi riyazi anlayisinin torifi deyildir. Bu izahata “kigik artim” kimi
dogiq monasi olmayan ifado daxildir. Lakin bir daha geyd edok ki,
kasilmazliyin “dogiq olmayan” intuitiv izah1 olmadan uygun daqiq ri-
yazi anlayis1 ifado etmak olmaz.

x> +1, x>0
X, X<0

! Bumkun 1.5, [lBapu6ypn C. M. Matematnueckuii ananus, YueGHoe
mocobue st IX-X k1accoB cpeqHBIX IIKOJ ¢ MATEMATHUECKON CTIeIHAIN
3Hanen. M., 1969
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4.2. indi funksiyanin intuitiv kesilmozliyi anlayisinin riyazilosdiril-
masine basqa sozlo “f funksiyast X, nogtesinds (vo ya X=X,

oldugda) kasilmayandir” cumlssinin doqgiq monasinin izahim (vo ya
verilmasinag) kegok.

Biz artiq intuitiv saviyyado mioyyon etdik. Bu o demakdir ki: X, -
m qiymoatini kifayst godor dogiqliklo 6lcdikda f(XO)-l hesablama
zamani xatant istanilon gadoar kigik etmok olar.

X, -in qiymati O dagigliklo 8l¢iilmiisdiirsa, onda bu o demakdir
ki, X-in alman toqribi giymoti X, deqgiq giymatden (bu va ya diger to-
rofo) forgi O -dan azdir, yoni ‘X — Xo‘ < J (tagribi x giymati dogiq X,
giymeatindon boyuk vo ya Kigik ola bildiyindon X — X, forginin mutlag
giymati gotdralir), bu zaman 6lgmonin doqigliyi homiso misbotdir:
0>0.

“f (XO)-in hesablanmas1 zamani xotan1 istonilon godor Kigik etmok
olar” ifadasi 0 demokdir ki, har hans1 £ > 0 daqiqgliyi verilorss verilsin,
homise ona nail olmaq mimkandir ki, | f(x)— f (XOX < € “homiso ona

nail olmaq mumkindar ki,

f(x)— f(x,) <& ifadosinin iso belo
dogigq monasi vardir: “homiso elo & >0 tapmag mimkindir ki,
X—X,| < & isa, onda | f (x)— f(x,) <&”.

Dogiq olmayan ifadani dogiq ifadays belo kdglirmak naticasinda
asagidaki terifi aliriq:

1. f funksiyast X, nogtssinds toyin olunmusdursa

2. Ixtiyari £ >0 (giin elo 0 > 0 tapmag mimkiindiir ki, ixtiyari x
tgiin (f-in toyin oblastindan) ‘X - Xo‘ < J iss onda ‘ f(x)-f (Xo] <€,
basga s0zlo
(Ve >0)35 > 0)(x)[x—xo| < = | 1)~ F(xo) <] . ¢
funksiyast X, ndqgtesinds kasilmayandir.

4.3.Kasilmazliklo funksiyanin ndqtods limiti arasindaki olagoni
aydinlagdirmaq lazimdir.
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Kasilmazliyin torifi ilo funksiyanin noqtads limitinin torifinin (3.2
(1) torifi) garsilagdirilmasi ilo asanligla miioyyon etmok olur ki,
funksiyanin noqtodo Kosilmazliyi funksiyanin bu noqteds limitinin
varligint vo limitin funksiyanin bu néqtoda giymotina barabar olmasini
Ozuno daxil edir.

Sonuncuda bu néqtenin funksiyanin toyin oblastina daxil olmasi
sorti implikasiya soklinds ifadoe olunmusdur (bu da limitin varlig1 tigiin
mocburi deyildir).

Beloliklo “f X, nogtesindo kasilmayandir” (1) ciimlssi g
climladon ibarot asagidaki konyuksiya ilo eynigucludir: “f X,

nogtesinds tayin olub” va “f -in X, noqgtesinds limiti vardir va
lim f(x)= f(x,)”
X=X

Burada (1) toklifinin inkari, yoni “ f X, néqtesinds kasilondir”

toklifi o demokdir ki: “ f X, néqtesinds toyin olmayib” vo ya “ f

X, nogtesindo limiti yoxdur” vo ya “ lim f(x)# f(x,)”
X—Xg

Biz noqtedos kasilmayan funksiya anlayisi iiciin tam miixtalif oks
misallar aldiq.

4.4 Funksiyanin
noqgtods kasilmazliyi-
nin alinmis torifi 13-
cii sokildoki hoandasi
manzarays uygundur.

Ordinat oxu uze-
rindo f(x,)
noqgtesini ixtiyari &
otrafin1 segsok, onda
absis oxu uzarinds X,
nogtesinin  asagidaki
xassado O otrafi
tapilar:  bu otrafda
hanst  x  noqtesi okl 13.
gotiirsok, ordinat oxu
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Uzorinde ona uygun f(X) noqtosi f(XO) noqtesinin  secilmis &
atrafina diisiir.

1.17. Torama anlayisimin daxil edilmasi metodikasi

I.Programda diferensial hesab1 elementlori

[1.TOromoya gatirilon masalalar.

I11.T6romo anlayist haqqinda.

IV.Téramoanin hondasi monast.

V.Elementar funksiyalarin diferensiallanmasina aid osas teorem-
lorin isbat1 vo diisturlarin ¢ixarilmast haqqinda.

V1. Téramanin tatbiglori.

I. Funksiyanin téromesi anlayisi riyazi analiz kursunun an mihim
anlayiglarindan biridir. Ciinki bu anlayis diferensial vo integral he-
sabinin qurulmasinin asasini togkil edir. Sagirdlor bu anlayisla XI sinfin
“Cobr vo analizin baslangici” kursunda “Téroma va onun tatbiglori”
movzusunda tanig olurlar. Comin, hasilin, gismatin, goxhadlinin, qliv-
vat, tors, kosr-rasional vo murakkob funksiyalarin téromasi, funksiyanin
artmasi vo azalmasi, maksimum va minimum, kvadrat tchadlinin aras-
dirilmasi, téromonin hondasays (toxunan) vo funksiya (strat, tocil)
totbiglori do bu vaxt dyranilir. X sinifdo sagirdlor triqgonometrik, Gstli
Vo logarifmik funksiyalarin téromolori ilo tanis olurlar.

IT. Funksiyanin téromasi anlayisini daxil edarkon har hansi név
limitlorin shomiyyatli oldugunu vo bununla da onlarin dyranilmasinin
zoruriliyini gosteran masalalors baxmaq faydalidir. Belo mosalslors
nimuns olaraq cismin diizxatli harakatinin ani siirati, corayan siddstinin
ani giymati, cismi ndqgtads istilik tututmu vo ndqtods Xatti sixligi, funk-
siyanin grafikina toxunan ¢gokmak, kimyavi reaksiyanin siirati vo s. hag-
qindaki moasalolori gdstormok olar. Cismin dlzxstli horokatinin ani
slratini tapmagq, funksiyanin grafikins toxunan ¢okmok vo ndqtads Xaotti
sixliq haqqmdaki masalalor X sinfin “Cabr analizin baslangic1” todris
vasaitinds izah edilmisdir. Burada coroyan siddestinin ani giymeoti,
cismin istilik tutumu, kimyovi reaksiyanin siirati hagqindaki mosalalor
Uzarinda bir godar miifassal dayaniriq. Ani sirst vo toxunan hagqqindaki
mosalalardan iso bilavasito téromo anlayisini daxil etmok mogsadi ilo
istifado edirik.

Carayan siddatinin ani giymati haqqinda masala
Hor hansi manbayli coroyan siddstinin elektrik ddvrasini tosavvir
edok. t middatinds nagilin en kasiyindon kegon elektrikin miqdarini
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(kulonla) g=q(t) ils isars edok. Elektrik miqdari zamanin funksiyasidir.
Ciinki t zamanin hoar bir giymotina elektrik miqdarmin miiayyan
giymati uygundur.

Forz edok ki, At zamanimn hor-hansi araligi Aq = q(t + At)—q(t)

gostarilon koasikdon zamanin t anindan t + At anina qodor araliqda ke-
AQ L.

gon elektrik miqdaridir. Onda A? nisbatino zamanin At araliginda
orta caroyan siddati deyilir vo 7, ilo isaro edilir.

Basqa sozlo nagildon vahid zamanda kegon elektrik migdarina orta
corayan siddoti deyilir. Sabit coroyan halinda / or sabit olacaqdir.

Do6vrays doyison Coroyan buraxilmigdirsa onda zamanin miixtolif
anlarinda (vo ya zamanin miixtolif araliglarmda) / or Mixtalif olacag-

dir. Odur ki, dayigon carayan dovrasi Ui¢lin ani coroyan siddsti vo ya
zamanin verilmis aninda coroyan siddoti anlayisi daxil edilir.
Elektrik migdarinin AQ artiminin bu artimin yaymdigi At zama-

nina nisbatinin At — 0 sortindo limitina t momentinds (aninda) ani

carayan siddoti deyilir. O bels isars edilir. j(t): lim 7o = lim =—.
At—0 At—0 At

Cismin istilik tutumu hagqinda masalo
Kutlesi 1q olan cismin temperaturu tlO =0 dan t2° =7 qodor

artirsa, onda bu onun naticasinds olur ki, cisma miisyyan Q miqdarinda
istilik verilir, demali Q cismin qizdirdig1 7 temperaturunun (cisim 7

temperaturuna godor qizdirilir) funksiyasidir. Q = Q(T)
Forz edok ki, cismin temperaturu 7 -dan 7+ A7 qodor artmisdir.
Bu qizdirilmaya sarf edilon AQ istilik miqdar1 AQ = Q(r+A7)-Q(7)-
ya barabordir.

A N
AQ nisbati — temperaturun tl0 =7 -dan t20 =7+ AT - ya godor
T

doyismesindo cismi “orta hesabla” 1° qizdirmaq iigiin lazim olan istilik
miqdaridir.

Bu nisbate verilmis cismin ]T,T+AT[ temperatur intervalinda
orta istilik tutumu deyilir vo C, ils isaro edilir.
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Orta temperatur 7 temperaturunun ixtiyari qiymsti G¢ln istilik
tutumu haqqinda tasavviir yaratmadigindan, verilmis 7 temperaturunda
(verilmis 7 noqtesinds) istilik tutumu anlayist daxil edilir. Istilik mig-
darmmn AQ artimmm A7 temperatur artimina nisbatinin A7 — 0
sortinds limitina 7 temperaturunda (7 noqtesinds) istilik tutumu deyi-

. . . A
lir. O, belo C(7)= limC, = ilmoAQ isars olunur.
T— t— T

Kimyavi reaksiyanin siirati haqqinda masalo
Forz edok ki, hor hansi cisim kimyavi reaksiya daxil edilir.
Zamanin t aninda, artiq reaksiyaya daxil edilmis bu cismin miqdarini
y(t) ilo isaro edak. Beloliklo y zamanin bagqa s6zlo t dayisoninin funk-
siyasidir.
At - zamanin har hansi araligidirsa, onda zamanin t anindan t + At

momentino godor araliq vaxtinda daha bir qador Ay = y(t + At)— y(t)

. . . Ay . .
cisim daxil olar. Belaliklo, A%[/ nisboti zamanin At araliginda kimyavi

reaksiyanin orta siiratini ifado edir. Verilmis t aninda kimyovi

reaksiyanin siiratini xarakterizo etmok tgtin At — 0 olduqgda bu nis-
batin limitine baxmaq lazimdir, basqa s6zlo lim &y :
At—0 At

Belaliklo naticads sagirdlorin diggatini o cohato yonaltmok lazim-
dir ki, baxdigimiz mosalalords zaman arzinds elektrik migdarinin doayis-
mo suratini xarakterize edon komiyyot olarag ani caroyan siddati an-
lay1s1 temperaturun doyismasi zamani istilik migdariin doyisma surati
kimi verilmis temperaturada cismin istilik tutumu anlayis1 zaman or-
zinds reaksiyada istirak edon cismin migdarinin dayisms siirati kimi za-
man aninda kimyovi reaksiyanin siiroti haqqinda séhbot gedir. Qeyd
edilir ki, yuxarida baxilan anlayiglarin hamisinin daxil edilmoasinds Xxi-
susi nov limitdan bels ki, arqument artimu sifira yaxinlasmagla funksiya
artimin1 arqument artimina nisbatinin limitindan istifads edildi.

Hollindo hor hansi funksiyanin doyismo Slratinin tapilmasi lazim
olan ¢ox mosalalor géstormok olar. Masalon: Milyyan anda mohlulun
konsentrasiyasinin, mayenin mosarifinin, firlanan cismin bucaq surati-
nin, ndqtads Xatti sixligin tapilmasi vo S.
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Bu ndvdan olan masalalarin nozardon kecirilmasi ilo sagirdlor belo
noticays golmoalidirlor ki, funksiyanin doyigma sirati anlayigi praktik
cohatdon shomiyyatli olan ¢coxlu sayda mosalslarin hallinds lazimdir.

I1l. Téromo anlayisinin daxil edilmosinin hamiya malum vo genis
yayilmis yanagilmast (ali moktob kursundan istifado edilon) asagida-
kindan ibaratdir.

(1) Verilmis t momentindo horokat edon cismin (masalon, sarbast
diison) sratinin tapilmasi haqqinda fiziki masalo;

(2) Oyriya (verilmis funksiyanm, mosslom Yy = x* grafikindon
ibarat) onun Uzarinds verilmis noqtods toxunanin qurulmas: haqqinda
hondasi masala.

Muoyyan edilir ki, mazmunlarina géra muxtslif olan bu iki mo-
salonin halli eyni bir omoliyyata galir. Bu amaliyyati imumi sokildoa
asagidaki sokildo izah etmak olar.

y=f (X) tonliyi ilo ifads edilon hor hansi funksiya verilir ((1) ma-
salasinda bu tonlik zamanin funksiyast kimi yolu, (2) masalosinds f
funksiyasinin qrafiki kimi ayrini ifads edir).

Hoar iki masalonin holli zamani (eloca do svvalds baxdigimiz mo-
salalarin) biz agagidaki amaliyyati yerina yetiririk.

1°. Arqumentin verilmis x giymetindon ((1) mesalesinds - zamanin
baxilan araligmin baglangici, (2) mosslosinds oyrinin verilmis M
nogtesinin absisi) yens funksiyanin tayin oblastina daxil olan yeni
X, = X+ AX giymatino kegirik vo funksiyanmn yeni y, = y+ Ay = f(x+ Ax)
(f (X)— hor-hansi ]a b[ intervalinda tayin ola bilor) giymatini tapiriq (
(1) mosalosinds zamanin baxilan araliginin sonunda diigan cismin kegdiyi
yol; (2) masalasinds - ayrinin yeni P ndqtesinin ordinati)

2°. Funksiyanin Ay = f (x+ Ax)— f () artimun: tapiriq ((1) mo-
salasinda zamanin baxilan araliginda diison cismin getdiyi yol; (2) me-
salasinds M va P noqgtslari ordinatlarinin forgi)

3°. Funksiya artimmin arqument artimi nisbatini tapiriq:

Ay _ f(x+ax)-f(x) _ F(Ax)
AX AX

((2) masalosinds AX araliq vaxtinda diison cismin orta sirati; (2)

masalosindo MP kasaninin bucaq oamsali). Verilmis nisbat AX = 0-dan
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basqa AX -in ]a -X,b- X[ intervalindan olan biitiin qiymatlorinda

toyin olunmusdur.
4. Arqument arttmi sifira yaxinlagsdigda funksiya artiminin ar-

e . Ay
qument artimina nisbatinin limitini (sgor varsa) tapiriq: lim —
Ax—0 AX

Basqa sozlo AX—0 sortindo F(AX) funksiyanmn limitini

axtaririq (varsa).

( (1) masalasinda x momentinds diison cismin ani strati; (2) ms-
salasinds M ndgtasinds ayriys toxunanin bucaq amsali).

1°-4° smollor ardicilligma bir miirokkob omaliyyat kimi baxilir vo f
funksiyasinin diferensiallanmanin adlanir. Arqumentin miioyyan qiy-
moti qeyd edilirss, diferensiallanmanin naticasi misyyan oadad olur.
Arqumentin mixtalif giymetlorina diferensiallanmanin naticasi kimi
Umumiyyatlo mixtalif adadlar uygundur. (zamanin miixtalif moment-
larinda cismin horakat sirati mixtslifdir, syrinin mixtslif ndgtslarinds
toxunanin bucaq amsali miixtalifdir).

Belaliklo, funksiyanin diferensiallanmasi naticasinds hamin x ar-
qumentinin yenidon har-hans1 funksiyasi alinir. Bu yeni funksiya f” ilo

isaro edilir vo téromo funksiya vo ya sadoca: verilmis f funksiyasinin
tOromosi adlanir.

Beloliklo, tdromonin arqument artimi sifra yaxinlasdiqda funksiya
artiminin arqument artimina nisbatinin limitindan ibarat molum torifine
golirik. Gorundiyd kimi téroms anlayisini vermok Ugun 2-3 konkret
masaloys baxmaq lazim galir.

Belslikls, tabii olaraq bels torif alinir:

Verilmis f(x) funksiyasinin x ndqtesindoki artiminin onu yaradan
arqument artimina nisbatinin, arqument artimi sifra yaxinlagdiqda, li-
miting, agar bu limit varsa, f(x) funksiyasinin x noqtasinds toromasi de-
yilir. Bu torifi almagq tgln ani siirat, Xatto toxunan hagqinda masalslor-
don baslayib, sonra iso funksiyanin doyismo sirati hagqindaki moso-
lalora kegmok maslohotdir, basqa sozlo funksiyanin toromosi anlayisi bu
anlayiga gotirilon masalolor osasinda formalagdiriimalidir. Qeyd edok
ki, masalalar na godor miixtalif olsa bir 0 godor yaxsidir, ¢iinki mohz
tothigin mixtalifliyi tdromo anlayiginin iimumiliyini gostorir. Onu da
geyd edok ki, baxdigimiz ani siirat hagqinda mosalo téramoanin mexa-
niki, Xatto toxunan hagdaki moasals ilo handasi monalarini izah etmoya
imkan verir.
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Funksiya artiminin onu yaradan arqument artimma nisbatinin bu
axirinet sifra yaxinlagdigda, limitinin hesablanmasina gatiron masalalori
sagirdlorlo nazordon kegirarkan ixtiyari funksiya ucun belo limito bax-
magin magsadauygunlugunu qeyd etmoak lazimdir.

Owval baxdigimiz ani carayan siddati, istilik tutumu va kimyavi
reaksiyanin siirati mosalolori haqqinda da asagidakilari geyd etmok
zoruridir.

a) t momentinds ani corayan giddati jt elektrik miqdarinin q(t)
da(t) _
LA S t
rale 0
b) 7 temperaturunda C(7) istilik tutumu cismin aldigi Q(7) istilik
miqdarinin 7 temperaturuna nozoron téromasidir. Yani () dggf ) o)

zamana nozoron téromasidir, yoni /(t) =

C€) zamanin verilmis t aninda kimyavi reaksiyanin siiroti reaksiyada
istirak edon maddanin y(t) miqdarinin t zamanina nazarn téromasidir,
WOy,
dt

Sagirdlarin diggatini calb etmoak lazim golon basqga bir miihiim co-
hot do asagidakindan ibaratdir.

Toromonin torifindon almir ki, y = f(X) funksiyanin x ndq-
tosindoki téromasi, x-in secilmasindon asili olan, lakin AX -in segil-
masindan asili olmayan funksiyadir.

f(X) funksiyasinin téromoesine muxtalif X nogtelerinde baxsaq,
onda biz umumiyystlo desak muxtalif giymatlor alariq.

Beloliklo, f’(x) téromoasi verilmis y = f(x) funksiyasinmn toyin

yani

oblast1 yaxud onun hor hans: hissosi ilo (y = f(X) funksiyasmn zii-

nn batln toyin oblastinda toéramasi olmadigi hal ii¢lin sonuncu dog-
rudur) Ust-Usto diison ¢oxlugda toyin olunmus, x doyismasindon asili
funksiyadir.

Mosalon, y=x* funksiyas: biitin odod diiz xatti (izerindo
— 00 < X < 4oo tayin olunmusdur, téramasi Y’ = 2x dir ki, o da butiin

— o0 < X < 400 odad diiz xattinds tayin olunubdur, yﬁ funksiyasi iSa
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: , 1 -
0 < X <4oo da tayin olub, y" =-—"— toromasi iso 0 < X < +eo da

2/x
toyin olunubdur. Basqa sozlo x=0 giymatini ataq Y’ -in toyin oblastina
daxil deyil.

Funksiyanin téramasinin toayin edilmasinin alqoritmik oldugunu
basga sozlo funksiyanin tOromosinin tapilmasi amoliyyatinin daha sado
omollora-addimlara ayrildiginmi sagirdlorin basa diismalori faydalidir.
Dogrudan da f(x) funksiyasinin x ndqtesinds téromasini tapmag utgilin 4
addimdan (bazan 3 vo ya 5 addimdan ibarat sxem toklif olunur) ibarat
hor hans1 gayda-sxem géstarmok olar:

1% X arqumentine AX artimi vermok Vo arqumentini X+ AX

giymoti tigiin funksiyani nozordon kegirmok, yoni f (X + AX)

2°. Funksiyan1 arqumentin AX arqumentinin dogurdugu Af arti-
mini hesablamali: Af = f(x+ Ax)— f(x)

3°. Funksiya artimmin arqumenti arttminin nisbetini tapmag.

4°. AX — 0 - da bu nisbatin limitini hesablamagq: f/(x)= lim Af

A

Qeyd yuxarida konkret misallarla yanasi olaraq bu sxem goste-
rilmisdir. Orada funksiyanin téramasinin tapilmasi emasliyyatinin alqo-
ritmik oldugunu geyd etmokls qurtarmagq olardi.

TOromonin tapilmasinin bu qaydasini misallar tizarinds strafli aras-
dirmaq lazimdir. Belo misallardan birina baxag.

f(x)= x> funksiyas: verilir. f’(X) toromosini tapag.

1. X arqumentina AX artimi verak vo X+ AX arqumenti (glin
funksiyanin qiymotino baxaqg, yani f (X + AX) = (X + AX)3

2. Af -i hesablayaq: Af = f(x+Ax)- f(x)= (x+Ax)* - x* = 3x2Ax + 3x(Ax)* + (Ax)°
AF3x% - Ax+ 3x(AX) + (Ax)’

Af
3.—— nisbatini tapaq: —
AX AX AX

=3x% 4 3x- Ax+ (Ax)

4. AX -0 -da if nisbatinin limitini hesablayaq:
X
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’ . Af . .
f(x)= AIlToE = AUTO(BXZ +3X- AX+ (Ax)z): 3x2, yoni

£(x)=(x*) =3x2
Sagirdlorda belo bir tosavvirds yaratmaq lazimdir ki, biitiin funk-
siyalarin (hatta koasilmoayan) toyin oblastinin hor-bir néqtesindo toro-

mosinin varhigini demok olmaz. Bunun iig¢iin sagirdlorle bir neco misala
baxmaq lazimdir:

Misal 1.
2
—-X“+XxX+2, xe ||-1,2
f(x):‘xz—x—z‘: JI=22]]
X2 —X—2,Xe |-oo,—1[U ]2,4 9]

funksiyasinin toromasini tapin (Sokil 14).

Holli: a) Forz edok ki, xe ]-1,2[ , onda f(x)=-x2+x+2,
beloliklo f'(x)=—-2x+1

b) Forz edok ki, Xe& ]-oo,—2U J2,+oo[ , onda
f(x)=x>-x-2.
Toramoanin  torifindan
istifada edarak verilmis
funksiyanin téromasini
ixtiyari ndgtedo tapaq: 2,25
xe oo, —1[U 2, +oo[:
f'(x)=2x-1

¢) Indi isbat edok
ki, verilmis funksiya-
nmn x=-1 vo Xx=2
nogtalorinds toromasi

yoxdur.
1. Forz edok ki,

x>-1,onda f(x)=-x>+xX+2. AX -ielosecok ki, —1+Ax > -1,
bagqa sdzlo AX >0 olsun. Odur ki, f(~1)=0 oldugunu nozoro alib

Y

y=|x?—x—2|

fo = e -

]
=]
[
5]

B

Sakil 14,

2
lim AF (-1) _ lim f(=1+Ax)- f(-1) _ lim f(=1+Ax) _ lim 3Ax — (Ax) _3
o S oy Ax oy X N AX
tapiriq.
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2. Forz edok ki, x<—1, onda f(x)=x>-x—2.Indi AX -i elo
secok ki, —1+Ax< -1, yoni Ax<O0 olsun. Odur ki, f(—l): 0
oldugunu nozars alib tapiriq.

2
lim A (-1 _ lim f-1+ax)-f(-1) _ lim f(-1+Ax) _ lim —3Ax+(Ax)" _

Ax—0 Ax—0 Ax—0 Ax—0
Ax<0 AX Ax<0 AX Ax<0 AX Ax<0 AX

-3

3#-3 oldugundan
f(x)= ‘xz —X— 2‘ funk-

siyasinin  x=-1 ndqtasinda
téromasi yxdur. Analoji ola-
raq isbat etmok olar ki, ve-
rilmis funksiyanin x=2 ndq-
tasindo do téromasi yoxdur.

X sinifdo agagidaki mi-
sala da baxmagq olar.

Misal 2. |aa] ————F—— x
intervalinda f(X):‘Sin X‘ : 2 Salal 15

funksiyanin tdromasini tapin (sokil 15).
Modul anlayisindan istifado edarok verilmis funksiyani asagidaki

sokildo yazaq: f(X)z{sin X, 0<x<zx

=

—sinx,—wr<x<0

X arqumentinin 0<x<z barabarliyini 6doyan giymatlori tgtn
verilmis funksiya f(x)=sinx ilo Ust-Usto diigdlyindon o<x<r Ugiin
£/(x)=cosx, X = 0 ndqtesinds iso aliriq:
f0+ax)-(0) _ sinAx—sin0 _

lim lim 1
Ax—0 AX Ax—0 AX
Ax>0 Ax>0

Analoji olarag x-in — 7 < X <0 borabarsizliyini 6dayan giymot-
lori iigiin, verilmig funksiya f(X)=—sinXx funksiyas: ilo (st-Gsto
diisiir, odur ki, — 7 <X<0 ucln f '(x) =—-cosx, X=0 noqtesinds
ise alirq:

lim fO+ax)-f(0) _ jim ~SiNAx—sin0 _
Mo AX Mo Ax
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Beloliklo, f(x):\sin X‘ funksiyasinin (‘X‘ <7z Uclin) ixtiyari x

noqtasinds burada — 7 < X <0 vo 0< X< 7, tdromasi vardir, X =0
ndgtasinds isa 1# —1 oldugundan verilmis funksiyanin téromasi yox-
dur. Baxilan misallar gostorir Ki, toyin oblastinin hor-hansi néqtasinds
toromasi olmayan funksiyalar vardir.

Maragq mosgalalords tdromonin varligimin zaruri sortini nazordan
kecirmak, basqa sozlo asagidaki teoremi Oyronmok faydalidir: f(X)
funksiyasinin @ noqtesinds téromasi vardirsa, onda o bu noqtads kasil-
mayandir.

Isbat1: Sorto goéro a noqtesinda f(X) funksiyasinin téramasi,

f(a+AAxX)— fa) _ (a)

basqa s0zlo sonlu limiti vardir. lim
AX—0

lim f(x)= f(a) minasibatin 6danildiyini géstorsok, teoremi isbat

etmis olariq. Belaliklo f(X) funksiyasinin a nogtssinds limitinin var-

ligin1 va f(a) -ya barabar oldugunu basqa s6zlo bu noqteds funksiyanin
giymatina barabor oldugunu isbat etmak lazimdir.
Bu moagsadls asagidaki limito baxag:

im0~ 1 @)l =tim 0= 1@ )

X —a sortindon AX — 0 sortinin alindigini nazaro almagla
doyisoni X = a+ AX ilo avoz edok, onda aliriq:

m[f(x)-f(a)]:lxigg‘Wm:mW-mm: #/(a)-0=0
Beloliklo, IXi_r)r;[f(x)— f(a)]=0, yoni lim f(x)=f(a).

O cohoto digget verilir ki, funksiyanin noqteds kasilmozliyi
funksiyanin bu noqtads téromosinin varhigi ti¢lin zoruri sortdir. Sonra
geyd edilir ki, funksiyanin néqtods kasilmazliyi homin funksiyanin
baxilan noqtads tromasinin varligi tigiin kafi sort deyildir. Ola bilar Ki,
funksiya noqtads kasilmoyandir, lakin hamin noqteds onun toéramasi
yoxdur. Ovval baxdigimiz funksiyalar buna misal ola bilor. Masalon

f(X):‘XZ—X—Z‘ funksiyast x=-1 vo x=2 noqtelarindo
kosilmayandir, lakin bu ndqgtolordo  onun  tOromosi  yoxdur.
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f (x)=/sin x
bu ndgtads onun téramasi yoxdur.

IV. Funksiyanin verilmis noqtoda téromasinin handasi monasi bu
ndgtodo funksiyanin qrafikino ¢okilmis toxunanla olagadardir. Bu
olagoni aydinlasdirmaq tgiin ovvalco noqtods funksiyani qrafikine
toxunan torifini vermok lazimdir.

Forz edok ki, kasilmoyon y = f(X) funksiyasi verilir (Sokil 16).
Onun grafiki certyojda gostorilib. Funksiyanin qrafiki {izorinds absisi
X, olan M vo absisi X, + AX -0 borabor olan ixtiyari N noqgtolarine

baxag. M va N ndgtalorindon funksiyanin qrafikinin kasani adlanan

X‘ < 7 funksiyas1 x=0 noqtesinds kasilmayandir, lakin

MN diiz xottini gokok. MN kasoninin bucag omsali k = tg/3 = iy _dir.
X

Indi forz edok ki, AX — 0. Bu o demokdir ki, N noqgtasinin absisi M
noqtasinin  absisilo  ya-
xinlasir; bu sonuncu iss
0z novbasinds 0 demok-
dir ki, N nogtesi funk-
siyanin qrafiki (zorindo
galmagla M noéqgtasine
yaxinlagir. Bu sortlor da-
xilinds, Umumiyysatls de-
sok, MN kasani M ndg-
tosi otrafinda firlanaraq f /
0z voaziyystini  dayisib 0
(MT) vaziyyatini tutur.

N noqtosi ayri Uzro
M ndgtasine yaxilasdigda kassnin limit voziyyasti olan MT duz Xatti
vardirsa, onda bu diiz xatto M ndqtesinds funksiyanin grafikins toxunan
deyilir. Bu zaman “kasonin limit voziyyati” istilah1 altinda MN kasonin
tutdugu elo (MT) vaziyysti basa diisillir ki, N noqtesi funksiyanin
grafikindan ibarat xatt Uzro M noégtesine yaxinlasdigda MT vo MN
stialarinin amala gotirdiyi TMN bucag sifira yaxinlagsin. Basqa istilah-
larla, absisin funksiyasi kimi baxilan TMN bucaginin qiymati AX — 0
oldugda sifira yaxinlasarsa, onda (MT) voziyysti MN kasonin limit
vaziyyati gabul edilir. Beloliklo, Torif: Funksiyanin grafikindon ibarat
ayrinin ixtiyari N noqtesi ayri Uzerinds galmagla M ndéqgtesine ya-

¥

- ———

X, +ax x

Sakil 16,
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xinlagdigda MN kasanin limit voziyystino funksiyanin qrafikine M
noqtasinds toxunan deyilir.
Beloliklo, toxunan vardirsa aliriq:

. . A . fx, +Ax)— f (X ,
tger = limk = lim 2 = lim O +4%)= 06y) _ ¢ (x,)
AX—0 MAX—0 AX  Ax—0 AX
Yuxarida deyilonlorin hamisi téromonin handasi monasini vermays
imkan yaradir.

Funksiyanin ndqtads tOromasi vardirsa, onda bu néqtods qrafiks
toxunan vardir, habelo noqteds funksiyanin téromosi bu noqteds
funksiyanin qrafikine gokilmis toxunanin bucaq omsali ilo Ust-Usto
diisiir.

Misallar (izarindo sagirdlors izah etmak lazimdir ki, funksiyanin
grafikindan ibarst ayriys hor hansi noqtads toxunan ¢akmok mimkin
deyil. Masalan, 17-ci sokilds gokilmis ayrinin M ndqgtoesinds toxunant
yoxdur, ¢lnki bu noqtedo oyriya sol vo sag hissadon ¢okilmis

toxunanlar miixtalifdir. Bu névdan olan ayrilors misal f(x)=|sinX| vo
f(x)= ‘XZ —X= 2‘ funksiyalarin qrafiklori ola bilor. Masalon,
f(x)= \sin X‘ Uclin  absisi x=0 nogtesindo toxunam yoxdur,
f(x)= ‘XZ —X= 2‘ funksiyas: qgrafikinin iso absisi x=-1 vo x=2 olan

ndgtalords toxunani yoxdur.
V. Toéroms haqqinda
4 osas teoremlarin (cabri co-
min, hasilin, iki funksiya-
T 1, nin  nisbatinin  téromasi
hagqinda teoremlor) isbati
P habelo hor hansi funksi-
Ly yanin kvadrat kokiiniin to-
L1 romasinin tapilmasi, tors
funksiyanin (iimumi teo-
M rem) diferensiallanmasi to-
rifo osason, belo ki, dord
addimdan ibarat molum
0 T sxem-algoritm Uzrs, yerina
Selel 17. yetirilir. Bu sxemdan isti-
fads bilavasito diferensial-
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lama ilo olagodar misallar Uzarinds Oyrodildiyindon gostorilon tok-
liflorin isbat1 bir qayda olaraq sagirdlords ¢atinliya sobab olmur.

Tdroms haqqinda asas teoremlordon istifads edarok tam dstli quv-
vot funksiyasinin diferensiallanmasi diisturunu, ¢oxhadlinin (tam ra-
sional funksiya), kasr-rasional funksiyanin diferensiallanma qaydasini
¢ixarmagq olar.

Trigonometrik funksiyalarin diferensiallanmasi diisturlar1 haqqinda
bozi geydlor edak.

Sagirdlor tam aydin basa diismolidirlor ki, prinsip etibari ilo yalniz
bir diisturu ¢ixarmagi bacarmaq lazimdir: Sin’X = cos X . Bitiin galan
dusturlar ondan murakkab funksiya ve gismotin diferensiallama gay-
dasinin tatbigine aid ¢aligma kimi alinir. Bu onunla izah edilir ki, bitin
trigonometrik funksiyalar sonlu sayda cabri omoliyyatin totbigi ilo bir
trigonometrik funksiya, masalon sinus vasitssils ifads edils bilor.

Lakin bu diistur tamami ilo xususi gayda ilo ¢ixarilir. Birincisi,
ikinci addimin yerino yetirilmasi zamani (funksiya artimmnin axta-
rilmasi) xiisusi priyomdan istifado etmok-trigonometrik funksiyalardan
forgindon onlarmn hasilino kegmok lazim golir. ikincisi iso limito ke-
gorkan xilisusi metoda muraciot etmok — birinci mihum limiti totbiqi la-
zim golir. Biitiin bunlar artiq o goador ¢atin deyil, lakin bir gadar goz-
lanilmozdir vo miollimin triqgonometrik funksiyalarin cobri funksiya-
lardan forgli bir sira maxsusi xtsusiyyatlorina sagirdlorin diggstini calb
etmoya miayyoan goador vaxt sorf etmasino dayar Ki, bazi prinsipial
masalalori tokrar eds bilsin.

Is burasindadir ki, moktoblilorin miloyyon hissasi iciin trigono-
metriya J.Dedonnenin ifadssine goro “diisturlar damidir”. Hagigoton
disturlar goxdur, lakin misllim he¢ do homigo geyd etmir ki, onlarin
muoayyoan hissasi toriflorin birbasa noticasidir vo yalniz sinuslarin (kosi-
nuslarin) comi asl yeni faktdir, demoali mohz bu diisturlart yaxsi bilmok
Vo c¢ixarmaga bacarmaq lazimdir. Sinusun diferensiallanmasi diisturu-
nun ¢ixarilmasinin “ikinci addimi” onun naticasine asaslanir. Lakin sa-
girdlor adston bu vaxtda toplama teoremini xatirlamirlar.

Muallimin tokcs sinuslarin fargi disturunu yenidan sagirdlorin sa-
doco azbarlomays mochbur etmok imkani deyil asagidaki sxem iizro
tokrar1 togkil etmok imkani vardir: trigonometrik funksiyalarin torifi —
vektorun koordinatlari, toplama teoremlori — trigonometrik funksiya-
larin comi va forqi diisturlart.
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Mirakkab funksiyanin diferensiallanmasi haqqinda teorem “Cabr
Vo analizin baglangict” kursunun proqramina daxildir, odur ki, ondan

mosolon sin(ax+b), Igsinx vo ya (ax+b)™® kimi funksiyalarm

diferensiallanmasinda istifade etmok lazimdir.

Vaxta gonast etmok mogsadi ilo gostorilon teoremi sagirdlorlo
nozordon kegirmok vo elementar funksiyalarin téromo diisturlarinin
coxalmasinda miimkiin gadar genis istifade etmak mogsadsuygundur.

Masalan,

[sin(ax + b)], = acos(ax+b)

[cos(ax +b)] =-asin(ax+b)

diisturlar1 asagidaki kimi ¢ixarilir:

[sin(ax +b)] =cos(ax+b)-[ax+b] =acos(ax+b),
[cos(ax +b)] =—sin(ax+b)-[ax+b] =-asin(ax+b)

“Cobr vo analizin baslangict ” kursunda (X sinif) Gstli vo
loqarifmik funksiyalarin tdromasins baxilir.

Metodik cohotdon ¢otin olan bu masslonin izahatin bir nego
varianti vardir.

1) ©vvalco natural logarifmin téromasi tapilir, sonra isa tors

funksiyanin diferensiallanmasi haqqinda teoremdon istifado edorok e*
istli  funksiyasinin toromasi tapilir; sonra miirokkab funksiyanin
diferensiallanmasi qaydasini nozars almagqla tstlii funksiyanin toromasi
disturu ¢ixarilir, nohayat logarifmik funksiyanin tdromosi dusturu

muayyoan edilir.
AX

. a
2) lim
x=0  AX
limitin varligini1 gobul edib vo téromanin torifindon istifas edib Ustll
funksiyanin téromasi iigiin asagidaki diisturun dogrulugu miiayyan

=Ina; Burada Ina=c gotirmak olar. Sokildo

’
edilir: (a*) =ca*.

Sonra c¢=1 baxilir, bu hal ii¢lin & osasinin giymoti tapilir, yani
a=1 tapilr.

Beloliklo, €* iistlii funksiyanin téromaosi ticiin dustur misyyan edi-

lir. Sonra mirokkeb funksiyanin diferensiallanmasi hagqinda teorem-
don istifado edoarak natural logarifmin, Gstli va loqarifmik funksiyanin
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toromoalori tapilir. Ustlii vo loqgarifmik funksiyalari téromosinin tapil-
masinin bu {isulu, yeni programin izahat varagesinds uygun maslohot
verilmoasino baxmayaraq, bizo belos golir ki, sagirdlor iglin ¢otindir.

1
3) Iirrg(1+ o)« =g sokilds limitin varligim (ikinci mithiim limit)

X—>
isbatsiz qobul etsok, onda asanligla miioyyon etmok olar Ki,

1
lim(l+ ok )a =e*.

a—0
Dogrudan da ok = f ovoz edib, yoni a:f, ustli funksiya
kasilmayan oldugundan alinq:
1 17k 17k
Iing(1+ak); :yng[(1+ﬂ)ﬂ] :[yng(l+ﬁ)ﬁ:| =e".

Sonra téromonin tarifindon istifado edorok y =1log, X logarifmik
funksiyanin diferensiallanmasi diisturunu ¢ixarmagq olar.

a) X arqumentina AX artimi verak. Onda funksiyanin yeni giymoti
f(x+Ax) = log, (x + Ax).

b) Af = f(x+Ax)- f(x)=log, (x+Ax)-log, x = log, X+Ax lOQa(lJrAij;

X
Af Iogall+AX| A Ai
C) = = & =Ioga(1+x)X
X

AX AX
1
. AF AX
d) lim—=limlog,[1+— "
Ax—0 AX  Ax—0 X
Sonra loqarifmik funksiyanin kosilmazliyindon vo yuxaridaki

limito baxmagla loqarifmik funksiya {i¢iin axtarilan diisturu tapiriq:
C A (A 1 1
(log, x) = lim = =1log, I|m(1+] =log,e* = ~log,e=——
X X

M0 AX AX—0 xlna

Bu diisturdan xiisusi halda aliriq:
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’

1
(In X) = —. Murakkob funksiyanin téromasi hagqqinda teoremdan
X

almir:
_u(x) )
Inu(x)) = vaya (logg u(x)) =———.
(Inu(x)) 00 Y (logg u(x)) G0ina
Indi logarifmik funksiyanm téromosi dusturundan istifade edorok
tistlii funksiyanin téromasini mioyyon edok. y =a* baxaq. Bu bora-
barliyi logarifmalayaraq aliriq: In'y = xIna . Sonra alinmig barabarliyi

diferensiallayiriq.

(Iny(x)) =(xIna)

’

yoni Y- =Ina, beloliklo y'=ylna,
y

neticads (ax) =a”Ina.

Noticods logarifmik funksiyanin téromosi diisturundan vo murakkab
funksiyanin diferensiallanmasi teoremindon istifado edorok y = X“, bura-
da o -ixtiyari hagiqi adoddir, qlivvat funksiyasinin toromasi dlsturunu ne-
Ca ¢ixarmaq miimkiin oldugunu géstorok.

y = X% m logarifmalayib alirg:

Iny = axIn x, sonra bu baraborliyi diferensiallayib aliriq:
’ 2%
L=a-—,y9ni y’=al=a-—
y X X X
Belalikla, naticads (x*) =+ x**.
Toromo anlayigi tokco riyaziyyatin deyil, habelo basqa elmlorin
(fizika, kimya va s.) Vo texnikanin bir ¢gox masalalarinin dyranilmasinda
qlvvatli vasitadir. Bu fikir téromanin dyranilmasinin bitin marhale-
lorina do daxil olmalidir.

— axa—l

1.18.inteqral anlayisinin daxil edilmoasi metodikasi
1. Bu anlayisin maktab riyaziyyat kursunda yeri haqqinda
2. Inteqral anlayisinin daxil edilmosi haqqinda
3. Hondasi va fiziki masalalarin hallinds inteqralin tatbiglori
1. IX-X siniflarin “Cabr vs analizin baglangic1” kursunda sagirdlor
limit vo téramo anlayigslari, onlarin hesablanma {isullari, habelo tothig-
lori ilo tanig etdikdan sonra Xl sinifds inteqral hesabinin asas anlayislari
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Vo ideyalari ilo tanis olurlar. “Inteqral” mévzusunda baxilmalidir: ibti-
dai funksiya, integral va onun sahalarin tapilmasina tatbigi, integral uy-
gun comin limiti kimi, daira vo onun hissalarinin sahassi. Bundan basqa
X1 sinifin handoso kursunda sagirdlor mioyysn inteqralin cisimlorin
hacminin hesablanmasina tatbiqgi ilo tanis olurlar. Orta moktabin riya-
ziyyat programinda inteqrallamanin priyom ve metodlarimi sistemlos-
dirmok vo mirokkab funksiyani inteqrallamaq vardisi vo texnikasi
asilamaq noazordo tutulmur.

2. Malum oldugu kimi, halli son ndvbads sagirdlorin integral hesa-
b1 elementlorinin  monimsomoalorindon asili olmayan, osas metodik
problem ibtidai funksiyanin artimi (programda talob oldugu kimi) vo ya
integral cominin limiti (ali moktobdo adaton bels edilir) sokilde mioy-
yan inteqralin daxil edilmasi tisullar1 hagqinda mosaladir. Sarhin birinci
metodu qisadir vo Nyuton-Leybnis diisturunun ¢ixariligini talob etmir.
Lakin mioyyan inteqrali bu metodla daxil edorkon miayyan integral
anlayisinin osasinda duran comloms metodu ideyasi (miioyyan inteqral
tarixon belo yaranmugdir) ikinci plana kegir. ikinci metodla inteqral
cominin limiti kimi muoyyon inteqrali daxil edarkon inteqralin dyro-
nilmasins ¢ox vaxt lazim olur, ¢iinki miioyyan inteqral anlayigina gati-
rilon masalalora baxmaq tigiin boyiik hazirliq isi aparmagq talab olunur,
sonra isa Nyuton-Leybnis disturunu nazardan (¢unki, tokcs torifo osas-
lanaraq sonsuz comin limiti kimi misyyon inteqrali hesablamaq ¢o-
tindir) kegirmak lazim galir.

Lakin miiayyan inteqral anlayisina belo yanagma, basqa sozlo axta-
rilmast miixtalif handasi va fiziki mosalalarin hallino gatirilon har hansi
limit néviiniin xiisusi novii kimi baxildigda, gorlndr ki, mlayyan integ-
ral daha aydin vo miivafiq olur, sagirdlar iss onun daxil edilmasini zo-
ruri ganunauygunluq kimi gobul edirlor.

Orta moktab tigiin siaq darslik vo dars vasaitlarini mixtalif misl-
liflor torofindon mioyyon inteqralin Syronilmosi sorhinin qisa xarak-
teristikasini verak.

a) Son vaxtlarda yazilmis tadris vosaitlorinin aksariyystinds muoy-
yon inteqral anlayiginin daxil edilmasinin birinci variant1 gabul edilir.
Odur ki, masalonin sorhino ibtidai funksiyanin Syronilmasi ilo bas-
lanilir. (torif verilir vo ibtidai funksiyanin tapilmasiin asas teoremlori
Vo gaydalari isbat edilir). Sonra ayrixatli trapesiyanin sahoasinin tapil-
mas1 masalasine baxilir, gostarilir ki, manfi olmayan f(x) funksiyasi ha-
linda oturacagi [a, x] olan oyrixatli trapesiyanin S(x) sahasi, bu f(x)
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funksiyasinin ibtidai funksiyalarindan biridir, habels geyd edilir ki, [a,
b] parcasinda bu ibtidai funksiyanin artimi oturacagi [a, b] olan oyri-

Xatli trapesiyanin sahoasino barabordir. Sonra F(b)—F(a):jf(x)dx

ifadasins f(x) funksiyasmin a-dan b-ys inteqrali deyilir, burada F(x) iso
f(x) funksiyasinin ibtidai funksiyasidir.

Muolliflor “funksiyanin geyri-milayyan inteqrali” istilahindan, belo
dedikds bu funksiyanin biitiin ibtidai funksiyalar ¢oxlugunu basa diiso-
rak, istifado etmolarino baxmayaraq “muoyyan inteqral” terminini iglot-
mirlar.

Belalikls, ibtidai funksiyanin artimi vasitasilo mioyyan integral an-
layisin1 daxil edarkon, mioallimlor bununla da hazir sokildo Nyuton-
Leybnis diisturunu alirlar (basqa sozlo isbatsiz — torif sokilds). Integ-
ralin ayrixatli trapesiyanin sahasi ilo slagssini gdstarmokls, mislliflor
bununla hamin inteqralin hondasi monasini aydinlasdirirlar.

Nohayat muolliflor integrala integral cominin limiti kimi baxirlar.
Saho anlayisim daxil etmoklo vo onun xassalorine baxmagla, sonra
daira vo onun hissalarinin sahasi dyranilir. Noticads doayigon qiivvonin
isi haqqinda, hallindo muoyyan integraldan istifads olunan, masalalars
baxulir.

Muoyyan integrala belo yanagmaya osaslanan inteqral hesabi ele-
mentlorinin sorhi variant1 ilo A.I.Markusevicin “Moktob riyaziyyat kur-
sunda inteqral” (COopuux “HoBoe B mkompHOH MaremaTuku”’. M.
“3aauenue”, 1972), habelo M.A.[lo6poxoroBoit m A.M.CadanoBu
(cOopuuk Crareit “JlonogHUTENbHBIE TJIABBI MO0 Kypcy MaTeMaTHKH
Xknacca st akynpTaTHBHBIX 3aHATHi”, M. “IIpocenienue”, 1970)
mogalosinds ds tanis olmag mumkunddir.

b) H.M.Buneukuu vo C.N.IIBapcOypmyn riyaziyyat tomayillu orta
moktabin IX-X siniflori iigiin yazdiglar1 ‘“Maremaruueckuii aHammuz”
(M., “TIpocBemienue”, 1973) kitabinda habelo [3]-do “HuTerpan”
moévzu ali moktobs yaxin stilde dyronilir. f(x) Gcln bdtin ibtidai
funksiyalar goxlugu kimi f(x) funksiyasinin geyri-mioayyan inteqrali
anlayisinin daxil edilmasi vo onun xassalarinin nazardan kegirilmasi ilo

baslanilir. (isara: J f (x)dx). Sonra kifayst goder tam funksiyanmn in-

teqrallanmasi moasalasi Oyranilir (avozetma metodu ilo vo hisss-hisso
inteqrallama). Sonra ayrixatli trapesiyanin sahosinin tapilmasi maSo-
lasing baxilir, ham do bu sahonin varlig: isbat edilir.
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Kasilmayan f(x) funksiyasi ii¢iin asagi vo yuxari inteqral comlori
anlayiglarma torif verarok miolliflor [a,b] parcasinda kosilmayan f(x)
funksiyasinin miioyyan inteqrali anlayigin1 daxil edirlor. Muayyan
integrala yuxar1 sorhaddin funksiyast kimi baxaraq miioyyon inteqrali
hesablamag tcun Nyuton-Leybnis diisturu ¢ixarilir. Sonra miioyyan
inteqralin miistovi fiqurlarmin sahslorinin hesablanmasina tatbigine
baxilir. Silindrik cismin, piramida va kasik piramidanin, firlanma cisim-
lorin, paralel kasiyinin saholori molum olan cisimlorin hocmlori, fir-
lanma cisimlorinin sathinin sahalori Glldenin hor iki teoremlorine
gatirilir.

Yekunlagdiraraq qeyd edok ki, “Inteqral” mévzunun 6yranilmasine
verilon vaxt hacminin azlig1 zamani1 bu mévzunun Gyranilmasine misyyon
Vo ya geyri-mioyyan integralla baslamaq haqqinda miibahisa metodik
odobiyyatda praktik deyil nozeri xaraketr dasiyrr. Bununla olagodar
Y.S.Dubnovun bir miilahizesini gostorak: “Inteqral hesabinin dyranilmo-
sina miayyan va ya diferensiallama mosalasine miiraciot etmaklo miayyan
(integral cominin limitini)” baglamaq haqqmnda kohno metodik mubahiso
burada 6z kaskinliyini itirir. Dogrudan da bu seylarin orta moktobda todrisi
hocmin azlig1 vo vaxtin ela qisa pargasi ilo mohdudlasdirilmalidir ki, har iki
anlayis eyni zamanda daxil edils bilsin va sonralar paralel nozardan kegir-
mok mimkun olsun. (C.M.Crarpto B ‘“‘MareMaTH4eCKOM IPOCBELICHUH,
N5,1960. M., ®usmarrus, ¢ 54)

3. Inteqral anlayisinin daxil edilmesinin birinci yanasilmasinda
(basqa sdzlo ibtidai funksiyanin artimi kimi) “Inteqral” mévzusunun so-
nunda inteqralin fizika vo handass ils alagassini niimayis etdirmak, ikin-
Ci yanagmada iso (basqa sozlo inteqrala inteqral cominin limiti Kimi
baxildiqda) onlardan baglamaq basqa s6zlo, onlardan inteqral anlayisini
gotiron masalalor kimi istifado etmok (iglin mogsods uygun olan bir
neca masaloys baxaq. Belo masalalor sirasinda hor seydon avval mis-
tovi fiqurlarin saholori, yolun hesablanmasi, mayenin tozyiq quvvasi va
s. haqqinda an miihiim masalalor daxil edilmalidir. Bu masalslari tahlil
edok.

9yrixatli trapesiyanin sahasi haqqinda masala
Forz edak ki, Dekart koordinat sistemi ilo tochid edilmis miistovido
Ox oxunun [a,b] parcasi x=a va x=b dlz xatlori, y=f(x) ayrisi ilo shato
edilmis aABb fiquru verilir. (Sakil 18).
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Qeyd edak ki, burada verilon istilahlar elementar hondass kursunda
goabul edilondan farglonir, burada [a,b] pargasi trapesiyanin hiindirliyd,
X=a vo x=b paralel diiz xotlori iso onun oturacalar1 adlanir. Habelo
geyd edok ki, A ndqgtasi a noqtssi ilo, B isa b nogtasi ilo st-lsto diigo
bilor. Masaloni qoyaq: “Oyrixatli trapesiyanin sahasini tapaq”.

Qoyulan masalonin halline asagidaki kimi baslayaq. [a,b] par¢asini

. : iy b—a
eyni uzunluglu n hissoys bolok. AX=——=a; —a,, burada a,
n
nogtolori a=a,,a,,a,,.,a,,,8, =0 (a, <a, <a,..<a,) dir. Sonra g,
(i=12..,n—1) bolgu ndgtalarindon Oy oxuna paralel diiz xatlor gokok.
Aparilan omoliyyat noti- 7 B

cosindo verilmis aABb
oyrixatli trapesiyasi otu-
racaqlari [a_ a](=12..n) Pz /
olan n oyrixatli trape- /

siyaya ayrilir. %

Hoar bir [ai_l,ai] 5
(i=12,...n) pargasmn
Uzoarinda ixtiyari
x(a,_, <x <a) nogtesi 0 ==m n A 7@ Bl Tn =gy
secilir. Sonra oturacag- Fakil 18,
lan AX=a, —a,; Vo

hundiirliklorinin uzunlugu f(x;) olan (i=12,..n) diizbucaqlilar

qurulur.
Belo diizbucaglilarin hor birinin sahesi f(x, )x(a, —a_,)= f(x,)-Ax

n
hasilino borabordir. Qurulmus diizbucaqlilardan sahassi Z f(Xi )AX
i-1
dusturu ilo hesablanan pillali fiqur smols galir (Sakil 18). Bu ayrixatli
aABDb trapesiyasinin toqribi sahosidir. Aydindir ki, bolmo pargalar:

[a,,,a](i=12,..n) kicik oldugca xota az olur. Odur ki,

n
Iimz f(x,)AX baxsag, onda oyrixotli trapesiyamin sahosini aliriq.
1

N—o0 4
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Inteqral anlayis1 artiq daxil edilmis olarsa, onda demok olar belo

b
ayrixatli trapesiyanin sahasi S = I f (x)dx dusturu ilo hesablanir.
a
Yolun hesablanmasi hagqqinda masalo

Forz edok ki, maddi noqto hor hans ani 2% = ¢(t) siirati ilo diizxatli
horokat edir, basqa s6zlo ndgtanin siirati zamanin ixtiyari t momentinda
malumdur, 19('[)- [Tl,Tz] parcasinda kosilmayan funksiyadir. Zamanin
t, =T,-don ty, =To arahiginda cismin kecdiyi yolu tapmaq tolob
olunur (Sakil 19).

o by T
i i | i | L 1 | L L
] fy=1 f L1080 £ f T, =t
Sakil 19,

On sado halda, ani siirot sabitdirss, yoni ()= ¢}, = sabit
te [Tl,TZ] tictin, onda cismin kecdiyi yol (fizika kursundan molum torifa
osasan) siiratlo haraket miiddatinin hasiline boraberdir: S = 2% (T, —T,).

Ani surat sabit olmadan {imumi halda iso asagidaki kimi yanasilir.
Zamanin doyisma araligi [Tl ,Tz] to =Tttt ,t, =T,

Tl

T. —
(t, <t, <..<t ) noqtoloriilo eyni At=t, —t,_, =2 uzunluglu
n

n sayda [t,_,,t;] (i=12,...n) parcalara ayrilir. Sonra har bir [t 1. ]

pargast iizarinda ixtiyari 7;(t,_, <7; <t;) ndqtesi segib D (7, )At...
i=1

(*) comi tortib edilir. Bu comin hor bir (7, )At toplanam cismin

t =t, -don t =1, godor middatds kegdiyi taqribi yolu verir. Dogrudan

da 19('[) funksiyasi kosilmayan oldugundan [tifl,ti] pargasi noq-

tolorindaki 19(t) suirati onun 7; noqtesindaki giymatindan az farglonir.

Odur ki, cismin zamanin [tifl,ti] araliginda getdiyi yol taqribon cismin
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homin miiddatdo sabit 2%(z, ) stirati ilo getdiyi yola borabordir. Belolikla
cismin t =T, -don t =T, -yo godor olan vaxtda getdiyi yol togribon (*)

comi ils ifads edilir: S =) 9(; At
i=1

Cunki homin yol cismin zamanin [Tl,Tz] par¢asinin boliindiiyii
hor bir ['[i_l,ti ] araliginda getdiyi yollarin comindan alinir.

Asanligla gérmok olar ki, bélma pargalar [ti_l,'[i ] (i :1,2,...n) na
godar Kicik olarsa tagribilik 0 godor yaxst olacaqdir. Odur ki, cismin
zamanin [Tl,Tz] pargasinda getdiyi yol asagidaki sokilda limit kimi

tayin edilir: S = lim )" &(z; JAt
N—eo 4=
Inteqral anlayis1 sagirdlora molumdursa, onda cismin getdiyi yolu

T
S= Jé‘(t)dt diisturu il hesablamag olar.

T1

Mayenin tazyiq qlivvasi haqgqinda masals

Forz edak ki, trapesiya soklinda 10vho saquli olaraq xiisusi gokisi ¥
olan mayeys, oturacaqglari mayenin sorbost sathina paralel vo onun so-
viyyasindon uygun olaraq a vo b mosafodo asagida yerlosmokls,
salinmigdir. (Sakil 20).

Mayenin l6vhaya tozyiq glivvasini tayin etmok talob olunur.

Toboage Ufigi voziyystdo mayenin sorbast sathindan (Saviyyasindon)
h dorinlikds olarsa, onda mayenin l6vhays F tozyiq qlivvasi, oturacagi
verilmis 16vhs, hiindirllyt ise h darinliyi olan maye siitununun goki-
sina boraboar olardi, basqa s6zlo F =y -h-S. Burada S l6vhonin sa-
hasidir.

Lovha mayeys saquli salinarsa, onda (*) diisturu ilo mayenin I6v-
hays tozyiqgi hesablana bilmaz, clnki bu halda mayenin vahid sotho
tozyiqi batmanin dorinliyi ilo 6lglur.

Masalani hall edarkan, Paskal ganununu, yani maye tazyiginin har
torafa eyni verildiyini nazars alacayigq.

Moasalani hall etmak lg¢lin tobagani mayenin sarboast sothino paralel
(yoni Oy oxuna paralel) vo  X,=a,X,X,,..X, 1, X, =D

*n-1' *n
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b-a. . . :
(Xg <X, <Xy <X, 3 <X,) X, =@+, i =0,,...n ndgtolorin-
n

don kegan duiz xatlorlo n hissays (kigik iifiqi zolaglara) ayiraq. X; derin-
liyinda yerlason tobagolordon birini i - cini— (Sokilds o strixlonmisdir)
ayirag.

07

Sakil 20.

9
X

Kifayat godor ensiz zolagda onun bitin hissslorinds tozyiqi tog-
riban eyni, hesab etmak zolagin 6ziinii iso hundurliyl AX oturacagi iso
zolagin asag1 oturacagina barabor diizbucaqli gabul etmok olar. Asan-
ligla gormok olar ki, diizbucaqlinin oturacagi zolagin batma dorin-
liyindon asilidir, bagsqa sbzlo x absisinin funksiyasidir. Bu funksiyani

f(x),xe [a,b] ilo isaro edok. Belsliklo tobagoys diisen tezyiq qiv-
vasini  (*) dusturu ilo hesablamaq olar, basqa so6zlo aliriq:
v f(xi )AX‘ X

Mayenin butiin zolaglara tozyiq quivvasini comlayib biittin 16vhays olan

tozyiq quvvasini hor-hansi tagribiliklo tapirg: F = g 7f(xi )AX-Xi
i=1
Mayenin [0vhoya tozyiq qivvesinin daha dogiq giymati

n
F =Ilim Z y £(x,)AX- x, disturu ilo hesablanr.
N—seo 4=
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Belalikla, sagirdlor inteqral anlayist ilo tanigdirlarsa, mayenin 16v-
b
hays tazyiq quivvasi F = 7J xf (x)dx duisturu ilo hesablanr.
a

Sonra, hals integral (mioyyan) anlayist daxil edilmoayibdirss, onda
bu anlayis1 asagidaki kimi nozordon kegirmok lazimdir.

Belalikla biz hallari eyni bir amallor ardicilligi (eyni bir metod) ilo
yerina yetirilon, har hansi comin qurulmasina va bu comin limitinin
tapilmasina gatirilon masalalora (handssi va fiziki) baxdiq.

Gostarilon metod ¢oxlu sayda riyazi vo praktik masalalorin hallinds
totbiqg olundugundan, onda onu masalonin konkret mazmunundan
mucarradlagdirarak 8yronmoak tobiidir. Bu metodun mahiyysti asagida-
kindan ibarotdir.

1) Forz edok ki, [a,b] pargasinda ixtiyari birgiymotli mohdud f(x)

funksiyas1 verilir. [a,b] parcast a=a,,a,,a,,8,.,a,,,8, =b

1 -1 n

o - - - b_a
(a,<a, <a,<..<a, <a,) Nnogtalori ilo eyni AX=T=ai_ai—1

uzunlugundan [a,_;,a, |(i =1,2,...n) hissolors bolinir.

2) Hor bir [ai_l,ai ](I =1,2,...n) ayrilma pargalarinda ixtiyari X,
noqtesi secilir vo hor bir ayrilma pargasi {iciin secilmis X; noqgtesindoe
f(x) funksiyasi qiymotinin uygun [ai_l : ai] pargasinin uzunluguna hasi-
li tortib edilir, basqa sozlo f(x, )(a, —a,_)= f(x, )AX sokildo hasillor
dizaldilir.

3) Bitin bels hasillorin comi gétiiralir: S, (a,b)="" f(x;)Ax.
i=1

Bu f(x) funksiyasinin [a, b] par¢asinda inteqral comi adlanir.
4y S (a;b) integral  cominin  limiti  tapilr:  yoni

N—oo N—oco 4

J=1limS (a;b)= Iimzn“ f(x, )Ax

Baxilan limit, ogor 0 varsa, mioyyon inteqral adlanir vo
b

J = [ £(x)ax ilo isara edilir.

a
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Buttin deyilonlordon sonra inteqralin torifini inteqral cominin hor-
hansi limiti kimi ifads etmak olar.

1.19.Maktab riyaziyyat kursunda an sada diferensial tanliklar

1. Bu mdvzunun moktab riyaziyyat kursunda yeri

2. Diferensial tonlik anlayis1 hagqinda

3. Moaktobds iistboylu (eksponensial)® diferensial tonliklorin 8y-
ronilmasi

4. Orta moktabin riyaziyyat kursunda harmonik ragsin diferensial
tonliyina baxmaq haqqinda.

1. XI sinfin “Cabr vo analizin baslangic1” kursunda on sads di-
ferensial tanliklora baxmag nozoards tutulur.

“Ustlii vo logarifmik funksiyalar” movzusunda sagirdlori istlil
ganun {izro artmanin vo azalmanin Yy’ =Ky diferensial tonliyi ilo tanis

etmak, hallari bu tonliya gotirilon mixtalif elm saholorindon (fizika,
kimya, biologiya, igtisadiyyat, ictimaiyyst va s.) olan mosalalara bax-

magq nozordo tutulur. Harmonik ragsin y” = —k?y diferensial tonliyino

“Trigonometrik funksiyalar” movzusunda baxilir. Burada da hallari bu
tonliyos gotirilon mexanika, fizika, elektrotexnika vo basqa miihondis
elmlarindan gotiiriilmiis masalalors baxmaq nazords tutulmusdur.

2. Diferensial tonlik anlayisini daxil edono godor sagirdlora bil-
dirilir ki, elm va texnikanin, habels iqtisadiyyatin mixtalif saholorinds
cox vaxt hollori, doyisondon, axtarilan funksiyadan slave homin axta-
rilan funksiyanin téramasi daxil olan, bir va ya bir necs tonliya gotirilon
masalalora baxilir. Sonra bildirilir ki, belo tonliklora diferensial tonliklor
deyilir. Qeyd edilir ki, riyazi analiz kursunun “Diferensial tonliklor”
bolmasi diferensial va inteqral hesabir metodlarinin daha da darinlos-
dirilmasidir. Diferensial hesabinda funksiya verildikde onun téromasi
tapilirsa, inteqral hesabinda téromoys osason bu tGromo Uglin ibtidai
olan funksiya tapilir, lakin diferensial tonlikiarin nozariyyasinin dy-
ronilmasi va praktik masalalorinin halli zamani funksiya vo onun toro-
moasi deyil onlart alageslondiran tonlik (vo ya bir negos tonlik) verilir.
Cobri tonliyin hall edilmasinin no demoak oldugu sagirdlara xatirladilir.
Sonra analogiya Uzrs diferensial tanliyin halli, bu tonliyi dogru barabar-

'Eksponensial funksiya - €* voya a* funksiyalara (a > 0),ysni ustli
funksiya, e.f habelo expx ilo isars edilir.
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liya ceviron, funksiya kimi daxil edilir. Bundan sonra sagirdlorlo dife-
rensial tonliys gatirilon bir ne¢co massloys baxmagq faydalidir.

Masalo 1. Hor bir nogtesinds, absis oxunun misbat istigamati ilo
amols gatirdiyi bucagin tangensi toxunma néqtasi absisinin iki mislina
borabar, toxunani olan miistovi ayrisini tapin.

Holli. Forz edok ki, XOY mustovisi Uzorinds axtarilan oyrinin
tonliyi y=f(x)-dir (Sakil 21).

Masalonin sartina gora har bir N(x, f(x)) ndgtesinds, absis oxunun
misbat istigamati ilo amols gotirdiyi bucagin tangensi toxunma noqtasi
absisinin iki mislino borabor
yani, tgor=2x olan toxu-

nan vardir. Téromanin han-

dosi  monasindan istifads
edorok aliriq: % y=1lx)
f'(x)=2x (@ N
voya
y'=2x @)

Almmig tonlik diferen-
sial tonlikdir, clinki ona ax-
tartlan funksiyanin toromasi
daxildir. 0 x

(1) (vo ya 1) tonliyindon Sakil 21.
goriiniir ki, axtarilan y funk-
siyasinin toromasi 2x-a barabordir, bagqa s6zlo axtarilan y funksiyasinin
6zii 2x funksiyasinin ibtidai funksiyasidir. Bizo malumdur ki, verilmis
funksiyanin biitiin ibtidai funksiyalar1 ¢oxlugu bu funksiyanin geyri-
muayyan inteqralidir, odur ki,

y= _[2xdx 2"

voya
y=x’+C 2)
burada C-ixtiyari sabitdir.

Belaliklo (1) (vo ya 1) diferensial tonliyinin holli y = x?+C,

burada C- ixtiyari sabitdir, funksiyasidir. Demsli verilmis tonliyin sa-
bitla farglonan sonsuz sayda hallari vardir. Belsliklo, mosalonin sartini
bir ayri deyil sonsuz sayda ayrilor — parabolalar ailasi (Sakil 22) ddayir.
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Masalonin yegana holli olmasi ii¢iin onun sortinds axtarilan ayrinin
kecdiyi néqgto do verilmolidir. Dogrudan da farz edok ki, (XO, yo) (vo

ya (x,, f(X,))) nogtesinden kegan oyri axtarilir, onda bu néqtonin

2
koordinatlarini (2) hallinds yerina yazib alirig: Y, =X,  +C, yoni
C=y,- on

Belalikla, verilmig
mosoalonin halli, basqa
sozlo  (X,,Y,) néqte-
sindon kegan ayri tonliyi

2 2 .
y=X"+Y¥,=X so A0

klinds olan ayridir.
Xususi halda, ayri
koordinatlari

Xo =Y, =0 olan nog-
todon kegirsa onda mo-
salanin halli y = x* pa-

2

F=x" -3

rabolas;, X, =1 o

Yo =2 oldugda hall Sakil 22,

y=x°+1 parabolasi

vo ya X, =2 o

Yo, =1 oldugda masalanin halli y = x* — 3 parabolasidir (Sakil 22).
Masale 2. Cisim ¢}, baslangic siirati ilo yuxari atilmigdir. t=0

baslangic momentinde onun S, vaziyystindo oldugunu cismin yalniz

agirliq qiivvasinin tasiri ilo horokat etdiyini bilorok cismin harokat ga-
nununu tayin edin.

Holli: Fizika kursundan molumdur ki, cisim agirliq qiivvasinin
tosiri altinda g-ya barabor sabit tacillo horokst edir. Biz bilirik Ki,
harokat edon maddi noqtonin tocili S yolunun t zamana nazaran ikinci
toromosi ilo ifado edilir, odur ki, bu halda diferensial tonlik
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2 2
d<s i .
M——-=gm vo yam-o ixtisar etdikdon sonra
dt
olur.

5 =—0 (3) sokildo

t2

ikinci téromonin torifino osason S” =(S’) =« =—g, odur ki,
birinci mosolods oldugu kimi miihakimo ederok alirnq ki, ##=3S’
funksiyast (— g) funksiyasina nazaron ibtidai funksiyadir, basqa s6zlo
¥=5"= J(— g)dt=-gt+C, voya #=S"=—gt+C, (4). Sonuncu
barabarlikdon alinir ki, S (— ot + Cl)-in ibtidai funksiyasidir, odur ki,

2
S :J(—gt+Cl)dt:—gjtdt+C1Jdt:_g;+Clt+C2, burada

C, vo C, - ixtiyari sabitlordir.
: : : iy : t?
Beloliklo diferensial tonliyin holli S = L Ct+C, (5
2
funksiyasidir. Beloliklo hoalls iki ixtiyari C; vo C, sabitlori daxildir.
Masalonin sortino gore zamanin t =0 baglangic aninda cisim S,
hindirlikds  olmusdur, odur ki, (5) disturundan aliriq:

S(O):S0 :—92'0+C1-0+C2,y9ni C, =S, (6)

Digor torofdon zamanin t =0 bagslangic aninda cismin baslangic
sursti ¢, olmusdur, odur ki, (4) disturundan aliir: ¢, =—-g-0+C,

voyaC, =d, (7)
Belsliklo C, vo C,-in (6), (7) barabarliyindoki giymatlorini (5)

disturunda yerins yazib, goyulan masalonin hallini aliriq:
2

S=—%+ﬂ0t+so

Baxilan misallardan diferensial tonliyin halli xtsusiyyati gortindr.
Onun halli sonsuz funksiyalar ¢goxlugundan ibaratdir, verilmis baslangic
sorta asasan isa bir hall alinur.

Bundan sonra diferensial tonliyin tortibi, Umumi vo xususi hall
anlayislart daxil edilir. Gostorilir ki, tonliys daxil olan téromalordon on
yiiksayina diferensial tonliyin tortibi deyilir. Masalon yuxarida baxdi-
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gz (1) tonliyi bir tortibli (3) iso iki tortibli tonlikdir. Qeyd edilir ki,
bir tortibli diferensial tonliyin ixtiyari C sabiti daxil olan halli eladir ki,
C-in mixtolif giymatlorinde ondan bu diferensial tonliyin butin
hallarini almaq olar, belo hall diferensial tonliyin mumi halli adlanir.
Biz gorduk ki, (1) tanliyinin (2) hallino bir ixtiyari sabit daxildir, odur
ki, o bu tonliyin Umumi hallidir. Iki tortibli diferensial tonlik halinda
umumi halls iki ixtiyari sabit daxil olmalidir. Masalon, yuxarida baxilan
(3) tonliyinin halli iki ixtiyari sabit daxil olan (5) tonliyidir. Odur ki, o
(3) tonliyin Umumi hallidir. Nohayst diferensial tonliyin xususi hall
anlayis1 iizorindo dayanmaq lazimdir. Gostarilir ki, bir tortibli diferen-
sial tonliyin imumi hallindan ixtiyari C sabitino mlayyan giymot ver-
mokla alinan halls tonliyin xtsusi halli deyilir. Sagirdlare aydinlagdirilir
ki, bir tortibli diferensial tonliyin G4mumi hallindan xUsusi hslli almaq

liglin baslangic sort verilmolidir, yoni arqumentin har hans1 X = X, qiy-
matindo axtarilan y(x) funksiyas1 verilmis y(xo): Yo giymatini
almasini talob etmok lazimdir. Bu sonuncunu 1 masalasinin halli Gzo-

rinds niimayis etdirmok olar. Masalon, y = x*>+C mumi hallindan

y= X2, y= X2 +1, y = Xx? —3 xiisusi hellorini almagq iigiin uygun

olarag X, =Y, =0; X, =1 va y,=2; X, =2 vo Y, =1 baslangic
sortlori verildi. Beloliklo y=x°, y=x>+1, y=x*-3 xiisusi
hollori C sabitinin verilmis miioyyan giymetlorina uygundur, mohz
ixtiyari C sabiti uygun olaraq 0, 1 va -3 giymaotlarini aldi.

Bundan sonra geyd edilir ki, iki tortibli tonliys baxilirsa, onda
Umumi haldon xususi hallori almaq U¢tn ona daxil olan iki ixtiyari
sabito mlayyan giymat vermok lazimdir ki, buna da baglangic sartlorin
verilmasi ilo nail olunur. Iki tortibli tonlik ii¢iin baslangic sortin veril-

masi ondan ibarestdir ki, arqgumentin hor hans1 X=X, ¢iymatindo
axtarilan y(x) funksiyasinin bu noqtods giymati, yani y(x0)= Y, ha-
belo onun tdremasinin, yani y’(x,) =y, giymati verilir. Masslon, 2

masalosinds asagidaki baslangic sortlor verilmisdir: zamanmn t =0 am
tciin S(O)z S, baslangic voziyyat (bagqa sdzlo zamanin baslangic

aninda cismin hiindiirliiyii) vo baglangic %0)=S’(0)=4, siroti

verilmisdir.
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t? -
Bunlar S = —92 + C,t +C, tmumi hallinden bizi maraqlandiran

t? - N
S = —92+ Yt + S, xisusi halli va baxilan maesalenin hallini almag:

imkan verdi.

3. Moktobds Ustboylu diferensial tonliyin (0, y" = —ky sokildadir)
Oyronilmasina fizika, texnika, biologiya vo s. gotiiriilmiis hallori bu
tonliya gatirilon muxtalif masalolors baxmagla baglamaq olar. Artiq
sonra isbat etmok lazimdir ki, bu tonliyin biittin hollori y(x)=ce™

soklindo funksiyadir, burada C- ixtiyari sabitdir. Bu masalonin hallinin
Oyranilmasini qurtararaq yenidon Ustboylu diferensial tonliyin qurul-
mast vo hallina gatirilon praktik vo texniki masalalor hallino baxmaq
lazimdir. Masalon bir sira tadris vosaitinds belo edilmisdir. Burada
avvalca radiumun pargcalanma ganununu mioayyan etmok haqqindaki

mosoloyo baxilir vo gostorilir ki, onun holli m’(t)=—-km(t), k >0
sokilda har hansi diferensial tonliyin hallina gatirilir. Sonra bu tanliyin
m(t) =c-e " soklinds halli miayyon edilir (verilmis funksiyanin hall

olmasi bilavasito yoxlama ilo mioyyan edilir), diferensial tonliyin bas-
langic sortlori haqqinda anlayis verilir, miioyyan edilir ki, baxilan
tonliyin basqa hallori yoxdur. Sonra gosteris verilir ki, bir ¢ox fiziki,

iqtisadi vo bioloji hadisslori aragdirarken u’(t)=—ku(t) soklindo dife-
rensial tonliya gotirilon masalalor hall etmok lazim galir. Daha sonra

otraf mihitds olan cismin soyudulmasi, barametr vasitasilo hundir-
ldydn oOlgilmasi, ohalinin artimi haqqinda masalalora baxilir. Naticada

qeyd edok ki, albatdo, moktobda y’(x)+ f(x)- y(x)=g(x) soklinda
y’(x) = —ky(x) istboylu tonlik, burada K — sabitdir, bu tonliyin xsusi
halidir, bels Ki, sabit amsalli bir tartibli xatti bircins tonlikdir) bir tortibli
xatti diferensial tonliklorin Umumi nazariyyasine baxmaq lazim deyil.
Lakin ibtidai funksiya anlayisindan istifado edorok bu y’(x) = —ky(x)

tonliyinin y(x) =ce ™ goklinds Gimumi hallini almaq lazimdir, burada

C ixtiyari sabitdir.
4. Moktobdo baxilan digor diferensial tonlik, harmonik ragsin

y” =—k?y tonliyidir. Bu tonlik iki tortiblidir.
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Bozi todris vasaitindo bu masalo asagidaki kimi izah edilmisdir:
avvalca halli bu tonliya gatirilon mosaloloro baxilir, sonra gostoris

verilir ki, bu tonliyin btiin hollori y(x)= Asin(kx + @) soklindo funk-

siyadir, burada A vo @ ixtiyari sabitlordir.

Sagirdlarin diggotini o cahoata yonaltmok lazimdir ki, baxilan halda
umumi hallo iki ixtiyari sabit daxildir, odur ki, xtisusi halli (basqa s6zlo
mosalonin hoallini) almaq {giin baglangic sart verilmalidir, mohz bag-
langic anda tokca funksiyanin qiymaotini deyil habelo onun téromasinin
do giymati verilmalidir. Masalon, yayli raqqas hagqindaki massloya
baxarkon zamanin t=0 baslangic aninda yekun tarazliq halindan

y(0)=y, baslangic meili habelo t =0 baslangic momentindo bu
yukin harokat siirati, yani y’(O) = ¢}, baslangic siirati verilir.

Bir sira vasaitlordo hoallori harmonik rogqasin baxilan tanliyine
gatirilon yayli vo riyazi roqgas, ¢evro Uzro baraborsiratli harokat
haqqinda masaloya baxilir.

Bu masalalorin gorhini mihazirs soklinds aparmaq faydalidir vo bu
zaman sagirdloro diferensial vo inteqral tonliklorin miasir fizika vo
texnikadaki boyiik rolundan danigmaq lazimdir.

Olavalor

1. Bir tortibli bircinsli diferensial tonliklor. Hor seydan avval do-
yisonlorine ayrilan bircinsli tonliklora baxag.

Torif. f(x, y) funksiyasini 6z arqumentlorinin nisbatlorinin funk-

siyasi soklindo gdstermok mimkiin olarsa Yy’ = f(X, y)(l) tonliyina
bircinsli tonlik deyilir. Yoni f(x, y)=¢(y) soklindo gdstormok
X

Xy -y’

miimkiin olarsa (1) bircinsli tenlik adlanir. Masalon, Y’ = 5
X —2Xxy

2
y
X

.

bels tonlikdir, ¢tinki onu y’ = = f(y) sokilda gdstarmok
X

1-2Y
X

olar. y = Xu avazlomasi ils bu tanliyi hall edirik.

110



2. Moktobda y’+ p(X)y = g(X) xetti tonliyin hollini do vermok
olar. Bu tonlik y = u#} avazlomasi ilo doyismoloring ayrilan diferensial
tonliys gatirilir.

3. y'+ p(x)y =g(x)y".
getirilir. Belo ki, yy ™"+ p(x)y™ =g(x) yazib y™ =2z ovoz-
lomoasi ilo bu tonlik xatti tonliys galir.

Bu gostorilonlori moktsbds vermek y”=—-k?y tenliyinin hal-

lindan daha munasibdir.

Bircinsli tanliyi har hans1 mosalodon almaq olar:

Hor bir noqtesinds toxunanin ordinat oxu ilo kasismo ndqtosi
koordinat baslangicindan va toxunma ndgtesindan eyni mosafodo yer-
lagan ayrini tapin.

Bernulli tonliyi asanligla xotti tonliya

Holli. Axtarilani

y y = y(X)-Is isara
edok. Bu oyri Uze-
rinde M(x, y) nég-
tosi gotirek vo forz
edok ki, AM hamin
ndqtodo ayriys ¢o-
Kilmis  toxunandir
(Sakil 23). Sorto go-
ro AM=0OA. Toxu-
nanin handasi mona-
sma goro tgar =Yy’

x  oldugundan ag-_yy
(clnki  AABM -dan

Sakil 23, tga=—"B) vo Pifa-
X

gor teoremina gdra homin tgbucaqgdan
AM =-/AB2+BM? =.[x’y?+x>  olar. AM=OA oldugundan

OA=./x’y*+x?, OA=0B+AB=y—xy’ -dir. Onda y-Xy' =X’y +x*

Vo ya y’zg alariq. Bu tonlik bircins tonlikdir vo y=xz
xy
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. . . 2zdz dx - -
avazlomasi ila doyisonlorine ayrilmig = —— tonliyins gatirilir.
1+ 22 X
Onun Gmumi halli x(1+2%)—C =0 soklindadir vo z ="~ oldugun-
X

dan, aliriq ki, axtarilan oyrilor  X*+y*—Cx=0 olur
y?(L+y?)=R? tonliyinin olahidda hallini tapagq (11.C.Iucrynos, 11
hissa, soh503). ©vval Umumi halli (inteqral) tapag. Tonliyi Y’ -o no-
zaran hall edok:

dy N RZ_yZ

i ydy
—=+———"— ; Doyisonlorino ayrraq — ———=dXx.
dx y +./R*—y?
Bunu integrallayaq (X—C)2 +y? =R? timumi halli (inteqgral1) tapiriq.
Goriundiyt kimi, tapdigimiz inteqral xotlori ailosi, markazi absis oxu

Uzorinds yerlogson R radiuslu gevralor ailosidir. (Sokil 24). Alinmisg
tonliyi ¢ parametrino noazaran

diferensiallayaq.  2(x-c)=0. y
Indi [(x-cy+y?=R? tonliklor
x-C=0

sistemindan ¢ parametrini yox
edorok y*—R*=0 vo ya
y =%R tonliyini aliriq. De- R
moli alinmis gevralar ailasinin / 7{

bu tonliklori y=R,y=-R QXM}Z / !
dan ibarat iki diiz xstdir (Sla- E
hidds ndgtslarin hondasi yeri
deyildir, cunki ailoni amalo Sakil 24.
gotiron noqgtalorin olahiddo ndqtelori yoxdur). y ==+R funksiyalar

baxilan diferensial tonliyi 6dayir. Demoli y = =R olahidds inteqraldir.

— o —l

9yrilar ailasinin buruyani
Tutaq ki, ¢(X, Y, C) =0 (1) soklindo tonlik verilmisdir (Dekart sis-
temindo), C iso mixtalif qeyd olunmus giymatlor ala bilon parametrdir.
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C parametrinin har bir miayyan giymotinds (1) tonliyi Oxy mis-
tovisinda bir ayrini tayin edir. C parametrina mimkin olan giymatlor
verarak, biz bir parametrdon asili olan, ayrilar ailesi yaxud ¢ox zaman
deyildiyi kimi — bir parametrli ayrilor ailasi alariq. Belaliklo (1) tonliyi
bir parametrli ayrilor ailasi tonliyidir (¢linki tonlikds yalmz bir ixtiyari
sabit vardir).

Torif. L Xatti 6zlinin har bir négtesinds bir parametrli syrilor
ailosi xatlorindan bu va ya digarins toxunarsa vo L Xattinin mixtalif
ndgtalarinds ona ailonin mixtalif xatlori toxunarsa, onda L Xxattins ha-
min birparametrli ayrilar ailasinin blruyani (qursayani) deyilir (sokil 25).

Moasalon, (x—c)? +y? = R? oyrilari ailosino baxag; burada R —
sabit, C iso parametrdir. Bu radiusu R, markazi Ox Oxu Uzarinds olan
cevralor ailosidir. Askardir ki, bu ailenin burtyenleri y =R,y =-R
diiz xatlorindan ibaratdir.

oyrilor  ailesinin  bu-
riyonini {¢(§1 y.6)=0  (*) ton-

[ (X, y,C)=0
liklor sistemindan tapilir.

Oksina, (*) tonliklar sis-
temindan C —ni yox etdikdon
sonra alinan y = ¢(x) funksi-

yas1 diferensiallana  bilon
olarsa, bundan olava, bu ayri
Uzorinda @io olarsa, onda
dx
y =¢(x) burtyanin tenliyi-
dir. o] - x
1.20. Farglar tanliyi. Folal 22
X-XI siniflordo hesablama riyaziyyati ilo slagodar olan asagidaki
anlayiglar haqqinda “yiiksok daracali tonliklor” movzusu daxilinds
sagirdlara moalumat vermak olar.

1.20.1. Sonlu farglor va onlarmm xassalori: X,, X, =X, +h,

‘\___,/

X, =X, +2h, .., X, =X, +nh, X, =X, +(n+1)h ndgtolorindo
uygun olaraq Yo, Vi, Yarer Yor Yooy Giymotlorini alan y = f(x)
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funksiyasina baxaq. Funksiyanin hor bir iki ardicil giymatlori fargini
tapaq: Ayo =Y Yo Ayl Yo = Yis e Ayn = Yo~ Y-

Ay,, Ay, ,..., Ay, forglorina bir tortibli sonlu forgler vo ya sadace
f (X) funksiyasinin birinci farglori deyilir.
Bir tortibli forglorin iki ardicil forglori arasindaki forgo ikitortibli
farglor va ya ikinci forglor deyilir.
2
Ay, = Ay, —Ay,, Ay =AY, - Ay, = Ay, — Ay,

Umumiyyatls k-tartibli sonlu fargler dedikds A" y, =A%y - ATy
farqi.basa diistiliir.

Ixtiyari tortibdon sonlu forqi funksiyanin qiymotlori ilo ifads dis-
turlarin1  ¢ixarmaq olar. Dogrudan da Ay, =Y, —Y,

Ay, = Ay, — Ay, oldugundan A%y, = (y, —y,)—(y,
lo, Ay, =y, =2y, +Y,.

Uc tortibli forq dcin analoji olarag belo minasibot aliriq:
A3YO =Y;—3Y, +3Y; — Y.

Vo
~, ). Belolik-

Riyazi induksiya metodundan istifade edorok X, noqtesinde k tor-

tibli forgin verilmis funksiyanin Xy, X, X,,

., X ardicil noqtalarindos
funksiyanin qiymatlori vo

50 = v~ HEDy D+ (e @

ifadasi diisturunun dogrulugunu géstarmak olar.
(1) diisturunda funksiyanin biitiin qiymatlori ndmralorina n-i slava
etsok, onda X, ndqtesinds k-ci forgler diisturunu alariq:

k-1 ;
Ak Yo = Yien kyk+n -1 ( 9l )yk+n g et (_1)k lkyn+1 + (_1)k Y 2

Arqumentin addimmi h=1 géturtb vo Yy, = f(x) ovezlomasini

daxil etsok, onda (2) disturuna asason bir sira barabarliklori yazmaq
olar:
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N, =Y =Yy

Ny =Y = 2Y 0+ Y

K'Y, = Yis=3Ys +3Ya = Voo

A = Yois =45 +6Y,0 =4y, H Y,

3)

Vo S.

(3) diisturu funksiyanin sonlu farglori daxil olan ifadslordan
funksiyanin ardicil qiymatlori daxil olan ifadslora kegmoya imkan verir.

h=1 hesab etmakls bazi funksiyalarin forglarini hesablayaq:

1. Forz edok ki, f(x)=C, burada c=sabit. Onda
Af (x)= f(x+1)- f(x)=C—C =0. Demali, sabitin birinci vo sonraki
forglori sifra borabardir.

2. Forz edok ki, f(x)=kx+b, burada k=0. Onda
Af(x)= f(x+1)— f(x)=k(x+1)+b—kx—b=k. Beloliklo, Xotti
funksiyalarin birinci forqi sabitdir, sonraki A f (x), A* f (x),... forglori
sifira barabardir (1 misalina baxmali).

3. Forz edok ki, f(x)=ax*+bx+c (a#0).

Burada
Af(x)= f(x+1)- f(x)= [a(x+1)2 +b(x+1)+CJ—(ax2 +bx+c)=2ax+a+b.

Demali, kvadrat funksiyalarin birinci forgi xatti funksiyadir, ikinci
forq sabit olacaq (2 misalina baxmali), biitiin sonraki a3f(x)a*f (x)

forglor isa sifra baraboardir.
4. Cox vaxt forglorin hesablanmasinin asas teoremi adlanan Gmumi
teoremi isbat etmok olar:

Teorem. n dorocali f(x)=a,x"+ax"*+..+a_ (a, #0) cox-

hadlisi tigtin n-ci forg sabitdir vo a,n! h"-o barabardir, (n+1)-ci forg
iso sifra barabordir (ishat ticlin [21]-0 baxmal).

Mosolon, f(x)=3x®+4x*-7x-13 iss, onda h=1 olduqda
A’ f(x)=3-5!=360. Tors teorem do dogrudur: ixtiyari h addiminda

arqumentin barabar nisbatds giymatlarindon diizelmis funksiyanin n-ci
forgi sabitdirss, onda funksiya n daracali goxhadlidir.
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5. Forz edok ki, f(x)=a*. Bu funksiya Ugln
Af(x)= f(x+1)- f(x)=a*" —a* =a*(a—1).

1.20.2. Farglar tonliyi anlayisn vo onun halli. Tocrubado gox vaxt
f (x) funksiyasmmn qiymatini vo homin funksiyann Af (x), A2 f (x),..., A f (x)
sonlu farglarini slagalondiran tanliys tesadiif olunur.

Masalon, 2f(x)+3Af (x)—A’f(x)=x (4) tenliyi f(x) funk-
siyasmimn qiymotini vo onun Af (x), A*f(x) sonlu forglorini olage-
landirir.

Flx, f(x),Af (x),...,A“f (x)]=0 (5)
soklinds tanliys, burada f(X) axtarilan funksiyadir, (x=0,1,2,...)
k-tartibli farglor tonliyi deyilir. (5) tenliyinds sonlu farglari (3) disturu
Uzra doyigsok, onda f(X) Vo bu funksiyanin ardicil giymotlori daxil
olan tonlik alinir. Masalon, (4) tonliyini belo yazmaqg olar:
2F(x)+3[f(x+1)— f(x)]-[f(x+3)=3f(x+2)+3f(x+1)- f(x)]=x,
buradan iso sadolosdirdikdon sonra 2f(x+2)— f(x+3)=x alirq.
Sonuncu tonlikda x+2 yerindo x yazsaq f (X) vo f (X +1) giymatlorini
slagalondiron 3 (x)— f(x+1)=X—2 (6) tenliyini alariq. Belaliklo,
(5) tonliyindo sonlu farglori (3) dusturu dzro doyigmoklo forglor
tonliyinin bagqa formasin1 miioyyon edirik:
Flx, f(x), f(x+1),..., f(x+k)]=0 ).
f(x) vo f(x+k) daxil olan (7) forglor tonliyino k-tortibli
farglor tanliyi deyilir.

(6) tonliyi bir tortibli forglor tanliyidir. Gérundiyd kimi bu tanliyin
tortibi ona uygun olan (4) tonliyinin on boyik farginin tortibi ilo eyni
deyildir.

(@) tonliyi f(x), f(x+1), .., f(x+k)-yanozoron xattidirs, onda
ona Xotti fgrqler tsnliyi deyl'll’ f(x+ k)+a1f(x+ k _1)-}-_,,+ak f (x): Q(x)
(8) soklinds tonliya sabit amsalli, k tortibli Xotti farglor tonliyi deyilir,
burada a,,a,,...,a, hogigi adodlor, (a, # 0), Q(X)- verilmis funksiya,
f (x)-axtarilan funksiyadir. Bununla olagodar Q(x) va f (X)-in monfi
olmayan tam adadlor ¢oxlugunda tayin olundugu nazards tutulur.
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Q(X)=0 iso (8) tonliyina bircinsli, Q(x)#0 oldugda iso geyri-
bircinsli tonlik deyilir.

6) tonliyi f(x) vo f(x+1)-0 nozoron xattidir, hom do
Q(x)=x—2, odur ki, o birtortibli bircinsli olmayan xotti tonlikdir.

(7) tonliyinin halli onun sol torsfini eyniliklo sifira geviron f(x)

funksiyasidir.
Moktab riyaziyyat kursunda farglor tonliyina gatirilon masalalarlo
qarsilagmali oluruq. Buna niimuns olaraq asagidakilar1 géstormak olar.

1. y,=a,y,=aq,Y,=aq’,y, =aq", ..., hondoso silsilosino
baxag.

Bu ardicilligda ikinciden baglayaraq hor bir hadd ortaq vurugun
avvalki hadds hasilina barabardir. Belalikla, handasi silsilonin hadlari
bir tortibli

Yo =0y, Vo va Y,,—0qy, =0 (9) forgler tonliyini odayir,
burada Yy, ardicilligin n-ci hoddidir.

2. Fibonagi odadlori ardicilligr verilir:
Yo=0y,=1Yy,=1y,=2y, =3 Y, =5,... Buardicilligda tigiinciidon
baslayaraq hoar bir hadd avvalki iki haddin comine baraboardir. Demoli
bu ardicilligin  hodlori iki tortibli Yy ., =Y., tYy, Vo vya

Yiio = Yo — Yo =0 (n=0,12,...) (10) forglor tonliyini 6dayir.

3, 3968 _ 0,7143143143,...adadinin onlug rogomleri ardicilligina
4995

baxaq. Askardir ki, y,=7,y,=1y,=4,y,=3,y,=1Yy. =4,..

ardicilligimin -~ hadlori uc  tortibli Yois = Y Vo vya

Yois — Y, =0(n=1,23,...) (11) forglor tonliyini 6dayir.

4. y,=a, y,=a+d, y;=a+2d,y, =a+3d,.. ododi sil-
silosindo hor iki ardicil hodd birtortibli y,,, =y, +d (12) forglor
tonliyi ilo olagodardir. Bu tonlikde n yerindo n+l vyazaq:
Yoro = Yo +d (13).

(13)-don (12)-ni cixib iki tertibli y..,—2y.,+Yy,=0 (14)
forglor tonliyini aliriq. Belsliklo, adadi silsilods har ii¢ ardicil hadd (14)
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munasibatilo slagadardir. Alinmig (9), (10), (11), (14) tonliklori sabit
omsalli  xotti bircins  forglor  tanliyino, basqga  sozlo

f(x+k)+a, f(x+k-1)+..+a, f(x)=0 (15) soklindo tonliyo
aiddir, burada a,,a,,a,,...,a, hoqigi adedlordir, homdo a, # 0.

Belo tonliklor forglor tonliyinin Umumi nozariyyasinds muhiim
praktik totbigi olan on sads vo miihiim hali toskil etdiyindon sonralar
farglar tanliyinin yalniz bu tipins baxacagiq. Bununla slagodar axtarilan

f (X) funksiyasinin 0,1,2,3,... ¢oxlugunda tayin edildiyini (basqa szl
sifir1 da natural adod hesab etdikds natural adadlor ¢oxlugunda) nozards
tuturug.

Hom do kitabin hacminin mohdud oldugunu nazars alaraq yalniz
sabit amsall1 bir va iKi tartibli xatti bircins farglor tonliyins baxiriq.

1.20.3. Birtartibli farglor tonliyi. Bir tortibli f(n+1)—af (n)=0

(16) forglor tonliyino baxaq, burada a # 0 haqigi odod, f(n) axtarilan
funksiyadir. Bu tonliyin halli yalniz n-don deyil, habelo ona daxil olan
ixtiyari ¢ sabitindon asih f(n)=ca" (17) funksiyasidir. Dogrudan da

f(n)=ca" iso, onda f(n+1)=ca™. (16) tonliyindo f(n) vo
f (n+1)-in giymatlorini yerins yazdiqda ca™* —ac-a" =0 eyniliyi

alinir. Demali, f(n)= ca" funksiyasi dogrudan da verilmis tonliyin

hallidir.

(17) dusturunda ixtiyari ¢ sabitino muxtolif ododi giymatlor
verdikdo verilmis tonliyin sonsuz sayda hollori almir. Masalan,
f(n)=c-3" funksiyass f(n+1)—3f(n)=0 tonliyini odoyir. Bu
1

7 .
diusturda c=1c=2,c=—-,C= _E hesab edorok verilmis tonliyin

uygun y=3",y=2-3",y= é?:n, y= —;3” ... hollorini alirq.

Goriindiyii kimi verilmis farglor tonliyi ortaq vurugu 3 olan biitiin
mumkin handasi silsilo 6dayir. Bu silsilalar bir-birindan birinci haddin
giymatlori ilo forglonir.

Ixtiyari ¢ sabiti daxil olan (17) hallina (16) tonliyinin Gmumi halli
deyilir. C-in mioayyan giymatlorinds imumi haldon alinan hallors (16)
tonliyinin xususi hallori deyilir.
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Praktik masalalorin hallinds bizi hor seydon avval xususi hallor
maraqlandiracaqdir. Sual qoyulur: Umumi holdon xUsusi hallor necs
almir?

Forz edok ki, (16) tonliyindon olave n=n, olduqda axtarilan
funksiyanin Yy =Y, qiymoti do verilir. Bu olave sorto baslangic sort

deyilir vo f (no ) =Y, (18) yazilir.

Konkret misallar Gzorinds Umumi hallo vo verilmis baslangic
sartino gdroa uygun xdsusi hallin neca tapildigint gostorok. Forz edak ki,

f(n+1)-5f(n)=0 tonliyi f(1)=2 baslangic sorti verilir. Tonliyin
gmumi holli f(n)=c-5" soklindodir. f(1)=2 baslangic sortino

digget edorok, 2=c-5, buradan ng aliriq. fl(n):§-5“

funksiyasi verilmis tonliyi va verilmis baslangic sortini 6dayir. Verilon
baslangic sart f(n)=c-5" imumi hallinden ¢ (n)=2.5" xiisusi hallini
5
ayirmaga gotirdi.
Gostormok olar ki, (16) tenliyinin ixtiyari hallini (17) soklinda

vermok olar. Basqa sozlo gostormok olar ki, (17) disturundan ixtiyari
baglangic sortilo ona uygun xiisusi halli tapmaq olar. Forz edok Ki,

f(n,)=Yy,. Onda sorto gore a#0 oldugundan ca™ =y,
barabarliyini 6¢dsyan hamiso sabit ¢ odadini tapmaq (hom dos yegano)
Yo
anO
hall diisturunda yerina yazib axtarilan xiisusi halli tapiriq: f,(n)= ;’Tooan.

olar. Sonuncu barabarlikdan ¢ =

. C-nin tapilan giymatini Gmumi

VI sinifde mirakkab faiz anlayisini vermok i¢tin bels bir masalaya
baxilir [22]:

Moasalo 1a. Tutaq Ki, S kamiyyati milayyan zaman muddatinds p%
artir vo alman imumi miqdar hamin zaman muddatinds yena do p% artir
Va s. n belo middatindsn sonra alinmig imumi miqdar no gadar olar?

- S-in p%-i P oldugundan, birinci zaman miiddstindan sonra
dmumi migdar S; =S +H= S 1—|—L olar. ikinci zaman
100 100
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Sl P
100
oldugundan, aliriq ki, ikinci zaman miiddstindan sonra Gmumi miqdar

o P _ P ) olar. Burada S, =S 1+L oldugunu
S,=8,+ 100~ Sl[l+100) 1 100 g

middstina kimi imumi miqdar tapmaq igiin S,-in p%-i

2
nozoro alsag, yaza bilorik ki, 5 = 3(1+le+ p): 5(1+p)

100 100 100
Eyni qaydailo aling ki, ¢ _¢ (1, P \_sf14 P V[1s P \ogf1o P -
77 100 100 100 100
Belo mihakimoani tokrar etmoklo aliriq ki, n zaman miiddstindan
n
P

sonra Umumi miqdar S, = S 1+m olar.

Homin masalani farglor tonliyinin tatbigilo do hall etmak olar.

Masalo 1b. S kemiyyati muoyysn zaman muddstinds p mirokkab
faizilo artir. t-ci ildon sonra onun miqdari na gadar olar?

- (t-1) ilin sonunda onun migdar1 f(t-1) olarsa, onda t ilinin sonunda

onun miqdar1 f(t)= (1+ 1&))f (t—1) olar. Masalenin halli baslangic

sorti. £(0)=S olan f(t)—(1+1go)f(t—l)=0 forglor tonliyinin

t
hallino galir. Bu tonliyin dmumi halli f(t)= C(1+1go) soklindadir.

Bu disturda t=0, f(0)=S gotirsak, onda c=S aliriq.
Belalikls, t-ci ilin sonunda son mablogin migdar1 (miirakkab faizlo

t
verilan ilk S mablog iigiin) f (t) = s(1+1§0) olur. Bu iso VI sinifda

Oyranilon murskkab faiz artiminin diisturudur. Homin naticoni yuxari
siniflordo forglar tonliyinin totbigi ilo almaq sagirdlorin riyazi mado-
niyyatinin o cimlodan Umumilogdirme va Xxisusilogdirms gabiliyyatls-
rinin yukssldilmasi t¢un olduqca faydalidir.

1.20.4. iki tartibli farglar tonliyi. f(n+2)+ pf(n+1)+qf(n)=0
(19) soklinda olan iki tartibli forglor tonliyinoe baxaq, burada p, g hogiqi
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adadlordir, g # 0, f(n) is2 0, 1, 2, 3,... ¢coxlugunda verilmis axtarilan

funksiyadir. (19) tonliyinin halli ixtiyari iki C, vo C, sabitlorindon

asilidirsa, habels bu sabitlari segmak yolu ilo onun ixtiyari hallini almag
mumkindirss, onda bels hallo Gmumi hall deyilir.

Umumi halden €, va C,-nin qeyd edilmis qiymatlori ilo alinan

hallars verilmis tonliyin xususi hallori deyilir.
Mosslonin konkret sortlorino uygun xiisusi hallori tapmagq tgtin iki
baslangic sort verilmolidir. Iki tortibli forglor tonliyi {igiin bu sortlor

f(n,)=a, f(n)=b (20) seklindadir, basqa sézlo axtarilan f(n)
funksiyasinin arqumentinin iki ardicil n=n; vo n=n, giymatlori
tigtin giymotlori verilir. f(x+2)-3f(x+1)+2f(x)=0 (21) ton-
liyinin tmumi hollinin f(n)=c, +c, -2" (22) funksiyasi oldugunu
gostorok. Dogrudan da verilmis funksiya (21) tonliyinin hallidir, ¢unki
onu eyniliya cevirir: (c1 +c, ~2"+2)—3(cl +c, -2”*1)+ 2(c1 +c, 2" )= 0
(21) tonliyinin ixtiyari hallini (22) soklinda gdstarmorin mimkin
oldugunu demok qalir. Basqa sozlo (22) diisturundan ixtiyari iki bas-

langic sorti ilo verilmis tonliyin uygun xiisusi hallorinin tapilmasinin
miimkiin oldugunu géstormak lazimdir. Masalon, forz edok Ki,

f(0)=a, f(1)=b. isbat etmok lazimdir ki, C, vo C,-nin elo giy-
matlorini tapmag olar ki, ¢, +C, =a vo ¢, +2¢C, =b.
©+C2 =2 tonliklor sisteminin a, b -nin ixtiyari giymetlorinds holli
c+2c, =b

oldugundan, (22) funksiyasi hagigaton (21) farglor tanliyinin hollidir.
(19) forglor tonliyinin halli isbatsiz verdiyimiz asagidaki ii¢
teoremo osaslanir’.

Teorem 1. fl(n) funksiyas1 (19) tonliyinin hor hans1 hallidirss, ¢
iso ixtiyari sabitdirso, onda cf,(n) funksiyas: da bu tonliyin hollidir.

Teorem 2. f,(n) vo f,(n) (19) tonliyinin hallidirss, onda ixtiyari
A, B sabitlori tigiin f(n)= Af, (n)+ Bf,(n) (23) funksiyas: da homin
tonliyin hallidir.

! Bu isbatlarla tanig olmag iigiin [23]-don istifado etmok olar.
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Belo sual yarani:  f,(n) vo f,(n) (19) tonliyinin ixtiyari

holloridirsa (23) funksiyasi bu tonliyin hallidirmi? Bu suala cavab
vermak Ugln fargler tonliyinin Xotti asili olmayan halli anlayisini bil-
mak lazimdir.

Torif. (19) tonliyinin iki f,(n) vo f,(n) hallorinin fl((n)) nisbati
f,(n

sabit komiyyat deyildirss, onda bu hoallora xatti asili olmayan hallor
deyilir; oksi halda f,(n) vo f,(n)-o xotti asili funksiyalar deyilir.
n

Masalon, f(n)=n va f,(n)=n-5 funksiyalari,

# sabit
5

oldugundan, xatti asihi deyildir; f,(n)=n vo f,(n)=3n funksiyalari,

31 - % — sabit oldugundan (N # 0), xatti asilidir.
n

Teorem 3. f,(n) vo f,(n) funksiyalar: (19) tenliyinin her hansi
Xatti asili olmayan halloridirss, onda f(n)=c,f,(n)+c,f,(n) (24)
funksiyasi bu tonliyin mumi hallidir. Belaliklos, (19) tonliyinin tmumi
hallini tapmaq Gigtin bu tonliyin iki xotti asih olmayan f,(n) vo f,(n)
hollorini  tapmaq  kifayastdir.  (19) tonliyinin  xdsusi  hallini
f(n)=r"(r #0) funksiyas: soklindo axtaracayiq, burada r ododi
axtartlmalidir. Hollin bu sokildo segilmasi asagidaki miihakimaya
asaslanir. (19) tonliyinin sol torofi axtarilan f(n) funksiyasi vo onun
ardictl  f(n+1), f(n+2) giymotlorinin sabit omsallarla hasillori
comidir. Bels tonliyin halli ilo f(n) funksiyas ola bilor ki, giymatlori
f(n+1) vo f(n+2) giymetlorinden yalniz sabit vurugla forglonmis
olsun. Xiisuson f(n)=r" funksiyas: bu xassolori 6doyir, ciinki onun
dgin f(n+)=r" =r-r", f(n+2)=r"?=r%r". Bu giymatlori (19)
tonliyindo yerino yazib r™? + pr™ +qr" =0 vo ya r"(r? + pr+q)=0
barabarliyini aliriq. r" # 0 oldugundan r2 + pr+q=0 (25)

Alinmus bu tanliys (19)-un xarakterik tonliyi deyilir. Onun kémayi
ilo verilmis tonliyin Gmumi hallini qurmaqda istifado olunan iki r; veo
I, giymatlori asanliqla tapilir.

Xarakterik tanliyin hollinds asagidaki ii¢ hal ola bilar.
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n

1. 1, vo I, koklori hogigi ve mixtalifdir. " =r" vo

f,(n)=r," funksiyalar1 (19) tonliyinin xiisusi hollorindon xaotti asil

deyil. Onlarin xotti asili olmamasi M:LZ h + sabit -dan
fZ (n) rzn r

2
alnr. (19) tonliyinin mumi halli y, =c,r," +¢,r," (26) soklindodir.

2. I, vo I, koklori hogigi ve borabordir: I =r,.
f(n)=c,r," +c,r," funksiyas: artiq iimumi holl deyildir.

Is ondan ibarotdir ki, bu holli f(n)=(c, +c,)r," =cr," soklinda
yazmag olar. crln iso Umumi holl deyil, ¢linki buraya iki deyil bir
ixtiyari sabit daxildir. f,(n)=r"-don forgli har hansi ikinci holli
tapmaq lazimdir. Belo hall iso fz(n): nr," funksiyasidir. Bilavasito
yerino yazmaqgla bu funksiyanin hogigston verilmis tonliyin halli

5 : fin) " 1 : 5
olduguna inanmaq olar. W =1 —=ssabit oldugundan

fan) ng” N
f,(n)=r"vo f,(n)=nr" funksiyalar xotti asih deyildir. (19) tonliyi
amumi holli y, =1,"(c, +¢,N) (27) soklindadir.

3. 1, va r, koklori qosma kompleks odadlordir: 1, =a+Dbi,
r,=a—bi (19) tonliyinin tmumi halli y_=c,(a+bi)" +c,(a—bi)"
soklindadir.

Misal. Tonliyin Gmumi hallini tapin: f(n+2)- f(n+1)+6f(n)=0.

- Xarakteristik tonliyi tortib edok: r?> —r+6=0. Bu tenliyin
r,=-2, 1, =3 koklori haqgigi vo mixtalifdir. (26) disturuna ssason
Gmumi holli yazing: y, =¢,(-2)" +¢, -3".

Indi holli iki tortibli farglor tonliyino golon asagidaki mosalolors
baxagq.

1. ©dadi silsilanin birinci hoddi a, hadlor fargi d-dir. Bu silsilanin
Umumi haddini tapin.

- ©dadi silsilonin tmumi hoddinin tapilmas1 y, =@, y, =a+d
baslangic sortlori ilo (14) forglor tonliyinin hallino galir. r®> —2r+1=0
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xarakteristik tonliyinin koklori r, =r, =1 barabar va hagigidir. Umumi
tonlik (27) dusturuna osasen yazihir: y, =1"(c, +c,n)=c, +C,N.
Sonra baslangic sortlorinden istifade edorok €, ve C, sabitlorinin
giymatlorini taping. n=1 iss y,=a, n=2 iss y,=a+d
oldugundan, bu qiymotlori Umumi hall dlsturunda yerino yazib

CL+c,=a tonliklor sistemini aliriq. Buradan ¢, =a—d,c, =d
c,+2c,=a+d

tapiriq. C; Vo C,-nin giymotlorini Umumi hoall disturunda yerine yazib,
ododi  silsilonin  y, =(a—d)+dn vo ya vy, =a+d(n-1)
(n =1,2,3,...) Umumi haddini alirq.

2. /2 -nin sonsuz zenciri kesiro ayrilist 2 =[L12,2,....2,...]
soklindadir. Verilmis zonciri kKasrin uygun kasrlori ardicilliginin {imumi
hollini tapin.

- Molumdur ki, ti¢ ardicil uygun kasrin suratlori vo moxraclori

P +P
arasinda RGN EUIRANE S asiiigt vardir, burada (.- tam

Qn Qn—lqn + Qn—z
olmayan xususi zanciri kasr, P ,Q, isa n tartibli zenciri kesrin uygun

olaraq sursti va moaxracidir, n=2,3,4,... Verilmis zanciri kasr Ucln
uygun kasrlor ardicilliginin birinci hadlori bels olar:
K_1 R 141 3R 141
Q 1

Ql 2 2 QZ 2+1

n=1, 2, 3,.. iso verilmis zonciri kesr tg¢in ¢,=10q,=2
oldugundan, {ii¢ ardicil uygun kosrlorin suratlori vo maxraclori
P=2P ,+P_,; Q,=2Q,,+Q,, (n=234,.) forgler tonliyini

O6domalidir. Uygun kasrlorin imumi haddinin tapilmasi iki farglor
tonliyinin hallina gotirildi:
1) p, =1, p, =3 baslangic sartloriilo P, ., —2P,,, —P, =0;

2) Q, =1, Q; =2 baslangic sertleriilo Q,,, —2Q,,, —Q, =0.
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Hor iki tonliyin xarakteristik tonliyi r? —2r —1=0 soklindadir.
Bu tonliyin koklori: r, =1+-/2, r, =1—-/2 . Birinci tonliyin tmumi

halli: P, =c,(1+-/2) +¢,0--/2)".

. . c,+¢c,=1
Baglangic sortlorindan istifado edoarak { o2

c,(1+-/2)+c,(l—/2)=3
1+-/2 . 1--/2
T,

tonliklor sistemini vo buradan ¢, = ) 5

= ; [(1+ ﬁ)m + (1— ﬁ)nﬂ]. Analoji olaraq
Q, = i[(1+ J2 )M —(1—\/5 )M] tapiriq. Uygun kosrlor ardi-

2.2
P, _J2la+ 2] + 0= 2)"| G udindodir.

cilliginin imumi haddi T

Qn <1+ ﬁ)n+l _ (1_ ﬁ)n+l

aliriq.

Belaliklo, P

n
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“Arzu varsa, yol tapilar”

D.Poya
IT FOSIL.
Cabr va analizin baslangicinin yekun takrari iiciin masalo
va misallar
1. n hansi on kiik natural aded oldugda 1-2-3---(n—1)n
hasili 7'%-o bolinar?

sinx+siny=a,

2 COSX+cCcosy=Dh,
sinz—sin(x+y+z)=c,
cosz+cos(x+y+z)=d

tonliklor  sistemi  verilir.

a, b, C, d arasindaki asililig1 tapin.
3. Funksiyalarin toyin oblastini tapin:

1) y=/tg’x— (/3 +1kgx +-/3

2) y= arccosl2

—X
3) y=./arcsin(log, x)

4) y = ctgax + arccos(2*)

5) y =arccos-/x* —1
6) f(x,y)=arcsin(xy)
4. Funksiyanin doyismo oblastini (qiymatlorini) tapin:
2
1)y X X2
X*—X+2
2) y =Sin X+ COS X
5. Funksiyalarin tok va ciit olmasini arasdirin:
1 y=1/(x+ 1) +3(x-1)

a‘+a”

126



3) y=sinX+ Ccosx
1+X
4y y=lg—-
1-X
6. Funksiyalarin qabariqlig1 va ¢okiiklilyiinii arasdirin:
1) y=f(x)=x’
2) y=f(x)=sinx
7. Funksiyalarin dovriililylinii arasdirin:
1) y=sIin2x X
2) y=AcosAx + Bsin A x
3) y=sin(ax+b)
4) y =tgx + ctgx
5) y =cos® X
6) y=sin*x
7) y=sin*x +cos’ x
8) y =|cosX
9) y=sin®x
10) y ={x}, burada {X }-ilo x adadinin kasr hissasi isaro

edilmisdir.
8. Asagidaki funksiyalarin dvrii olmadigini gostarin:
1) y = cosx?
2) Yy =X+SsInXx
3) y =sin(-/2x)+ cos(-/5x)
. o 1- f(x)
9. Isbat edin ki, x-in ixtiyari qiymatinda f (X + C) =—
1+ f(x)
barabarliyi 6donilarse, onda f (X) dovri funksiyadir, burada c- sabit

ododdir.
10. isbat edin ki, f (X)=COSX + COS@,X + ...+ COSx, X

dovrii funksiyadirsa, onda ¢, d, ,..., (X, - rasional ododlordir.
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11. Isbatedinki, Y =K X+ b, y=K,X+ b, tonliklori ilo

verilan kosisan iki |1 Vo |2 diiz xatlorinin amolo gotirdiyi @ bucaginin

k, —k
tangensi tg@ = —2—= dusturu ilo toyin olunur.
1°2
12. (Xl, yl) Vo (XZ, yz) nogtolarindon kegon diiz xattin tonliyini

tapin.
13. Funksiyalarin grafiklorini qurun:

D y= —-X+1,x<0
y= X, Xx=0

2) y=-IX2+4X+4 +-/x2—2X+1+-/x* —6Xx+9.

14. Koordinatlar1 gdstorilon asililiglart 6dsyan ndgtalarin mistovi
Uzoarinds harada yerlosdiyini gostarin:

1) X +y <1
X >0,

2) 1Y >0,
y+x<1

$X+)/:2
Xy

15. Funksiyalarin grafiklorini qurun:

1) y=XX

2) y= {xz Xx<-1 ve ya x>1oldugda
1 -1<x<1 oldugda

3) y=x"-2x+1
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6) y=x"—x*+x?

7)y:x2+x+1
X?—x+1
8)y=3x—2
5x?

¢a+x+Ja—x

9) y= a—X a+ X @iO)
a+x |a—x
Ja—x Ja+x

10) Y= /x> +Xx+1—-/x* —x+1

1 X
1) y=2"+| =
)y (2)

12) y — 2x2—3x+2
13) y — 2arctg X

2 2
\/l+x +1_\/1+x 1
2X 2X

2 2
\/1+x +1+\/1+X 1
2X 2X

15) y = a'%%*

16) y = log, (x +1)
2

17) y =log, log, x

1+ X
18) y=0,5log, ——
)Y gzl—x

14) y=

19) y = 4| cos* X +sin* X
2 2
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20) y =tgx-COSX
21) y =sin(arcsin x)
22) y =larcsin X

2

1-—
23) y = arccos 5
X

16. Isbat edin ki, x>0 olduqda

y = arcsin ————— —arccos———— funksiyas sifira borabordir,

o T

X < 0 olduqda iss y = 7z — 2arccos X .
1+ X2

17. Igx =/— x* —=3x— 2 tonliyinin haqiqi kokii olmadigini
gostarin.

18. +/x2 —5x+6 =8/9x 10— 2x tonliyinin hagigi kokiini
tapin.

19. n sayda a;,a,,...,a, ododlori verilir. X-in hanst qiymatindos

y= (X - )2 + (X —a, )2 +..+ (X —a, )2 funksiyasinin minimumu
oldugunu tayin edin.

X+a—-2

a—x?

20. a-nin hans1 giymotlorinds f ( ) funksiyasi biitiin

adad oxunda kasilmozdir.
21. Tonliyi holl edin: sin8x = cos 3x(sin x +sin 7x)
22. Tanliyi hall edin:

. X ). X T T T
log,,.,|sin| === [sin| =+ = ||+2log, |cos| x—= |+cos| x+= ||=
2 6 2 6 E—cosx 3 3

=3- IOgcosx 2
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23. Tonliklor sistemini arasdirm® (a — hoqgigi parametrdir.
a #2k+1,k=012,..)

24. Tonliyi holl edin: |log, (1+sin 2x) +|log, (1—sin2x) =1

3 3

25. p-nin hans1 qiymatlorinde COSX+./1+ psinx=1+./1-p
tonliyinin halli vardir?

277 42XV —2=0

26. Tonliklor sistemini hall edin: ) 1\
2 x+1 +| = =5
2
27. Radiusu R-o borabar olan cevro Uzra baraboarsirstli va eyni
istiqgamotds iki cisim horokat edir. Onlardan biri tam dévr( ikincidan t
saniyo tez edir. Cisimlorin iki ardicil goriiglori arasindaki vaxt a
saniyadir. Hor iki cismin siratini tapin.
28. a-nim hans1 hogigi misbot giymotlorinds a+x—x% =+/a+ X + X
tonliyinin manfi olmayan hagiqi kokii vardir? Bu kokii tapin.

29. x =11 iso x}" —12x*® +12x® —12x + ... —12x% +12x -1
ifadasi noys barabordir?

1 Yoni parametrin miixtalif giymatlorinda sistemin nega halli oldugunu
muoayyan edin
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30. Tonliklar sistemini hall edin:
x2(y+2)° = (3x2 + x+1)y222,
y2(x+2)* = (4y2 + y+1)x222,
2 (x+y) = (522 +2 +1)x2y2

31. Tonliyi hall edin: sin6x +sin8x +sin16x +sin18x +16sin3x =0

32, 7= 20_ ~ soklindo g6stormok mimkin olan z ododi
c—1
kompleks mustoavids harada yerlasir, burada c- hagiqi adaddir.
32,. Tonliyi hall edin:

UX® —4x% £ x+15 +/x% —4x% —x+13 = x+1

2 2 2
33. Borabarsizliyi ishat edin; 109»@"  10g.b™ log,c” 9
a+b b+c c+a a+b+c

asin?(x+y)+bsin?(x—y)=2,
34. isbat edin ki, {atg’(x+y)+btg?(x—y)=2, tonliklor

a
gxtgy = —+
i a+b

. . . 2 2@ _

sisteminin halli vardirsa, onda (a -b ) =—4ab.
35. Tonliklar sisteminin musbat hallarini tapin:
{nx1 = X,X3 = X4 X5 = XgX7 = MXg,

n-k
36. Eyniliyi isbat edin: Y C,'C,"™ =C,,""
i=0
37. Tonliyin tam hollerini tapin: +/2x —1+3/2y -2 +4/4x-3 =10

38. |0gN1M1:05 verilir. IogNzMz-ni hesablaym, burada
M;,M,,N;,N, ododlorindon hor biri vahiddon forgli a vo b

adadlorinin giivvatleri hasilloridir, yoni M; =a"*b"s, M, =a"?b"z,
N, =a’*b%, N, =afb%,
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39. |099856 = ¢ verilir. 109 14 -ii hesablayn.

M= o, log NZMZ = [ verilir. log N3M3-ﬁ hesablayin,

40. logy,
burada M,,N;,M,,N,,M;,N; oadodlorindon har biri ¢ misbot
abc ododlorinin  quvvatlori hasilidir, yoni M; =a™b™c",
M, =a™b"™c*, M, =a"°b"cks, N, =a’*b%c",
N, =aPzb%c, Ny =aPh%c®.

41. log, 63 =, log,,18 = /3 verilir. log,,"*" -ni hesablayin.

42. f (X, y) =Y funksiyasinin (X, y) nogtolor ¢oxlugunda
X
~/X—=1+./y—1=0 tonliyini 6dayan an kigik giymatini tapin.
43. Borabarliyi isbat edin: tg°10° +tg°50° +tg°®70° = 433

44, x** =1 tonliyinin kokiinii tapimn.

4 2

45. Tonliyi hall edin: x5 —7x 5 +6x1=0

X2y—1 — 3
46. Tanliklar sistemini hall edin:

x¥ =5

Xx+y — y12
47, Tanliklar sistemini hall edin:

yx+y — XS

48. Tanliyi hall edin: (3sinx+-/3cosx +5y)* =37(L+ y?)
49. isbat edin ki, 0 < ¢ < 7 iso tg % < o« borabarsizliyi 6danilir.
50. 0<x<7m, 0<y<m, 0<z< 7 iso tonliklor sistemini hall
edin: sin?x =siny, sin? y =sinz, sin® z =sinx
51. Hogigi {a,} vo {b,} ododlor ardicilig: asagidaki qaydada
bn—l b. = bn—1 -1
1 Mn
n-1 Ang —
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8, Vo by odadlorinin hansi giymsatinds bu ardicilhiglar ikisi do

yigulir?
& 1 teX—1
52. Boraborliyi isbat edin: = dx
Z{Z{ n(n+1)..(n+k) { X
53. Tonliyi holl edin: |og2(1+m = log,*
2 2 2 2
X+ z° +bz
54. f (X, Y, Z,t) _a by + a b funksiyasimin  on
ax+b az + bt

boyik va on kicik giymatlorini x+z=1; y+t=1; x,y,z,t>0
sortlori oldugda tapin. (a, b — miisbat sabitlordir).
55. 3/abcd =a+b+c+d tonliyinin necs holli vardir?

. . 2
56. Isbat edin ki, n natural adaddirsa, onda Q/ﬁ <1+ \f
n

57. Tonliyi hall edin: 2+ sec xsec3x = 2ctg2xtg3x.
58. Tanliklor sistemini hall edin:

10x? +5y? +13z% =12xy + 4xz + 6z,

x*+y*+2° =288
59. Borabarsizliyi isbat edin:

(siney +sina, +...+sina, )* +(cosay +cosar, +...+cosa, )* < n?

60. Boraborsizliyi isbat edin: 2" >n? (n-in hansi natural
giymatlarinda barabarsizliyin dogru oldugunu miiayyan edin).

61. Comin giymatlor ¢oxlugunu tapin:

a b C
a+b+d a+b+c b+c+d a+c+d

¢, d — ixtiyari musbat odadlordir.

62. f(x)=2x>+3x*+1 funksiyasmn [-2;5] araliginda on
boylk va an Kigik giymatlorini tapin.

, burada a, b,

. 2
63. Tonliyi hall edin: cos*? x +sin® x(1+ cos? x) =1.
64. Tonliyin natural hallini tapin:
xY —xYhoxY72 Y3 Y Y3 =1
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65. Isbat edin ki, tonliyin yalniz sonlu sayda tam halli vardir:
3x% —4xy +2y? —21x+12y-3=0
3y? —4xy

5 ifadasi
X +y

66. X Vo y -in arasinda hansi asililiq olduqda
an boylk va an Kicik qiymat alir?

Diferensial hesabi elementlarinin moktob tolimina daxil edilmosi
onanavi “Elementar riyaziyyatin” miixtalif bolmalarinin ¢atin masalo-
lorinin hoalli Ggilin sagirdlorin alindo olduqca guclu alotdir. Odur ki,
riyazi analiz (zro orta vo ali moktoblor (¢lin golocakds yazilacaq dors-
liklordo (vasaitlordo) bu cshato xUsusi diggst verilmalidir. Moktobdo
funksiyanin téromosinin igarasina gora onun artma vs azalma araligla-
rinin tapilmasimin miimkiinliiyiinii izah etdikdon sonra ¢ox vaxt bu
moalumat yalniz konkret funksiyalar iigiin belo araliglarin tapilmasina va
grafiklorinin qurulmasina tatbiqi ilo mohdudlasdirilir. Halbuki bu ma-
terial daha ¢cox muxtalif tatbiglors vo sablonluglardan qagmaga imkan
verir. Habelo nozors almaq lazimdir ki, sagirdlori maraglandiran vo
onlara agkar olan miixtalif totbiglorin gostorilmasi riyazi analizin asas
anlayiglarmin, diisturlarmin vo teoremlorinin daha darindon vo moz-
munlu 8yranilmasi U¢lin ciddi havas vo maraq oyadici amildir.

67-75 masalalori téromanin totbigilo barabarsizliklorin dogrulugu-
nun asaslandirilmasina niimunalordir.

Sagirdloarin bu mosalalori yaxsi basa diismosi ¢lin onlar: 1) toro-
monin torifini, 2) osas diferensiallama qaydalarini (comin, fargin, ha-
silin, gismotin, quvvatin, mirokkab funksiyanin, coxhadlinin vo

sinu,cosu,tgu,a", Inu funksiyalarmin), 3) 0<a < % olduqgda

Sin o < o < tgar borabarsizliklarini bilmalidirlar.
Baxilan borabarsizliklorin dogrulugunun gostarilmesinds analizin
molum teoremindon (1. f(X) funksiyasmn hor hans: (a,b) interva-

linda téromasi vardirsa vo bu intervalda f’(x)>0 iso f(x) homin
intervalda monoton artir; f'(X)< 0 iso monoton azalir. olave olaraq
f(x)-in [a;b] parcasinda (vo ya (a;b], [a;b) yarim intervalinda)
kasilmayan oldugu molumdursa, onda artma (vo ya azalma) uygun
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olaraq [a;b], (a;b], [a;b) coxluglarinda da 6donilir) istifade yeganoe
priyomdur.

. 1
67. Forz edok Ki, 0<C<§. Boraborsizliyin - dogrulugunu

1
yoxlaym: 2C+-— >5
c

68. X > 2 iso 2(X3 + 6X)> 9%? +4 oldugunu yoxlaym.
69. Moalumdur ki, ¢, S odadlori 0 vo % arasindadirsa vo o <

iso, onda cosa>cosf. a+cosa< f+cosf  borabarsizliyi

dogrudurmu?
70. Forz edok ki, p, @ musbat adadlordir, p < q. Onda askardir ki,

p? <q?, % > is Demok olarmi ki: a) p >1,5 oldugda, b) p >1
Ppeq
» 1 2 1 L

oldugda p +F<q +q—3 borabarsizliyi 6danilir?

71. ©dadlordon hansi béyiikdiir: 100" vo ya 101'%; 107*2 vo ya
1137; 1979” va ya 200157 e” vaya 7°; (/2 )ﬁ voya (@)ﬁ
72. 0 < p < q oldugda (p + q)6 Vo ya 32(p6 + q6) boyukdur?

73. Ixtiyari miisbat a, b, ¢ adadlari iigin @ +b3+¢c®-3ab>0
barabarsizliyi dogrudurmu?

74. BUtin hagigi x adadlori Ugn x5 4 (1— x)5 > L barabarsizliyinin
16

dogru oldugunu yoxlayn.
75. Forz edok ki, a, b, p, ¢ misbat adadlordir.

1.1, @ s ab<taP+lpt (2)  boraborsizliyinin
P g P g
dogrulugunu yoxlayn.

e - Ina) a?-1
76. Borabarsizliyi isbat edin: |ngl 2+ —= [< ,burada a>1.
3 a
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77. Ug rofdo 44 kitab vardir. Ugiincii rofdon ikinciye 3 kitab goy-
duqda, birinci va glncl rafdaki kitablarin say1 barabor, ikincids ise
birincidan 2 dofas ¢ox kitab oldu. Har rofds nego kitab vardir?

78. Toéramanin tatbigils eyniliyi isbat edin:

arctgx + arctg3x = arccosi +arccos——
A1+ 9x2 A1+ %2

79. Funksiyanin ddvriinii tapin: f(x)= Asinax+ Bsinbx + C coscx,
burada A=0,B#0,C #0, a, b, c mixtolif mishat ododlordir.

80. Eyniliyi isbat edin (toyin oblastinda):
tger +1g(or +20° )+ tg (o + 40° )+ tg (a + 60° )+ ... + tg (@ + 160° ) = 9tg 9cx

01
81. (5 + -/ 26)l binomunun agiliginda onluq yazilisda vergiildon
sonra ilk 100 isarani tapin.

n
1
82. Hesablayin:
kz:; k®+6k>+11k +6
83. Funksiyanin yaziligin1 sadslosdirin:

F(x) = sin3xcos® x +cos3xsin® x.

0 1 2 3 n
84. Comi hesablayin: ¢ = Co G + Co” Gy +ot+(=2)" Gy .
1 2 3 4 n+1
Burada an -binomial amsallardir, an - n(n-1).(n-k+1). Cn0 =1

85. Coxhadlinin yaziligini sadalosdirin: e
F(x)=(x+a+b)’ —(x+a-b)’ - (x—a+b)’ —(-x+a+h)’
86. Eyniliyi isbat edin: tgx + 2tg2x + 4tg4x + 8tg8x = ctgx —16ctgl6x

87. Funksiyanin yazilisini sadologdirin: o(x)=tgx +tg( Y % )+tg(x + % ]

88. Nyuton binomu diisturunu isbat edin:
A+x)" =cl+Cx+C2x% + .. +CPIxP T4 CPxP + . +ClX".
Inteqralin totbigilo baraborsizliklari isbat etmok olar.
Muoyyan inteqralin barabarsizliyin dogrulugunun yoxlanilmasina
bir sira tatbiglori asagidaki teorema asaslanir.
Teorem 1. Forz edok Ki, f va g funksiyalar1 har-hansi [a,b) yarim

intervalinda kosilmozdir vo bu intervalin hor yerindo f(x)< g(x)
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X X
boraborsizliyi 6donilir. Onda Xxe [a;b) olduqgda J’f(t)dtgjg(t)dt.
a a

Blavs olaraq hor hansi X, € [a,b) tgiin f(x,)< g(x) ciddi borabor-

sizliyi odonilorss, onda X > X, oldugda ](.f(t)dt - jg(t)dt ciddi
a a

barabarsizliyi do ddanilir.

Bu teoremdon borabarsizliyin yoxlanmasinin belo priyomu alinir:

F(x)<G(x) (a<x<b) borabarsizliyini yoxlamaq toleb olu-
nursa onda bu funksiyalarin téromoalori olan f vao g funksiyalar {igiin
(f =F’,g=G’) analoji boraborsizliyi f(x)<g(x) (a<x<b)
yoxlamaq faydalidir. Sonuncu borabarsizlik dogrudursa, onda
X X
| f(t)dt < [g(t)dt boraborsizliyi do dogrudur. Bu borabarsizliyin sol
a a
Vo sag toroflori uygun olaraq ya F(x) vo G(x) ilo Ust-Usts diisiir, yaxud
onlardan har hansi sabitls forglonir. 89-93 masalolori bu baximdan ma-
raqlidir.

89. sinx <0 (0< X <o) borabarsizliyindon istifads edorok ho-
min x Ugun

2 3 2 44

1) cosle—x—, 2) sinxzx—x—, 3) cosx31—x—+—
2 3 21 4

barabarsizliklorin dogrulugunu yoxlayn.
90. Borabarsizliyin dogrulugunu yoxlayin:

X —sin X <1—CosX < X+/2 —sin x (OSXSZ).

91. Malumdur ki, [0 <X< 72[) oldugda tgx > x va sinx < X. x-
in hamin giymatlarinds tgx + sin X > 2x borabarsizliyi dogrudurmu?
. V4 /4
92. isbat edin ki, — < x <~ oldugda inx)> S x(r—x)— 2 72
5 5 qda n(2sinx)> 2x(7r X)——7

72
barabarsizliyi dogrudur.
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93. Asagidaki ikiqat barabarsizliyin (X =0 olduqda) dogrulugunu

yoxlayn:
2 3 2n+1 2n+2 2 3 2n+1
X X g X X Sln(1+x)Sx—X—+X——...+X :
2 3 2n+1 2n+2 2 3 2n+1
94. Asagidaki funksiyalarin torsini tapin:
2x—-1
1) y=
Y X—2
2
X* +3X
2 y=",
X“ —5X
3) y = XX +2x

95. Tonliyi hall edin: xy™” = yztu.
96. Isbat edin ki, ixtiyari ne N dciin

2—\/2+J2+«/2+...+ﬁ
2242142

n, moXracds iso n-1 radikal isarasi daxildir.
97. Ixtiyari Xx€ R dgun ikinci téromosi \X

<1 barabarsizliyi 6donilir, burada surato

-0 borabar olan

funksiyani tapin.
98. Tonliyi hall edin: (x+2)* = xyz.

3x*t 3x% +1
99. f(x)= — g(x)= — . funksiyalarmmn
X" —X+2 X"+ Xx+1

grafiklori vo x=2, x=3 diz Xatlori arasindaki fiqurun sahasini tapin.

100. Batin xe R dgiin  f(2x+1)= f(x) boraborliyinin
Odanildiyi buttin kasilmayon f funksiyalarini tapin.

4
L .= (2n-1
101. Borabarsizliyi isbat edin: % u <e?
n=1 n6

1
. dx
102. Inteqrali hesablayin: J

o (x2 +5x+6)
103. Coadvaldan istifado etmodon barabarsizliyi isbat edin:
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3/3+3/3 +3/3-3/3 < 23/3.

104. Ardicillign limitini tapm: n'n™"
105. Boarabarsizliklor sistemini hall edin:
X2+ x4 =x2 —2x+1>0

X2+ x2+x-2>0

x(x2 —1Xx3 —1)>

[ Y /X% —y?2
P T

107. Misbot  ododlor ¢oxlugunda toyin  olunmus va

x%y” +2xy’+1=0 diferensial tonliyini 6doyan bitiin f funksiyalarin
tapin, burada y = f (x).

108. Tonliyi hall edin: log,, (/x +4/x )= flogg

=a
106. Tanliklar sistemini hall edin:

a,b - verilmis odadlordir.

n-1 n-1
109. Tonliyi holl edin: > x; = > x;°
i=0 i=0

,» 1, 1 P
110. (O;+<><>) araliginda y =—Yy +x3-= tonliyini  ddayan
X X

biitiin y funksiyalarini tapin.

111. Boraborsizliyi isbat edin: J.—dx <In2.
COS X

112. y = X" funksiyasinin qrafikinin iki néqtesindon [Xe (0;1)]

absis oxuna paralel diz Xotlor ¢okilmigdir. Verilmis qrafikloe, ¢okilan
diz xotlorlo vo x=0, x=1 diiz xatlori ilo ohato olunmus oyrixatli
ticbucaqlarin saholori comi hansi néqtads on Kigik olar?
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113. Ciddi artan vo diferensiallanan y=f(x) funksiyasmin grafikinin
noqtalorindan [X < (a; b)] absis oxuna paralel diiz xatlor kegirilmisdir.

Verilmis grafiklo, ¢akilmis diiz xatlorlo vo x=a, x=b diz xatlari ilo
ohato olunmus ayrixatli {igbucaqlarin sahalori comi hansi noqtads an
kicik olar.

114. Eyniliyi isbat edin: sin? 2x+%cos4x+25in2 X + COS 2X :%

sin 5x

115. Funksiyanln ibtidai funksiyasini tapin: f (X) =
CoS™ X

_1+sinx—cosx

T
- R ’Xe — T
1+sin X + cos X 2

oldugunu isbat edin.
117. Tanliyi hall edin:

116. f(x)

NN

] funksiyasinin tok

4
X2 Xy ot Xg +§—(x1x2 + Xy Xg + e Xy Xg + X5 ) =0,

118. a+b+c =1 sortilo borabarsizliyi ishat edin:

Jda+1+-/4b+1+-/4c+1</21.
T6ramoanin totbigils ifadalori sadolosdirmak va vuruglarina ayirmaq

olar. Buna niimunalar géstorak (119-123).
119. Ifadani vuruglarma ayirin: x(yz —z2 )+ y(ZZ —x? )+ z(x2 - yz).
120. ifadeni vuruglarina ayirim: ((a —c)’+(b-d) Xaz +b? )_ (ad —bc)?.
121. Ifadani vuruglarina ayirin:

cos? x +cos?(x + y)—2cos xcos y cos(x + y).
122. Ifadoni sadologdirin: (a+b+c)*—(a+b—c)*~(b+c-a)’ -(c+a-h).
123. ifadeni sadoalosdirin: (x+y) +(y+2)* +(z+x) -3(x+ y)ly+z)(z+x).
124. Limiti hesablaym: |im 1[005” N S Cos(“—l)ﬂ),

n—e N

1
125. Borabarsizliyi isbat edin: | arctgx, . 8

5 SinX 9

126. Tonliyi hall edin: (x+2)° +(x+3)° +(x+4)* = 2.
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1

3

ne N
X1+ x° ) ( )

127. Miisbot ododlor coxlugunda f(x)=

funksiyasinin ibtidai funksiyasini tapin.

128. Tonliyi holl edin: 32 —26x = 29.
129.Tanliklar sistemini hall edin:

Ax? +4y% +47% +17 =8x+ 4y +162
3X—4y+127 =12 '

130. Tonliyi holl edin: /X3 + 24 =3x +8+/x% +12

T

2 -
. 2sin X +3c0s X
131. Inteqral1 hesablayin: J. dx.

5 2C€0s X + 3sin x

132. Isbat edin ki, f(x)=a, +a, COSX+a, COS2X +...+a, COSNX
funksiyasi ixtiyari Xe€ R U¢lin musbatdirss, onda a; > 0.
133. isbat edin ki, f(x) cit funksiya iso, onda

sat +1dX I

134. Tonliyi holl edin: x'°%29 = x2 . 3082% _ y 0823
X2n + y2n + ZZn :3’

135. Tonliklor sistemini holl edin: §x2"™ 4 y2" 4 7201 = 3
2n+2 + y2n+2 2n+2 =3
z
T COS X
136. Inteqrali hesablayin: J = j < —dx (0! > O).
o &* +a(cos x —sin x)

137. Tanliyin nega miishot kokii vardir: 12x° +6x* —4x3 —x-34=0.

138T9n||y| hQ“edlnx+ X+1+ XJ’_E =a
\ 2 4
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1
139. Ardicilligin limitini tapin: a,, = JX” (1+ e™* )dX .

0
140. Borabarsizliyi ishat edin:

L + L + L < 1 (a,b,c>0)
a®+b%+abc b +cd+abc c*+al+abc abc

141. Tonliyi holl edin: X~/1+ X ++/3—x = 2+/x? +1
142. Msbat x, y, z ododlori X2 +y2 +2z% =1 sortini odoyir.

. . C X ZX
Ifadanin an Kigik giymatini tapin: p = —y+ﬁ+— .
zZ X Yy
143. Tanliklar sistemini hall edin:

cos A= cos(A+x)+cos(A+y),
sin A=sin(A+x)+sin(A+y)
144. Borabarsizliyi isbat edin:

a’+b%+c®<a’b+b’c+ca+1, burada a, b, ¢ ododlori [0;1]
parcasina daxildir.

145. isbat edin ki, a, b, ¢ adadlori [0;1] pargasina daxildirsa, onda

a_ b L C La-a)i-b)ji-c)<l.
b+c+1 c+a+1 a+b+1

146. Isbat edin ki, 0 < a < b iss, onda 2ab InE <b?-a?.
a
147. TOromoanin tatbigilo asagidaki borabarliklari isbat edin:
n(n+1)
2
2) 1 +2% +...+n% = n(n+1)2n +1) +125(2n +1)

148. cosar +cos B—cos(ar+ B) =15 ise o, B iti bucaglarm
tapin.

149. Borabarsizliyi isbat edin:
2 2
COS“ & + CoS 1
: 205 : Z’BS—(Ctgza+Ctgzﬂ).
sin“a+sin“ g 2

1)1+2+...+n=
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X
150. {x, } ardiciligi X, =1, X, = — "> miinasibatlori ilo
Xpq +1

o - 1
verilir. Isbat edin ki, X, <—
n

151. isbat edin ki, X, Y, z itibucaqli iichucagin bucaglaridirsa, onda
tg"x+tg"y+tg"z >3./3" .

152. Tonliklor sistemini hall edin: X+y=5, Xz+yu=7,
xz% +yu? =11, xz° + yu® =19.

153. Tonliyi holl edin: 572 —6.5% + 4.5 = _g45.

154. Barabarsizliyi holl edin: log, > < 4.

155. Tonliyi holl edin: cos? x —sin? x —sin 2x = 0.

156. y = Jx+1 vo y= ; X +§ xatlori ilo shato olunmus fiqurun

sahasini tapin.
157. Cisim S(t)=-t>+6t> —5t—7 qanunu ilo horkat edir.

Zamanin hansi aninda onun tocili 6m/san?-na borabar olar? (Masafa
metrlo, zaman saniys ilo 6lgulir).

2
: a“+2a-3
158. a —nin hanst giymotlorindo ~/x* —10x + 26 > —
a”+2a-8
barabarsizliyi x-in btin giymetlorinds 6danilir?
2
159. Barabarsizliyi holl edin: Iogm(gx “5x6) o
160. Tonliyi holl edin: 8-2X +7.2% =30.
5 14
161. y= x% — Z‘X‘ +1 funksiyasinimn qrafiki vo A[—6; —3)
ndgtasindon ona gakilmis toxunanlarla shato olunmus fiqurun sahasini
tapin.
162. xP—x2-2x-1 v x* +2x3 —3x% —4x-1
coxhadlilarinin ortag koklorini tapin.
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163. Tonliyi hall edin: 8\/“0054" raltg 2F —ax |=0.
1-cos4x 2

164. Isbat edin ki, /5x+1+~/6x+1+~/1-11x <3 boraborsizliyi
onun sol tarafinin tayin olundugu x-in bitin giymatlorinds dogrudur.

165. x, y, z-in ixtiyari giymatlorindo x2y? + y27% + x222 > xyz(x + y + 2)
barabarsizliyin dogru oldugunu isbat edin.

166. ixtiyari a, b, ¢ icin abc? +bca’ +cab® <a*+b* +c*
barabarsizliyinin dogrulugunu usbat edin.

167. Isbat edin ki, X+y+z=m olarsa, onda

A/5X+2 +.[5y+2 ++/52+2 <+/15m +18

168. isbat edin ki, Xy + yz + zx =1 iso, onda x? + y? +z% >1.

169. Tonliyi holl edin: X~/1+ X +~/3—x = 2+/x% +1.
170. ifadoni sadslosdirin:

.
ZCOSZZ—SIHZZQ

.| .| .| VA .
sSinf —+«a |-SINf —— o |+SIN| —+ o |-CoS| —+ &
[seefeGoealso)=fs o

171. Boraborsizliyi isbat edin: cos% cos P eos " =1

8
2sin10° +sin50°

25in80° —+/3sin50°

173. 2sin X+ 3¢0s X ifadssi hansi tam qiymatlori ala bilor?

174. Sevinc muayyon vaxtda komputerds 360 sahifo yazmagi no-
zords tutmusdur. O, bu vaxtin tigds birinds har glin nazards tutulandan
4 sohifo az yazmigdir, lakin qalan vaxta giinda 4 sohifo artiq yazaraq isi
bir giin tez qurtarmisdir. ©vvalca glinds necas sohifs yazilmisdir?

175. Tonliyi holl edin: SC082X _tox+1_,
1-sin2x tgx—-1

2.5 = og,"?

172. Ifadanin giymotini hesablayin:

176. Tanliklar sistemini hall edin:
5Y +log;* =4
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xy+ 5

177. Tonliklor sistemini holl edin: | 2 2x+y—-xy

2x+y+£=4+xy
Xy

178. y=log, x vo y=5-10g,(x+4) funksiyalarin grafiklo-
rinin kasisma nogtesinin ordinatini tapin.

179. (2 ~3)(3x —4) < 0 barabarsizliyini hall edin va 1,5 adadinin
onun halli olub-olmadigimi miisyyanlosdirin.

180. y=5-1In(3x-5)+3./2x—-3 funksiyasiun monotonluq
araligin1 vo ekstremumunu tapin.

181. y=c0s% X+sinX+1 funksiyasmin [0;7] parcasina daxil
olan biittin béhran nogtolorini tapin.

182. b parametrinin har bir giymati Ggln (x2 - 4)(X —-b)>0
barabarsizliyini hall edin.

183. Tonliyi holl edin: Ig(x +4)+1g(2x +3) = Ig(1— 2x).

184. Tonliyi holl edin: +/x® —3x +4 =1-3x.
185. Tonliyi hall edin: \/x—-3 =-/2—-X..
186. Tonliyi hall edin: -/log, x =log, (1—-X).

187. Tonliyi holl edin: |g1 =lg(-x).
X

188. Tonliyi hall edin: \/x—3 =+/3—x .
189. Tonliyi holl edin: - log, X — . [loggs X =1.
190. Tanliyi hall edin:

Ix? —5x+6-I0925X+1 10x —2x* -12 =0.
X
191. Tonliyi holl edin: ~/x—5 —~/2x—1= x> +3
192. Tonliyi hall edin: X% + X +-/X+1=2+-/2.
193. Tonliyi hall edin: ./a—|X +~/x—a = -a.

194. Tanliyi hall edin: log*"?* =1.
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195. Tonliyi hall edin:
4/x(2-x) +Jx 2—x)" (x+3)° +Jx 2)(x+1)x% +8/(x +2)(x +6) =2
196. Tonliyi hall edin: ~/X Xx+1=3.

197. Tanliyi hall edin: ~/X +X-2=

198. Tonliyi holl edin: Iog(x +1) =1.

2x%+1

199. Tonliyi holl edin: |og(8 +21) _y

200. Tanliyi hall edin: Igx +Ig(x® — x? +1)= lg(x“ +x).

201. Tonliyi hall edin: +/x* —x+1=-/1-x.

202. Boraborsizliyi isbat edin: 512<In52 i

51 51

203. 2 voya In@ odadlarindan hansi boytikdiir?
201 100

204. Borabarsizliyi ishat edin: iarcsin 0,8—arcsin0,6 < é .
- . 7
205. Borabarsizliklorin dogrulugunu isbat edin: a) sin20° < %;
o0 1
b) sin20" > —.

3

206. X >1 olduqda isbat edin ki, €* > ex.
11 e\
207. e” € voya [) boyukdir?
V4

2
X 1
208. Tonliyi hall edin: + =1.
3+9-x° 4(3—«/9—x2)
209. Tonliyi hall edin: ~/x —2 +/4— x = x* —6x +11.

2
210. Barabarsizliyi hall edin: Iogx(x <) <o,

1+x2

211. Boraboarsizliyi hall edin: log X+3[1XZJ >0.
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212. Boraborsizliyi holl edin: (x —5)log, (2x +1)< 0.

2 2
213. Borabarsizliyi holl edin: IogZX(2X ~4x10) ¢ IogZX(X o)

(x275x+6)_ Iog7_x(2x—4) >0,

214. Borabarsizliyi hall edin: log,_,
log,*¥-log, @)

X
|Og X—1

<0.

215. Boraborsizliyi hall edin:

S lingg :. X (x2+1)
216. Borabarsizliyi hall edin: log, | x - log,_, <0.

X

217. Boraborsizliyi holl edin: log,* ™Y~ log,,,* " <0.

218. Borabarsizliyi hall edin: l( 2] > ! + !
log , ¥ log, x log; X
o 4 3

219. Borabarsizliyi hall edin: x* < x¥*

x Y (x+1)7
220. Boraborsizliyi hall edin: ( ) > ()

X+1
221. Borabarsizliyi holl edin: (X - 2)'9 X<
|0903( ) )'|09x_1 <
222. Baraboarsizliyi hall edin: = >0
3 27"

X“=2
223, Borabarsizliyi holl edin: [ 2| = >
3 V4

224. Tonliyi hall edin:

x? § (-1 1 -1
—— | (71— =7
3+4/9-x? 3--/9-x?
225. f(x)=e*"* —2x+wcosax funksiyasinn grafiki (—3;—7)
ndgtasindan kegan ibtidai funksiyasini tapin.
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226. f(x)=—-2x>+6x*—7x funksiyasimn grafikino
y = —X diz xattina paraleldir. Bu toxunanin tonliyini yazin.
X+y+z=1

227. Tanliklar sistemini hall edin: ) ) )
X“+y +2° =

Wl

_ - |23 +2y+2° =3
228. Tanliklar sistemini hall edin:
x®+y®+2°=1

25x*? +16y® +9z7* =

229. Tonliklor sistemini holl edin: § 7
X+y' +1z =15

230. Tanliklar sistemini hall edin:
2.,2_2

Ax%y% +4y27% + x%2% =9x°y?z
x> +4y?+27% =4
3x—6y++/32=2
231. Toanliklar sistemini hall edin:
(x+2)* +(y+3) =—(y+3)(x+2-2)
X% +5x+9z2-7y—21=-3yz
8x% +18y? +18xy +18yz = —84x — 72y — 247 —185
X" +y?" 427" =3

232. Tonliklor sistemini hall edin: { x2™ 4yt 4 z2MH

toxunan

1

=3

2n+2 2n+2 2n+2 _ 3

XM yiME g
233. Tonliklar sistemini hall edin:
X4y222 + X2y422 + X2y224 — 3X2y222
xyz +xy*z + xyz* = 3xyz

X6y222 +X2y622 +X2y226 :3X2y222
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234. Tanliklar sistemini hall edin:
COSX+COSYy+Cc0SzZ=-3

sin 2+s.|n‘°’y+:~7|n =3

cos x(cos x — 2)+ cos y(cos y —2)+cos z(cosz — 2) =9
[x+y+z=1

235. Tonliklor sistemini holl edin: {x? + y% +z2 ==

[z =xlog, y

2% 12Y 127 =6

236. Tonliklor sistemini hall edin: 4% +4Y +4* =12

X' +z27 +y* =

(X3 —9y2 +27y-27=0
237. Tonliklor sistemini hall edin: {y® —9z% +27z2-27=0
23 —9x% +27x-27=0

G _|x=y=sinx
238. Tanliklar sistemini hall edin: .
y—X=siny

239. Tonliklar sistemini hall edin:
@+ )0+ x2Ja+ x*) =14y
@+ )+ y2 Jie y* ) =1+ %7
240. Tonliyi hall edin: 3/3/x + 24 = x . Bels tonliys analoji basqa

nimunalar do gosterib onlarm timumi goklini yazin.
241. Forz edok ki, f(u) funksiyasi R-do ciddi monotondur (ciddi

artir vo ya ciddi azalir). Onda f (a(x))= f(B(x)) tenliyi a(x)= B(x)
tonliyi ilo eynigticliidur. Bu faktdan (teoremdan) istifado edarak tonliyi
hall edin:

(arcctg(x? +1002))"" = (arcctg(2004x —1001))*" (1)
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2
243. Forz edok ki, f(u) funksiyasinin tayin oblast1 J araligidir vo bu
funksiya J-do ciddi artandir. Onda f(e(x))= f(B(x)) tonliyi il

a(x)= B(x)

a(x)e I sistemi eynigiicliidur.

B(x)e J
Qeyd edak ki, gostorilon sistemdo xe J voya Be J sortlorin-

dan birini atmaq olar. Misallar hallinda bels edilocokdir. Dogrudan da,
hor hansi X, ododi tigiin a(x,)= B(X,) boraborliyi vo sortlordon biri

1 3 x3—x-1 1 m
242. Tonliyi hall edin: (2) :()

mosalon, a(x,)e J iso, onda a(x,)= B(X,) oldugundan ikinci sort-
do dogrudur. Bu faktdan (teoremdon) istifado edarok tonliyi holl edin:
arccos(x? —8)=arccos(9x — 26) (1)
244. Forz edok ki, f(u) funksiyasi J araliginda ciddi monotondur,
flax))= f(B(x))  [alx)=B(x)
onda <a(x)e J vo 1a(x)e 3’ sistemlori eynigicludiir
Blx)e I Blx)e J
(Burada J vo f(u) funksiyasimin varligmin biitiin oblasti vo ya onun
hissasi ola bilor). Bu faktdan (teoremdan) istifado edarok tonliyi hall
edin:
(x2+4x—3]" + (x? +4x -3 = (x+1)° + (x+1? ().
245. Tonliyi hall edin:
1 1+sin x _ 1 1+cos x
() — (1 +sinx)® = () — (1 +cosx)®°
2 2
246. Tonliyi hall edin: 2[x]= x
247. Tonliyi holl edin: 3{x}=x
248. Tonliyi hall edin: {x}=5x+2
249. Brabarsizliyi hall edin: |[x]-1 >3
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250. Tanliyi hall edin;
sinx—0,5+/0,5—log, X =|sin x —log, X

251. Koordinat mustovisinds kasisma nogtalorinin say1 2013-a
boraber olan y = x? + px+ p® soklindo bir neco miixtolif parabola
tosvir etmok olarmi?

252. x?+ px+100 kvadrat Gchedlisindo p-ys -100-don 100-a

gadoar tam giymatlor verdikds alinan kvadrat tichadlilorin kdklari comini
tapin.
253. f(x) funksiyas1 haqiqi odadlor ¢oxlugunda toyin olmusdur vo

xe R-in bitin giymotlorindo 2 (x)+ f(1—x)=x? (1) sortini
6dayir. f(x)-i tapin.

254. y=4x?—-6x+5, Xe [— 1 3] funksiyasmin qiymotlor
coxlugunu tapin.

. . 5 X2 +x+1
255. Funksiyanin giymatlor ¢oxlugunu tapin: y = 272
X"+ X-=

256. Tonliyi holl edin: ﬁ1+«/1—x2 +%1—«/1—x2 =2

257. Funksiyanin doyisma oblastini tapin:

f(x)=arctgl+ arctg(1+ 1)+ arctg(1+2x)
X

258. a-nin hanst giymatlorinds 4sin®x =a—7cos2x tenliyinin
koku yoxdur?

. - 2
259.  cOS7X—-/3sin7X+~/2=0  tonliyinin (57[67”)
intervalina daxil olan koklorini tapin.

2
260. Tonliyi holl edin: sin x +cos x = (x —74[) +42.

X
261. 72-ci sokildoki grafiklordon hansi y:(é) funksiyasinin

tosviridir?
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262. Funksiya grafikils verilir (Sokil 73). Bu funksiyanin qiymatlor
coxlugunu gostorin.

263. 74-cii sokilda [— 4;8] pargasinda toyin olmus funksiyanin
grafiki tosvir olunmusdur. Bu pargada funksiya ne¢o araliqda azalir?
264. y=3Inx+52 funksiyasmin qrafikino absisi X, =6

ndgtasinds toxunanin bucaq amsalini tapin.
265. y=f(x) funksiyasina (2; 5) noqtesinds ¢okilmis toxunanin bu-

caq omsal1 3-o borabordir. ’(2)-ni tapim.

266. M noqgtesinds f(X) =3x% +15x + 2 funksiyasinin grafikino
toxunan absis oxuna paraleldir. M ndqgtssinin absisini tapin.

267. y= ?{/XT+ 2 funksiyasinin grafikino toxunan y—2x+1=0
diiz xattino paraleldir. Toxunma noqtosinin absisini tapin.

268. Yan uzlorindon birinin perimetri p-yos barabor olan diizgun
dordbucaql piramidalardan hacmi an bdyiik olani tapin.

269. Maddi nogtenin diiz Xott Uzorindo harokstinds zamanin t
amindaki  koordinati  X(t) = t? + e '-dir. Zamanm t=2 aninda bu
ndgtanin suratini tapin.

4x -5

270. y= | — >~
14x — 48 — x?

funksiyasinin toyin oblastina nego tam

odad daxildir?
271. iki montogo arasindaki mosafoni getmoyos piyada moto-
sikletcidon 4 saat 30 dogige ¢ox vaxt sorf etmisdir. Motosikletcinin

- 1 .
suroti 40 km/saatdir, piyadanin siirati iss bunun 10 -dir. Mantagolor

arasindaki mosafoni tapin.
272. Velosipedgi bitin yolu miisyyan suratlo 2 saata getmalidir.

. N 2
Lakin o, nozards tutulan siirati 3 km/saat artiraraq biitiin yola 1— saat
sorf edir. Yolun uzunlugunu tapin.

5 . .
273. Avtobus yolun 5 -ni 50 km/ saat suratlo getdikdon sonra 3 do-

gigoe dayanmisdir. Manzils vaxtinda ¢atmaq li¢iin gqalan yolu 60 km/saat
suratlo davam etmisdir. Avtobusun getdiyi yolun uzunlugunu tapin.
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274. Zaqataladan Bakiya surati 70 km/saat olan magin ¢ixir. 1 saat
40 dogigodon sonra Bakidan Zagatalaya 60 km/saat suratlo avtobus yola
diistir. Soharlor arasindaki mosafo 420 km olarsa, magin Zaqataladan
c¢ixandan neco saat sonra goriig olar?

275. A mantagesindan B-ys 40 km/saat surstlo avtobus yola diisiir
vo 30 km

getdikdan sonra yena A-dan 60 km/saat surstlo masin ¢ixir. Masin

. 1
B montoagesine avtobusdan o saat gec catir. Montagolor arasindaki

mosafoni tapin.

276. Toayyars kiilok istigamatinds 5,5 saat vo oksino 6 saat suratini
vo kilayin istigamati doyismodon ugur. Toyyarsnin 0z sursti 690
km/saat olarsa, onun har iki istigamatds u¢dugu mosafoni tapin.

277. Oz siirati 15 km/saat olan qayiq bir korpiiden digerina cayin
axma istigamotinds 60 km getmis vo geriys gayitmigdir. Homin miid-
datds katerdon kanara atilmig xilasedici halqa 25 km {izmiisdiir. Katerin
aximinin oks istigamatindaki harokat middatini tapin.

278. Magin buraxmaq iizro sifarisi zavod 20 giino yerina yetir-
molidir. Lakin zavod gunds plandan slave 2 masin buraxmagqla sifarisi
18 guina 6domisdir. Zavod ne¢a masin buraxmigdir?

279. Bir boru hovuza 1m?® suyu digarindon 4 dagige tez vurur. 5
saatda ikinci boru birincidon 100m® az su vurursa, o bu miiddstds
hovuza ns gador su vurar?

280. iki nafor torciimagi bir olyazmasini torclimo etmisdir. ilk 2
saatda birinci torclimoci islomisdir, sonra 6 saat onlar birlikdo islo-
miglor. Bu middoatds slyazmasinin 80%-i torciimo olunmugdur. Homin
isi biitdvliikds yerino yetirmok Uglin birinciys ikincidan 4 saat az vaxt
lazimdirsa, birinci tarcimagi isin hamisini nego saatda qurtara bilar?

281. Omanot kassasma qoyulan 2000 m hor il eyni faiz godor
artaraq 2 ilin sonunda 2420 manat olmugdur. Banka goyulan amanat har
il ne¢o faiz artirilmigdir?

282. 60%-i giimiis olan 300q gemes vo mis arintisi, 80%-i giimiis
olan 900q bels arinti ilo aridiloraq qatigdirilmisdir. Alinmis yeni orin-
tids ne¢o faiz glimiis vardir?

283. Spirtlo suyun qarigiginda spirt sudan 4 dofo azdir. Bu garisiga
20 | su olava etdikdon sonra spirt 12% olan qarigiq alindi. 9vvalca
qarisiqda na gador su vardir?

284. Toanliklar sistemini hall edin:
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X2 4y? —2x—22y 4122 =2./37 =[x + y? + 2x+ 2y + 2
l0g y,y)* +l0g,* =0
285. f(x)=—x+5+3In(x+2) funksiyasin grafikino toxunan
absis oxuna paraleldir. Toxunma ndqtosinin korrdinatlarini tapin.
286. Tonliyi holl edin: 31+-/x —3/1—/x =2
287. Tonliyi holl edin: ~—++>_ 1, _ 1 _x+1
2 4 8 16 1024 512

288. y= |g(4X2 —-3x —10) funksiyasinin téromasi monfi ol-
madiqda, X-in an Ki¢ik tam giymatini tapin.

16 .
289. y = — funksiyasinin grafikino y =15X+8 diiz xatti ilo ko-
X

sismo ndqtasinds iki toxunan cokilmisdir. Bu toxunanlarin kosismo
ndqgtasinin absisini tapin.
290. a parametrinin hans1 qiymatlorindo f(x)=2x® —3ax? +3ax+2,3
funksiyasi biitiin adad oxunda artir?
291. Tonliyi hall edin:
10 10-9 10-9-8 10-9..2-1

X+10 T (x+10)x+9) " (x+10)x+9)x+8) " (x+10)(x+9).(x+1)
292. Hesablaymn: M = \/444...4—888...8
%,_/ %/_/

200 100

sin10,5x

sin3,5x

294. «, B,y iti bucaglari elodir ki, sina+sin+siny=1.

293. Eyniliyi ishat edin: 1+2Cc0S7X =

tglor+tg’B+tg’y > : barabarsizliyi isbat edin.

295. Tonliyi hall edin: x* +6=73/7x—6

296. Nihad verilmis tigrogomli odadi 2 asasdan logarifmalayib ali-
nan adaddon har hansi natural adadi ¢ixib forgi do bu odads boldi. Asof
iso homin Ugragomli odadi 3 asasdan loqarifmasini alib, digor iki amo-
liyyati avvalki kimi apardi. Noticads molum oldu ki, onlar qarsiligl: tors
odadlor almislar. Ugragomli odadi tapin.
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297. Tonliyin doraco ilo on kigik musbst kokiinii tapin:
tg(85° + x)+1g(5° - x)= 2.

298. a parametrinin, 27x® —27ax? +62,5=0 tonliyinin U¢ mixtolif
kokii oldugu, on Kigik tam giymatini tapin.

299. Dovri 3-o0 borabor olan y=f(x) funksiyasi hoqiqi ododlor
¢oxlugunda toyin olunmusdur. f(2)=5 oldugu moalumdur. 2f(8)-3f(-4)
ifadasinin giymatini tapin.

300. a-mmn hanst qiymotlorinds (2+./3) +(2—/3)* = 2asin 2y + cos 2y
tonliyini 6dayan (x; y) haqgiqi adadlor cﬁtii vardir?

301. Tonliyi hall edin: log, (x —2)* —log,[x -2 -9=0.

302. a parametrinin hansi qiymotlorinde 2cos? 2x = (a +1)cos2x
R . 3w
tonliyinin l:— Z; 4:| parcasinda li¢ kokii vardir?

303. f(X)z x3 funksiyasinin yuxaridan vo asagidan qabariqligi

intervallarini tapin.
304. Inteqrallar1 hesablayin:

1) _[es"”‘ cos Xdx ; 7)
J- xdx
Ix?ra’
2) chosxzdx; 8)
jctgxdx-
3) Jz+(' 9)
J'di a>0
\Ja? —x?
4) J(Sx-rS)gdx; 10)

dx
———, a=#0;
Jaz+x2
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dx

5 | ———; 11)
J.(x+a)k
dx xdx
———, a=z06 : 12
J-az —x2 ) sz +a )
jdix, az0 13)
JJa? + x?
JL;a;&O,b;ﬁO,c;ﬁO 14)
NJax? +bx+c
'[200(74”8; a,a#0 15)
ax“ +bx+c
Jax? +bx+¢
J23x7+4dx; 17)
X +3Xx+5
[ A4S 18)
x—x?
Jlnxdx; 19)
J'xcosxdx; 20)
4
X
dx
j1+x2

304. Muioyyon inteqralin hondasi monasindan istifado edarok
2

J.x/ 2X — X2 dx -ni hesablay1n.
05

305. Oturacagmnin radiusu R-o vo hiindirliyl H-a barabar konus
formada sixlig1 d olan qum topasimi dagitmaga sorf olunan isi hesab-
laym.

306. Qayigin 6z horakati onun siirotilo mitonasib olan suyun
migavimat qlvvasilo azalir. Qayigin baslangic siirati 10 m/san-dir, 5
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saniyadon sonra iss onun surati 8 m/san olur. Noa vaxt siirat 1 m/san -2
goador azalir?

307. R radiuslu dairods o radian morkazi bucaga uygun sektorun
sahosini tapin. & = 7, R = 2sm olarsa sektorun sahasini hesablayn.

1-2x, x < -1 olduqda,
308. f(x)=1{4, —1<x<2oldugda, funksiyasi verilir.
2x—1, x> 2 oldugda
f(~5)-i tapmn.

309. y= funksiyasinin qiymatlor ¢oxlugunu va on

X% +2x+3
boylk giymatini tapin.

310. sin 5;[ : COSS;[ ‘19 78” -ctg3 ifadosinin igarasini toyin edin.

311. f(x) funksiyas: biitin odod oxunda toyin olunmus ciit
funksiyadir. f(3)< f(4) oldugu molumdur, f(~3) vo f(—4)-u
muqayiss edin.

312. f(X) funksiyas1 biitiin odod oxunda teyin olunmus, dovri
funksiyadir. osas dovri T=4 vo f(2) =3 olarsa f(14)-ii tapin.

313. f (X) = {X} funksiyasinin an Kigik musbat dovriinii tapin.

314, f(le)= X+ 2 olarsa, f(x)-i tapin.

315. a parametrinin hansi giymotinds y = ax? —4x +5 funksiyast
(- <><>;1] araliginda azalan, [l;oo) araliginda artandur.

316. f (X) =x3 +x? —2x funksiyasinin isaro sabitliyi araliglarini
tapin.

317. y= M —1 funksiyasmin qrafikini qurun vo grafik osasinda

onun isara sabitliyi araligini, artma vo azalma araliqlarint gostarin.

2X
318. f(x)= 2. funksiyasinin on boylk vo on Kigik
+

giymatlorini tapin.
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319. Sektorun qgdvsiiniin uzunlugu onun perimetrindon 2 dofo
ki¢ikdir. Uygun markazi bucaq ne¢s radiandir?

320. A{Z, m) noqtasinin 'y = 2sin3x funksiyasmin grafiki
lizorindoa yerlogdiyini bilarok, m-i tapin.

321. y= 2008(23)( +Z) funksiyasmnin an Kigik misbot dévrini
tapin.

322. y=sindt vo y= 33in(4t + Z) harmonik ragslorinin
Comini tapin.

323. isbat edin ki, f(x)=x%?+1, x>0 funksiyasmin verilmis

araliqgda torsi var. Tors funksiyani tapin, onun toyin oblastini vo
giymatlor coxlugunu gostarin, habels grafikini qurun.
324. Isbat edin ki, arctge +arctgf+arctgy =7 iso, onda

a+pB+y=ofy
325. arccos(—0,4) ilo arccos0,4 ododlorini miigayiso edin.

1 1
326. Hesablaym: COS(2 arccos§ .

327. Borabarsizliyi hall edin: ctg?x— (/3 —1)ctgx — /3 < 0.

4
329. Qosmasinin kvadratina barabar olan kompleks adadi tapin.
330. Kompleks mustovido z; =6+8i, z, =4-3i oadadlorine

6
. . Z,+1Z
328. 7, = 4i vo z, =i1-3 olduqda [ 13 2 } -n1 tapin.

- -
uygun olan M; vo M, noqtalori geyd olunmusdur. OM; va OM,

vektorlar1 arasindaki bucagmn tonbOloni (zorindoki négtslora uygun
kompleks adadlori tapin.

. T N .
331. Polyar koordinatlar1 4 vo 5 olan noéqtenin Dekart

koordinatlarini tapin.
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332. arcz :% vo [z—1 =1 sortlorini 6doyan kompleks odadi

tapin.

333. 3/ ifadesinin biitiin giymetlorini tapin.

334. Koklari X; =—1 va X, =3+4i olan hagigi amsalli on kigik
daracali tanlik qurun.

335. Affikslori t¢ z;,2,,z; kompleks adodlor olan M, M,, M4

7,—1
noqtolari bir diiz xatt tizorinds yerlosir. —2——= nishatinin haqigi adod
13— 1,
oldugunu isbat edin.
: el?ye? el? —e ¥
336. Isbat edin ki: COS(pzT, S|n¢=T
i

(Eyler diisturlar).
337. Cobri sokildo verilmis a+bi kompleks odadin kvadrat
kokiinii hesablamagq ti¢iin olan diisturun ¢ixarilisinl gostarin.

338. |z—1-i/ <4 sortini Gdoyon kompleks odadi tosvir edon
ndqgtalor harada yerlosir?

. 33-x-1
339. Limiti hesablaym: lim————=
x=2  4—-2X

. _arcsin8x
340. Limiti hesablayimn: lim———
x—=0  tg5X

x—1 X+3
341. Limiti hesablaym: lim| ——
x—eo{ X 42

2x% —6x
342. a-nin hansi giymatindo f (X) =4 x-3
ax+2, x=3 oldugda

, X< 3 olduqda,

funksiyas1 X =3 noqtosinds kasilmoazdir?
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343. isbat edin ki, X3 +4x+3=0 tonliyinin [— 1, O] parcasinda
koki var. Bu koku 0,1 dagiglikls tapin.

344. f(x)=2" funksiyanmn qrafikini, absislori X, =0 vo X, =1
olan noqtalorda kason diiz xattin bucaq amsalini tapin.

345, f (X) = ‘X —ﬂ funksiyasmin X #1 oldugda tdromasini tapin.
x=1 néqtesinds bu funksiya diferensiallanandirmi?

346. f (X) Vo g(x) funksiyalarinin her birinin X, noqtesinds
toromasi yoxdursa, f (x)+ g(X) comi X, nogtesinds diferensiallanan
ola bilormi?

347, y=f (X) funksiyasinin téromasi yalniz miisboat giymotlor
alirsa, onun tors funksiyasinin téromasi monfi giymatlor ala bilormi?

348. f(x)=sin2x—~/2x oldugda f’(x)=0 tonliyini vo

f’(x) < 0 borabarsizliyini holl edin.

349. Funksiyanin téramasini tapin:

1) y = arcsin(sin x);

2) y = 2c052x :

3) y=./log, x.
350. y=12—-X vo y= 4-/x funksiyalarinin qrafiklori hanst

bucaq altinda kasisirlar?
351. Isbat edin ki, y =3sin2x funksiyas1 Y’ —4y =0 tonliyini

Odayir.
352. Cisim ox otrafinda ¢@(t)=1,5t> —2t+1 (rad) ganunun ilo
firlanir. Zamanin t=5 san. ani {i¢lin a)(t) bucagq slratini tapin.

353. c0561° ifadasinin tagribi giymetini hesablayin.

. 2
354. Nagildon kegon elektrik yiikiiniin miqdari q(t):t+?

dusturu ilo verilirss, t zamaninin hansi aninda coroyan siddoti sifra
barabar olar?

355. isbat edin ki, x* —4x—1=0 tonliyinin [—1;0] pargasinda
yegano koki var.
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356. f(x)=sinx+cosx funksiyasmm [0;7] pargasmda on bo-
yik va on Kicik giymatlorini tapin.
357. f (X) =31-x3 funksiyasini aragdirin vo grafikini qurun.

358. Radiusu R=3sm olan yarim kiira daxilina topasi yarimkiiranin
morkazindo olan konus ¢okilmisdir. Konusun hacminin on boyik
giymatini tapin.

359. f (X) = COS(Z - X) funksiyasinin qrafikinin uygun noqtalori

(absislori eyni olan) arasindaki masafo %-ya borabar olan iki ibtidai

funksiyasini tapin.

360. Diizxotli horokot edon maddi nogtonin siiroti 23(t)= 2t —3
dusturu ilo verilir. t=0 baglangic aninda noqtonin koordinat
baslangicinda oldugunu bilarek onun x koordinatini t zamanimnin funk-
siyasi kimi tapin.

36l y= Cl(x -C, )2 parabolalar ailesinin diferensial tonliyini ta-

pin.
362. y=3sinx—4cosx funksiyas1 y”+y =0 diferensial ton-

liyinin hallidirmi?
363.  x?—-xy+y?=c? ifadesinin  (x—2y)y'=2x-y
diferensial tonliyinin inteqrali oldugunu isbat edin.

2

364. X(t)zésin(olgf”Z) harmonik ragsinin diferensial tonliyini

yazin.

365. y”+9y =0 tonliyinin y(0)=3, y’(0)=9 baslangic sortlo-
rini 6dayan hallini tapin.

366. Cismin temperaturu 200°S-dir. Temperaturu 0°S olan havada
10 dog. soyuduldugdan sonra onun temperaturu 100°S oldu. Cismin

T(t) temperaturunun T'(t)=—k(T —T,) (burada T,-otraf miihitin
temperaturudur) tonliyini 6doyan ganun tzro dayisdiyini bilorak, nece
dogigodadn sonra temperaturunun 50°S oldugunu tapin.

367. y= Jx, y=0, x=4 xotlori ilo hiidudlanmis ayrixatli

trapesiyanin sahasini tapin.
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X

368. F(x)=
) '([1+t

t2 —t
2

dt disturu ils verilon funksiyanin ekstremum

noqtolorini tapin.
369. Kutlosi 5 kg olan maddi ndgte diiz xott boyunca

2 -
F(t) =6t —t—3 qlvvaesinin tesiri altinda harokat edir. t=1 san. aninda

surstin ¢, =3m/san oldugunu bilorork 2 saniyaden 5 saniysyadok

zaman middatinds cismin getdiyi yolu tapin.
370. istonilon Acu vo Bcu coxluglart iigiin

(AnB) =A"UB’, (AUB) = A'nB’ xassolerinin 6donildiyini
ishat edin. (Bu xassslor De Morgan ganunlari adlanir).

371. A vo B c¢oxluglart universal u ¢oxlugunun kosison alt
¢oxluglari olduqda 1) AnNB’; 2) AUB’;3) (AUB);4) (AnB);
5) AYUB’ vo 6) A’ B’ coxluglarini  Eyler-Venn diagqramlarinin
komoyi ils tosvir edin va onlar arasinda barabar olanlart gostorin.

372. Istonilon A, B, C coxluglari ti¢ilin
(A\C)\(B\C)=(A\B)\C =(A\C)\B eyniliyini isbat edin.

373. A, B universal u c¢oxlugunun alt c¢oxlugudursa

(A/ B), = AU (AN B) eyniliyini isbat edin.
374. ifadoni sadologdirin: (AN B)N (B’ A).
375. Ronglonmis hissalorin goxluq cabri ifadasini yazin (Sakil 92).
376. n(AUBUC)=30, n(AoB)=22 vo n(c)=10 oldugu
malumdur. n[(Au B)\C]— tapin.

377. Eyniliyi isbat edin: AAB = A’AB’, burada A ilo gostorilon
¢oxluglarin simmetrik forqi isars edilmisdir.

378. Ronglonmis hissalorin goxluq cabri ifadasini yazin (Sakil 95).

379. isbat edin ki, hogigi ododlor coxlugu rasional va irrasional
odad goxlugundan ibarat iKi sinifs ayrilir.

380. i1k 200 natural adadlor igorisinds 3, 5 vo 7 rogemlorinin heg
birino b6linmayan negs adad vardir?

381. Moktabin X-XI siniflorinde oxuyan 150 sagirdin 90 nofori
riyaziyyat, 80 nofori fizika, 40 nofori iso ham riyaziyyat, hom do fizika
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darnayine yazilmigdir. Sagirdlorin nego nofori bu dornoklorin heg bi-
rindo istirak etmir?

382. lIsbat edin ki, istonilon sonlu A, B, C coxluglar iiciin
Ax(B\C)=(AxB)\(AxC).

383. 4, 5, 9 ragomlarindon 3-o bélinen nego muxtalif 8 ragamli
adad diizaltmak olar?

384. 1, 2, 3, 4 va 5 ragamlarindon ragamlari tokrarlanmamagla
diizaldilon batin 3 ragamli adadlorin comini tapin.

385. Maxraci 93 olan negs ixtisar olunmayan diizgiin kosr vardir?

386. {1,2,...,2n} ¢oxlugunda ciit adodlor yalniz ciit nomrali yer-
lords olmagla biitiin miimkiin permutasiyalarin sayin1 tapin.
387. {1, 2,..., I’l} goxlugunun verilmis iki elementi yanas1 olmayan

negs permutasiyasi vardir.

388. Toanliyi hall edin: n!= 362880

389. 1, 2, 3, 4, 5, 6 rogemlarindan ragamlori tokrarlanmayan vs 3-o
bolinmayan negs lgragomli adod diizaltmak olar?

390. 0-dan forgli bitiin rageamlardan 1000-dan kigik vo rogomlori
tokrarlanmayan nego miixtalif natural adad diizoltmok olar?

391. Toplantida 7 oglan vo 3 qiz vardir.

1) 3 qiz yanasi olduqda;

2) konarlarda oglanlar olmagqla, qizlar yanasi olmadiqda, onlar ne¢o
mixtolif {isulla siraya diiziilo bilor?

392. f (X) = A;(__XS , X€ N funksiyasmin giymatlar oblastini tapin.

393. 6 nar vo 5 almadan, harasinds on azi bir alma olmagqla, 3 mey-
vadon ibarat nego miixtalif hodiyys hazirlamaq olar?

394, {l, 3,4,6,8,9} coxlugunun elementlarindan rogomlori tokrar-

lanmayan nega Ugrogomli odod diizaltmok olar? Bu ododlordon negasi
500-dan Kigik, negasi 700-dan boyukdur?

395. Qutuda 8 ag vo 6 qurmizi kiiracik var. Asagidaki hallarin hor
birinds 5 kiraciyin se¢ilmasi tisullarinin sayini tapin.

1) Kuraciklar istonilon rongds ola bilar;

2) Onlarin 3-ii ag, 2-si qirmiz1 olsun;

3) Onlarin 5-i do ag olsun;

4) Onlar eynirangli olsun.

396. f (X) =C25® funksiyasinin qiymatlor oblastini tapin.

X+1
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397. Elektromontyor ardicil némrali 15 saygacdan 10-nu tozo bina-
nin manzillorinds qurasdirmalidir.

1) Montyorun neg¢o segmo imkani var?

Asagidaki hallarin har birinds onun negs segmo imkani var?

2) O, ilk iki saygac1 vo galanlarini quragsdirmalidirsa;

3) O, ya birinci, ya da ikinci saygaci va qalanlarini qurasdirmali-
dirsa;

4) O, ilk 5 saygacdan 3-nl vo qalanlarini qurasdirmalidirsa;

5) O, ilk 5 saygacin on az1 3-nii vo qalanlarini quragdirmalidirsa;

6) O, son 5 saygacdan an ¢oxu 3-nu vo qalanlarinit quragdirmali-
dirsa.

398. 12 mixtalif informasiyani 4 kompiiterla:

1) har kompiiter 3 informasiya almagla;

2) Kompdterlordon biri 6, galanlarinin hor biri 2 informasiya al-
magla;

3) Kompiiterlordon hansisa 6, qalanlar1 2 informasiya almagqla, ne-
¢o mixtalif tsulla almaq olar?

399. Miistavida |; diiz xatt tizarinds n négts vo ona paralel |, diz

Xott Uzorinds m nogte verilmisdir. Topolori bu ndqtalords olan
iicbucaqlarin sayini tapin.

8 . .
400. (\& +-/2 )l -in ayrilisinda x® daxil olan hoddi tapin.

9 .
401. (x@ +§E) binomunun agilisinda tam odadlor olan hadlori
tapin.

402. (x@ +4/5 )124 binomunun agilisinda ne¢o hadd tam adoddir?
403. Coxhadlinin an bdylk amsalini tapin: (xE + x/EX)ZO.

2

8
5
404. Coxhadlinin amsallariin comini tapn: (3\/§X - } .
405. Eyniliyi isbat edin:

n
1) Y k’Cf =n(n+1)2"?;
k=1

2) 3 (k+1Ck = (n+2)2"
k=0
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406. a, =6" +8" iso, agz-iin 49-a bdliinmasinden alinan qalig:

tapin.

n
407. 2022,5 comini hesablayn.
k=0

n
408. Isbat edin ki, a, = (1+ 1) . ne N, ardicilligmin biitiin hodlori
n

tgun a, <3 barabarsizliyi ddanir.

1Y :
409. (XZ —4) binomunun agiliginda ti¢ilincii hadda x-in qlivve-

tinin amsali 31-dir. n-i tapin.

410. \a\ = x@‘b‘ oldugda (a+ b)50 binomunun agilisinda miitloq
giymatca an boyk olan haddi tapin.

411. Cgﬁl Chy rr]n+—11 =5:5:3 ison vo m—i tapin.

412. Eyniliyi isbat edin:
12 +224+3% +...+n? =C§+1+2(C,f +C2, +...+C22)

413. a,b,c,d,e va f harflorindan, 1) a vo b harflori gostorilon
ardicilligla daxil olmagla; 2) a vo b horflori siralar ilo forglonmoklo

daxil olmagla dérd-dérd necs arenjeman diizaltmok olar?
414. Al a,b,c,d,e vo f horflorindon dord-dord: 1) a daxil

olan, 2) a il baslayan necos arenjeman diizaltmak olar?
415. Qabariq n bucaqlinin diagonallarinin kasigsma ndqtalari sayini,
bu nogtoalordoan Ust-lsts diigonlor olmadigini bilarak tapin.

Toakrarh birlosmalor

Hor hansi ¢oxlugun n sayda miixtalif elementlorinin hor birinin
yalniz bir dofs daxil oldugu tokrarsiz birlosmolorlo (mosalon, 384-399,
411-415 ¢alismalari bela birlogsmolors aiddir) yanasi eyni bir elementin
birdon ¢ox daxil olmas1 miimkiin olan tokrarli birlosmoalars do baxmaq
lazim galir.

Forz edok ki, a,b,c,...,e elementlori uygun olaraq «, B, %,...,4

dofo tokrarlanan M ¢oxlugu verilir. &+ B+ y+...+4 A =m olsun. M
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¢oxlugunu nizamlanmasi naticosindo a,b,c,...,e elementlori uygun

olaraq «, 3, %,..., A dofa tokrarlanan m sayda elementi olan permutasi-

yalar alinir. Homin permutasionlar tokrarli permutasiyalar adlanir.
Beloliklo o sayda a,  sayda b,y saydacvas. A sayda e ele-

mentlorindan ibarat M ¢oxlugunun elementlarinin misyyan gayda ilo
hor bir nizaml diiziiliisino a,b,c,...,e elementlori uygun olaraq

a,B,7,...A dofo tokrarlanan a,b,c,...,e elementlorindon diizolmis
tokrarli permutasion deyilir. m =+ S+ y+...+ A adadino permuta-

sionun tortibi deyilir.
Verilmis elementlordon diizelmis biitiin miimkiin olan tokrarli permu-

g‘j)ﬂ%_.j ilo isaro edilir. Burada m=a+ B+ y+..+ 4

bitin elementlorin say1, &, £,7,..., A isa har bir elementin tokrarlanmasi
saylaridir. Masalon, a,b elementlorinin har biri 2 dofo tokrarlanan tortibi
m = 2+ 2 = 4 olan tokrarli permutasiyalar bunlardir:
aabb, abab, baab, bbaa, baba .

Teorem 1. Coxlugun a,b,c,...,e elementlori uygun olaraq
o, B,7,... A4 dofa tokrarlanan a,b,c,...,e elementlorindon diizolmis
bitin mimkan muxtslif tokrarli permutasiyalarin say1 (e+8+y+..+A)-a

AN
barabardir. Yani, P(am}ia =W, burada o+ S+ y+...+ A=m

Tokrarli permutasiyalar haqqinda verilon nozari mslumati uygun
calismalarla méhkomlandirmak lazimdir.

416. “Riyaziyyat” soziindsn negs anagram (bir kalmonin horflori
ilo basqa soz diizoltmo) diizoltmok olar?

417. 3 ag va 2 gara daironi yanasi qoymaqla ne¢a naxis diizoltmok
olar?

418. 2, 3, 5 rogamloari vasitasilo 2 ragami 3 dofs, 3 vo 5 ragomlo-
rinin har biri isa 2 dofo tokrarlanmagla necs yeddi ragamli adad yazmaq
olar?

419. Eyni 0Ol¢lids 10 dairacik vardir. Bunlardan 3-ii ag, 2-i gara va
5-i qurmuzidir. Dairaciklori yanasi qoymagqgla nego mixtolif naxis
dizaltmok olar?

420. 2, 3, 0, 3, 4, 2, 3 rogomlori vasitasilo nega miixtalif
yeddirogomli adad yazmagq olar?

tasiyalarin say1 P
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Forz edok ki, n sayda mixtalif a,b,c,...,e elementlori olan M
¢oxlugu verilir. Bu elementlordon har birinds k element olan bitin
mimkin olan ¢oxluglar diizaldok. Elementlari say1 k olan ¢oxlugun har
bir elementi verilmis a,b,c,...,e elementlorin birindon ibaratdir. kK >1
oldugda k elementli ¢oxlugun elementlarindon bozilori bir nego dofo
tokrarlana (albatto k-dan ¢ox olmamagla) bilor. Tortib olunan bu
¢oxluglarin har biri, verilmis n elementdoan har birinds k element olan
tokrarli kombinizon adlanir. Belaliklo, elementlorinin har biri verilmis n
elementin birindon ibarat olan k elementli har bir M ¢oxluguna verilmis
n elementdan har birinds k element olan tokrarli kombinezon deyilir.

Moasalon, a,b elementlarindon hor birinds Ui¢ element olan tokrarli

kombinezonlar aaa, aab, abb,bbb -dir. a,b,c elementlarindon har bi-

rinds iki element olmagla diizaldilon tokrarli kombinezonlar isa bun-
lardir: aa,ab,ac,bb,bc,cc. Verilmis n elementdan har birinds k ele-

ment olmagla dizaldilon tokrarli kombinezonlar, tokrarsiz kombine-
zonda oldugu kimi, biri birindon ona daxil olan elementlaorls forglonir. n
elementdan hor birinds k element olmagla duzaldilon mixtslif tokrarli

kombinezonlarmn say1 ank ilo isars edilir. Bilmok lazimdir ki, burada

k > n ola bilor

Teorem 2. n elementli ¢coxlugdan har birinds k element olmagla
duzaldilon butin mimkin mixtalif tokrarli kombinezonlarin say1
K~k (n+k-1)
Cn=Crucr = k!(n—1)

Tokrarli kombinezonlara aid miixtalif masalalor hall edilir.

421. Baxg¢ada 10 adda giil vardir. Bunlardan hor birinds 20 gl
olmagla nega tsulla buket diizaltmak olar?

422. 10 muxtalif kitabdan 12-si ne¢oa iisulla satila bilor?

423. Eyni n asyani p nafora necs Usulla paylamaq oalr?

Forz edok ki, n mixtolif a,b,c,...,e elementlori verilir. n element-
larindan har birindos k element olan vo k elementlarinin hor biri verilmis
n elementlarinin birindan ibarst biitiin miimkiin olan nizaml ¢oxluglar
diizoldok. k >1 olduqda bu ¢oxluglarin bazilorinds ayri-ayri element-
lor bir nego dofo tokrarlana bilor (k dofodon cox olmamagla). Homin
¢oxluglarin har biri verilmis n elementdoan har birinds k element olan
tokrarli aranjemanlardir.

disturu ilo hesablanir.
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Beloliklo, elementlorindon hoar biri verilmis n elementlarinin birin-
dan ibarat, k elementli har bir nizamli M ¢oxluguna verilmis n element-
don har birinds k elemnt olan tokrarli aranjeman deyilir.

Moasolon, verilmis iki a,b elementlorindan har birinds 3 element

olmagla diizaldilo bilon butin mimkin olan muxtalif tokrarli aranje-
manlar bunlardir: aaa, aab, aba,baa, abb,bab,bba,bbb . Verilmis n

elementdan har birindo K elemnt olan mixtolif tokrarli aranjemanlar,
tokrarsiz aranjemanlarda oldugu kimi, bir-birindon ya onlara daxil olan
elementlorls, yaxud da onlarin sirasi ilo forglanir.

n elementdan hor birinds k element olan mixtslif tokrarli aranje-

—~k .. -
manlarin say1 An ils isaro edilir.
Teorem 3. n elementli ¢coxlugdan har birinds k element olmagla

dizoldilon bitlin mimkiin muxtalif tokrarli aranjemanlarin say1 nk -ya

barabardir. Yani AI:] =n*. Tokrarh aranjemanlara aid miixtolif calis-
malar yerina yetirmok olar.

424. 1) 1, 2, 3 rogamlari vasitasilo nego besrogomli odad yazmaq
olar?

2) 1, 2, 3, 4 ragamlori vasitasila negs icragamli odad yazmag olar?

425. n agyani nego Usulla k qutuya goymag olar?

426.0, 1, 2, 3, 4,5, 6, 7 rogamlori vasitasilo 10000-don Kicik nega
muxtolif odod yazmagq oalr?

427. 1, 2, 3, 4, 5 rogamloari vasitsailo 4-5 boliinan nego mixtalif
dérdragamli odad yazmaq oalr?

428. Binanin divarinda bayraq {i¢iin 8 yuva vardir. Yuvalarin hor
birinds yasil vo ya qirmizi bayraq yerlosdirilmalidir. Bayraqlari binanin
divarinda ne¢o mixtslif Usulla yerlogsdirmok olar?

429. f(x)=ay +ax+a,x* +a;x° +a,x* +...+a,x" coxhadlisinin
omsallarini onun téramolarinin sifir néqtasindaki giymatlari vasitssilo
ifads edin.

430. Toramenin tatbigilo (x+1)"° coxhadlisinda x3-in amsalin

tapin.

431. Toromonin totbigilo (3X—1)9 goxhodlisindo X*-m omsalim

tapin.
432. Téramanin tatbigilo Nyuton binomu disturunu isbat edin.
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433. A, B, C ixtiyari hadisolordirso he¢ olmasa iki hadiss bas
vermisdir hadisasinin riyazi ifadssini yazin.

434. 4 diizgiin metal pul eyni zamanda atilir. Bu sinaqda an goxu
bir gerbin yuxar1 diigmosi hadisalorini géstarin.

435. Yeddi kart 1, 2, 3, ..., 7 adadlori ilo némralonib, qutuya y1g1l-
mugdir. Elementar hadisalor fazasini yazin.

436. Qabda 5 qirmizi, 4 mavi va 3 ag kiiracik vardir. Bir kiiranin
secilmoasi simaginda elementar hadisalor fozasinin elementlorinin sayini
tapin.

437. Hodofo lig atos agilir. A, ilo (k =1,2,3) k -c1 atogdo hodofin

vurulmast isaro edok. A, vo A, hadisolori iizerinds U vo M omoalle-

rindan istifads edoarak: 1) (i¢ atosin hor Uguniin hadsfa doymasi hadiss-
sini; 2) (¢ atosin hadafdon yayinmasi hadisosini; 3) he¢ olmasa bir ato-
sin hadafa doymasi hadisasini yazin.

438. ki metal pul atildiqda her ikisindo gerb {iziiniin yuxar diis-
masi hadisasinin aksi olan hadisani deyin.

439. 600 pomidor stilini yoxladigda onlardan 100 adadinin tolof ol-
dugu bilindi. Okilan stilin bitmasi ehtimalinin tagribi gqiymatini tapin.

440. Ug zor atilir. Zorlorin Giglinds do yuxariya diison tizds xallarin
sads odadlor olmasi hadisasinin eyni imkanli biitiin naticalorinin sayini
Vo bu hadisa tgiin alverisli naticalorin saymni tapin.

441. Olag1 tolobo imtahana salinmig 150 sualdan 149-nu Oyranib
imtahana golmisdir. Hor bileto 5 sual salinmig vo biletlor diggstlo qaris-
dirtlmuigdir. 1) Tolobo biletin suallarinin 5-i do bilir hadisasinin ehti-
malini tapin. 2) Toaloba biletin suallarindan birini bilmir hadisasinin
ehtimalini tapin.

442. 1) B, R, C, O horiflorinin horasini bir karta yazib qutuya
yigdilar. Kartlart diggoatlo qarigdirdigdan sonra bir-bir tosadiifon ¢ixara-
raq siraya duzdikda, “Cabr” soziiniin alinma ehtimalini tapin.

2) “Riyaziyyat” s6zunun ds hamin gayda ilo alinma ehtimalini ta-
pin.

443. Qabda 20 eyni kiracik vardir. Onlarin 12-si qirmizi, qalanlari
agdir. Kiiralordan tasadiifon 5-i segilir. Se¢ilmis 5 kiiranin 3-U qurmizi-
dir hadisasinin ehtimalini tapin.

444, Murad dostunun telefonunun son iki rogemini unutmusdur. Bu
ragamlarin miixtalif oldugunu bilarak onun ilk dofs tesadlfon yi1gdig:
nOmranin diizgiin olmasi ehtimalini tapin.
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445. Qutuda 10 qurmizi, 6 yasil vo 8 ag kiirocik vardir. Qutudan
tosadlfon 3 kuroacik ¢ixarilir: 1) kiiraciklor muxtalifdir hadisasinin; 2)
ktraciklorin 3-0 do qirmizidir hadisosinin ehtimalini tapin.

446. Duzgin olmayan zorin atilma smaginda har bir naticonin

ehtimali P(El):l, P(Ez):;, P(E3):(13, P(E,)=0,
n

1

P(E5):6, P(EG):jr olmusdur, burada E,, 1<Kk <6, zorin

atilmasinda k xalin diigmosi hadisssidir. 1) E; vo E5 hadisolorindan,
he¢ olmasa, birinin bas vermosi hadisosinin; 2) E, vo E, hadise-
lorindon, he¢ olmasa, birinin bag vermosi hadisesinin; 3) Eg vo Eg
hadisalorinin heg birinin bag vermamasi hadisasinin ehtimalini tapin.

447. Cit-clt ortag noticolori olmayan (uyusmayan) A, B, C
hadisolori u elementar hadisalor fozasimi omolo  gatirirsa  vo

P(A'NB’)= 3 olarsa, P(C) ehtimalini tapin.

448. Elementar hadisolor fozas1 {E,,E,,E,} olan sinaq iigiin: 1)

5
P(El)Z%’ P(EZ)ZE’ P(E3)=%’ 2) P(El):%’ P(Ez)=%’ P(E;)=

hallarindan hansit miimkiindir?

449. Moktabin 15 sagirdi riyaziyyat dornayinin iizviidiir. Bunlarin
3-cii oglan qalanlar1 qizdir. Xiisusi gabiliyyati olan 8 nafardan an ¢oxu
bir nafarin oglan olmasi hadisasinin ehtimalini tapin.

N |

450. P(ANB)= % iso P(Z\ U E) ehtimalini tapin.

451. U ={A, B,C, D} elementar hadisalor fozasinin A, B, C, D

hadisolorinin  clt-cit  ortag  noticalori  yoxdursa  (qarsiliglt

uyusmayandirsa) vo P(AU B) = ; , P(C)= z iso P(D) -ni tapin.

452. A={1,2,3,...,10} coxlugundan tosadiifon ¢ muxtslif adad
secilir. Secilmis odadlarin: 1) cominin ciit; 2) hasilinin ciit olmasi
ehtimalini tapin.
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453. A vo B hor hansi smagmn iki hadisosi, P(AUB)=

oo |~

8

454. Qutuda radiuslart eyni olan 14 qumizi, 10 yasil va 12 sart
klrocik vardir. Qutudan tosadilifon 1 kiro gétiiriiliir. O, sar1 deyildirss,
qirmizi olmasi ehtimalini tapin.

455, A:{1,2,3,...,8} ¢oxlugunun hor bir alt g¢oxlugu Kkarta

yazilaraq qutuya salinir. Tosadifon bir kart ¢ixarilir. Kartdaki alt
¢oxlugun 6 elementli oldugu molumdursa, 4-iin bu kartda olmadiginin
ehtimalin1 tapin.

456. Atilan iki zorin birincisinds 4 xal diismiisdiir. ikinci zorda
diison xalin 6 olmasi ehtimali naya baraboardir?

457. Domir pul vo zor atilir. Isbat edin ki, “rogom diisdii” vo “tok
xal diigdii” hadisalori asili deyil.

458. A hadisasi B hadisasindan asili deyil. isbat edin ki, A hadisosi

B hadisasindan do asili deyil.

459. Ug eyni formali qutunun birincisinde 5 ag vo 5 qgara, ikinci-
sindo 4 ag vo 6 gara, Uguincisiinds iss 7 ag va 3 gara Kiiracik vardir. Qu-
tularm birindon ag kiira ¢ixdigini bilerek onun ikinci qutudan ¢ixmasi
ehtimalin1 tapin.

460. Tirdoki 5 tlfanglo atilan giillalorin hadafa doymo ehtimallar
uygun olaraq 0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 0,6-dir. bu tiifanglordan birini tosadiifon
gotlirmiis aticinin bir atoglo hadafi vurma ehtimalini tapin.

461. Kinoteatrin tamasa zalinda 10 sira, hor sirada iso 10 yer
vardir. Sira va siradaki yerin nomralori cominin ciit, yoxsa tok olmasi
daha ehtimallidir?

462. Ovvalki masaloni: 1) 6 sira, hor sirada iso 6 yer vo 2) 7 sira,
hor sirada iso 7 yer olduqgda hoall edin.

463. D kvadratlanan mustovi fiqur, D, ise onun daxilinds yerlagon
ixtiyari oblast olsun. D oblastinin daxilindo tosadiifon goturilon bir
ndgtanin D; oblastindan olmasi ehtimalini tapin.

464. Katetlori 6 vo 8 olan diizbucaqli tighucagin daxilindo tosadu-
fon gotlrdlon bir ndgtonin bu iicbucagin topalorindon 2-don bdyik mo-
safads olan oblastin olmasi ehtimalini tapin.

P(A)=> Vo P(AN B)zl iso, P(A/B) sorti ehtimalini tapin.
4
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“Coxluq anlayist kimi funksiya da asas va ilk anlayigdir
F.Xausdorf

111 FOSIL.

11 fasila aid hoallar, sarhlar va cavablar

1.1-2-3-...-(n=1)n odadinin 7*% -5 bsliinmesi iigiin onun sado
vuruglarina ayrilisginda 7 adadinin 100 dofs olmasi ayrilisinda 7 odo-
dinin 100 dofs olmasi kifayatdir. 1,2,3,...,n adadlarini hor birindo 49
adad olmagla qruplara bolak:

1) 1,2,3,...,48,49; 2) 50,51, ...,97,98;...k +1; 3)
49k +1, 49k + 2,...,49k + 49;...

Asanligla miiayyon etmok olar ki, bu qruplarin hor birinds 6 dona 7
vurugu vo k+1 odadi 7-yo bolinmiirse iki 49ku9 sokildo 7 vurugu
vardir. 7-lorin saymin 100 olmasi ii¢lin 97 dono 7 daxil olan 12 tam
grup (yeddinci qrupda 9 dens 7, qalanlarin har birinds iso 8 dona 7 var-
dir) vo daha ii¢ 7 lazzmdir. On ikinci qrupun sonuncu odadi
49.12 =588 dir. Bunlara daha (¢ 588+7=595, 595+7=602,
602+7=609 odadi do olave etmok lazimdir. Beloliklo, 1-2-3-...-(n—1)n

hasilinin 7*°-5 boliinmasi ii¢iin an kicik n adadi 609-dur.

2.
ad +bc=4sinX;y-cosx_y-cosx+y+22-

X+ X+ X—
cos y—4cos y-cos yx

2 2 2 2 2
X+Yy+2z sin X+Yy _0.
2
Demoli, ad +bc =0
3.1) tg2x — (/3 +1kgx+-/3 > 0 (1) olmalidir. (1) boraborsizliyi-

nin sol torafi tgx -0 nazaran kvadrat {ighadlidir, koklari iso x@ va 1 dir.
Odur ki, tgx >-/3 (2) va ya tgx <1 (3) oldugda (1) barabarsizliyi 6de-

X CO0S

nilir. (2) borabarsizliyindon gk + % <y <" 4 7, (3) borabarsizliyindon
3 2

iso sk —Zax<ak+ .
2 4

173



Noticodo %(Bk +1)< x<%(2k +1) Vo ya %(Zk—l)s X s%(4k +1),
burada k =0; £1; + 2; £3 alingq.

2 -1
2) | —— ——>1 voya x=-12>2,
) ya [x-1
buradan: a) x—1>2, x>3;b) x—-1<-2, x<-1. Demali, x>3 vo

ya X< -1

<1 olmalidir. Odur ki,

olmalidir, odur ki, 0 <log, X <1, bu-

3) 0 <arcsin(log, x) S%

radan 1< x <2

4) Clgz X funksiyasinin varlig: iigiin 7zx # 7k vo ya X #k ol-
malidir, burada ke Z . arCCOS(ZX) funksiyasimin varligi tglin iso
—1<2% <1 olmaldir. 2* > —1 borabarsizliyi x-in ixtiyari giymotlo-

rindo, 2" <1 borabarsizliyi iss X <0 olduqda &denilir. Demali
biitiin monfi tam ododlor baxilan funksiyanin toyin oblastidir.
5) 0< x> —-1<1 vo ya 1< x? <2 olmalidir. Sol barabarsizlikdon

X >1 vo ya X < —1 sag borabarsizlikdon iso —ﬁ <x< ﬁ alinir,

Beloliklo, iki borabarsizliklor sistemi miioyyon olunur: {
x=1

vo Jm2<x<2,
x<-1
Birinci sistemdon 1< X <-/2 , ikinciden iso — J2<x<-1
aliriq, natica iso [— ﬁ,—l], b,-/2] olur.

6) ‘Xy‘ <1 olmalidir, buradan \y\ S;L(. Bu borabarsizlik iki

1
barabarsizliys ayrilir: a) x>0 iso, onda —— <Y < — vob) x<0 iso,
X X

ondaigyg—l.
X X
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a) vo b) — don almir ki, axtarilan oblast iki hiperbolanin qollar1 ilo
ohato olunmusdur, basqa sozls koordinat miistovisinin 26-c1 sokilda
gostarildiyi kimi xatlonmis biitiin ndqtslorindsn ibaratdir.

4. 1) Verilmis funksional asilig1 gqeyri-miioyyaon sokildo gostorak:

(y=1)x%+(y+1)x+2(y-1)=0 1)
[ 2

Buradan x=y+1i — 7y +18y—7 alirng. Askardir ki,
2(y-1)

7y?-18y+7<0
miinasibati  ddonilmolidir.
Buradan Z_jﬁsys%jﬁ‘

=

Bu omoliyyat y#1 oldu-

gunu forz etmoklo aparil-
migdir. (1)-do y yerindo 1
yazmaqla miioyyon edirik
ki, x=0. Beloliklo, y=1

ola bilor. Demoli, baxilan Salkil 26.
funksiyanin doyismo
oblasti [9 -42 9+ 4ﬁ} -
77
dir.

2) Verilmis funksional asililig1
y=-/2) ﬂcosx+£sin x |= /2| cosxcos” +sinxsin” |=/2cos x—*
2 2 4 4 4
sokilindo gostorok. _1<cog x—7 |<1 oldugundan —~/2 <y <./2
4

olar. Demali baxilan funksiyanin dayisms oblasti [— 2,42 ]—dir.
5. 1) 3(x+1f +3(x-1 =3(x-1? +3(x+1 =y oldugundan
a¥+a™ a¥4a

2 2
citdir.  3)  sin(-x)+cos(-x)=-sinx+cosx#+y  oldugundan

funksiya cutdir. 2)

=Yy oldugundan funksiya
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funksiya nos tok, 1;9 clitdiir. 4) y ffw]
el e e B VAN
1+x 1-x 1-x - flx fin)

oldugundan funksiya tokdir. : @;f—(’) :

6. Arqumentin verilmis : i :
araligdan gotiiriilmiis ixtiyari T
iki miixtolif X.,X, giymot- | R — .
lori Ggln z
f(X1+X2 )> fx)+f(x,) Fall 27.

2 2

borabarsizliyini doyan vy = f(x) )
funksiyasina (oyrisina) qaba-
riqdir deyilir. Al sl

Arqumentin verilmis ara- E YRR ()
ligdan gotiiriilmiis ixtiyari ik \/
mixtalif X, X,  qiymotlari i i :
ficiin f(X1+X2]< Flx)+ f(x,) I

) 2 o m ntn % =

borabarsizliyini 6doyan y = f(x) : i 28
funksiyasina (ayrisino) ¢okiik- '
diir deyilir. ©yrinin ¢okuklu-
ylina vo qabarigligina verilon ¥

tariflorin hondosi monalarimi da
bilmak lazimdir. Qabariq funk- "
siyanin grafikinin ixtiyari vote- B UF\ .
rinin ortasi qévsiin Uygun ndq-

tosindon  asagida  yerlosir

(Sakil 27), ¢okiik funksiyanin
grafikinin ixtiyari vatarinin 5
ortasi qOvsiin uygun ndqtasin-

don yuxarida yerlosir (Sakil
28). Askardir ki, eyni

y= f(X) oyrisi gabariq va ¢okik hissolordan ibarat ola bilor. ©yrinin

qabariq hissasini ¢Okiik hissasindon ayiran A ndqtosine donms noqtasi
deyilir (Sakil 29).

Sakil 29,
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1) Forz edok ki, X;,X, arqumentin ixtiyari giymotloridir. Onda
2
yi=f(x)=x% Yy, = f(X2)= X22' f(xl+x2 ):(X1+X2 ) :
2 2
y = x? funksiyasinin qabarigligmi vo ¢okiikliyiinii arasdirmaq
tgiin
fx)+ fx,) f(xl +X, J: X7 +X,° _(xl +X, )2 _ 27 +2° %% -2 - %" _

2 2 2 2 4

2 2 2
X" —2X X, + X X1 X .
=" Z 2 "2 =(;) >0 forqine baxiriq. Baxilan forq
misbat oldugundan, verilmis v
funksiyanin qrafiki qabariqdir

(Sakil 30).

2) X argumentinin ixtiyari
iKi giymati X;, X, olsun, hom do
bu giymotlorin hor ikisi (0,7)

vo ya (r,2r)araliglariadaxil-
dir. f(x)=sinx,, f(x,)=sinx,, o -

X; + X [ X+ X
f(lzz): sm(lzz} Skl 30.

fx)+ f(x,) f[x1+x2 )_ sinx +sinX, o X +% _
2 2 ) 2 -

X+ X X:—Xo . X +X X + X X, — X
=sin"t—"2cos L "2 _gin "2 —gjn L "2 | cos "2 ]
2 2 2 2

forqine baxag. \cos 0{‘ <1 oldugundan COSLZXZ —1 ifadasi monfidir

X — X,

vo ya sifira barabordir. 0 < X <27 oldugundan cos -1<0.

. X, + X . . . X+ X
0< X, <7 is9, onda 0 < 2—"2 < 7, belaliklo isa, sin = 5 2>0.

Demali, X;,X, arqumentlori (0,71') aralifina daxildirss, onda
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sin % (COS % ; X2 —1J< 0, yani baxilan forq monfidir. Belolik-

2
ls, (0,7[ ) intervalinda funksiyanin qrafiki qabariqdir. 7 <X, <27,

. X; + X . .
T<X,<2m iso, onda < 172 < 2m, Dbelaliklo iso,

Xy + X,
2

forq miisbotdir. Yoni (71', 27[) intervalinda funksiyanin grafiki qabariq-
dir. (Sakil 31)

. X+ X X, — X .
sin <0 vo sin 12 2(cos 12 2—1]> 0, yeoni baxilan

7. 1) sin2zx=sin(2zx+27)=sin[2z(x+1)] oldugundan

funksiyanin dovrl 1-o barabardir.
2)  Funksiyanin dovriinii T ilo isaro edok, onda

Acos A(x+T)+Bsin A(x+T)= Acos Ax + Bsin Ax,
Alcos A(x +T)—cos Ax]+ B[sin A(x +T)—sin Ax] =0,

—2Asin lx+/1—T sinﬂ+28cos /1x+/1—T sin£=0,
2 2 2 2

sin M[B cos(lx+;ﬂ-)— Asin(ﬂx+/rr):| =0.
2 2 2

Kvadrat mdtorizadaki ifads x-in biitiin qiymatlorinds sifira barabar
olmadigindan x-in ixtiyari

giymoatlorindo  sin /12T =0.
Beloliklo, 21 = 7.7 = 2%
2 A
3) Funksiyanin dovri p
olarsa, onda il
sin(ax+b) =sin[a(x+ p)+b] ° T *
boraborliyi  dogrudur.  Iki Skl 31,

sinusun barabar olmasi sortino
osason a) ax+ap+b+ax+b=r(2k+1), b) ax+ap+b—-ax—b =27k
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alinir. a) sortindon p=7f(2k +1)-2ax-2b tapiriq. Goriindilyii kimi bu
a

halda p adadi x doyisenindon asilidir, odur ki, dovr ola bilmaz. b)

sortindon p = @ aliriq. k=1 oldugda p-in on kigik miisbat qiymati
a

i -ya borabordir. Goriindilyli kimi b odadi dovriin giymstins tesir
etmir. Demoli dovr 27 -dir.
a
sin  cosx 1 2
4) tgx +Ctgx = + =

COSX sinx sinxcosx sin2x
sin 2x funksiyasinin dovrii 7 oldugundan arasdirilan funksiyanin
da dovri 7 -dir.
1+c0s2x 1+cos(2z+2x) 1+cos2(z+x)
2 2 2
Demali, verilmis funksiyanin dovri 7 -dir.
6) Arasdirilan  funksiyanin  dovrii T  olsun. Onda

sin(x+T)=sin*x va ya sin*(x+T)-sin*x=0 va ya
lsin2(x +T)+sin2 xJsin2(x+T)—sin2 x|=0 eyniliyi
ddonilmolidir. sin®(x+T)+sin®x >0, yoni sin?(x+T)+sin? x

eyniliklo sifra borabor olmadigindan sin?(x+T)—sin?x=0 vo ya
1-cos(2x+2T) 1-cos2x
2 2
2sin(2x+T)sinT =0 eyniliyi ddonilmolidir. Sin(2x+T) eyniliklo
sifira borabor olmadigindan sinT = 0. Sonuncu boraborliyi 6doyon an
kicik miisbat aded 7 oldugundan arasdirilan funksiyanin dovrii do 7 -
dir.
7)

y=sin x-+cos* x = sin? x-+ cos? x| —2sin? xcos? x :1—;sin2 2 :1-1(1-cos4x):

31 T
=—+—C0S4| X+— |-
4 4 2

=0 vo ya COS2X—C0S(2x+2T)=0,

179



Aragdirilan funksiyanin dovrii %-ye borabordir.

8) y=|cosx =-/cos’ x = 1+C(2382X . cos2x funksiyasiin

on kigik miisbat dovrii 7 oldugundan y funksiyasinin da dovrii 7 -dir.
9) Aragdirilan  funksiyanin  doévrii T  olsun.  Onda

sin®(x+T)=sin>x  vo ya sin®(x+T)=sin>x vo ya
sin®(x+T)—sin*x=0 voya

[sin(x+T)=sinx]Jsin?(x+T)+sin(x+T)sin x +sin? x|=0
eyniliyi 6denilmalidir.

sinnx° 3
] +Zsin2x20

sin?(x+T)+sin(x+T)sinx+sin’ x = |:sin(x+T)+
oldugundan basqa so6zlo hasildaki ikinci vuruq eyniliklo sifira barabor

olmadigindan Sin(x+T)—sinx=0 vo ya ZCOS(X + Z)Sin -; =0
eyniliyi 6denilmalidir. COS(X + ;) eyniliklo sifira barabar olmadigin-

dan sin -2 = 0. Sonuncu barabarliyi 6doyon on kicik miisbat odod 27 -

dir. Demali aragdirilan funksiyanin dovrii 27z -ya barabardir.

10) Ixtiyari x ododino tam odo slave olunarsa, onda onun yalniz
tam hissasi doyisor, kasir hissosi isa avvalki kimi qalar. ©n kigik miis-
bot tam odod 1 oldugundan, aragdirilan funksiyanin dovrii 1-o0 bo-
rabordir.

8. 1) Forz edok ki, y = cos x? funksiyasinin p dévrii vardir, onda x
dayiseninin ixtiyari qiymatinda COS(X + p)2 = cosx°.

Iki  konusun  boraborliyi ~ sortino  osason  alriq: 1)
X2 +2px+p2+x® =27k voya2) x*+2px+ p? —x*=2zk.1)
sortindon p=—x+./-x?+27k , 2) sortinden iso p =—x+£-/ X2 + 27K .
Demali hor iki halda p adadi x doyiseninden asilidir, odur ki, p verilmis

funksiyanin dovrii ola bilmoz. COS X2 dovri funksiya deyil.
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2) Forz edok ki, y dovrii T olan funksiyadir, onda
X+T +sin(x+T)=x+sinx vo ya sin(x+T)-sinx=-T vo ya

T T
2sin—cos| X+ — |=-T . Buradan ¢qg X+I =— T _sonuncu
2 2 T
2sin—
2
borabarliyin sag torofi sabit komiyyotdir, sol torofi iso x-in

funksiyasidir. Odur ki, sonuncu bsraborliyin X-in ixtiyari qiymotindo
Odonildiyi T adadi yoxdur. Demali verilmis funksiyanin dévrii yoxdur.

3)  sin-/2x=sin(V2x+27z),  cos-/5x = cos(-/5x + 27)

oldugundan Sin \/EX funksiyasinin dovrii 2—”

i

cos ﬁx funksiyasinin

dovrii iso 27 -dir.
5

y =sin \J2x +cos~/5x funksiyasmm dovrii T olarsa, onda
T _ vo T _,, buada k vo | tam odedlordir. Son iki
2z 2r
2 /5

I

barabarlikdon Zk—ﬂ- ZIE E = — almir ki, bu da mimkiin

27k P Rk

o o AD I . . . . o
deyil. Cunki, ﬁ irrasional, — isa rasioanl adoddir. Demoli, verilmis y
funksiyasinin T dovrii olmasini forz etmokls ziddiyyst alindi. Homin
funksiyanin dovrii yoxdur.

9. f (X + C) = 1-f (X) boraborliyi x-in ixtiyari qiymotinds
1+ f(x)

Odanildiyinden, onda x( yerinda x+C yazdigda
X

1- f(x+C)_ 1+ f(x)

1+ f(x+C) - f(x)

Ty f(x)
baxilan funksiya dovrii funksiyadir vo bu dovrlordon biri 2c-yo
barabordir.

~—

f(x+2C)= (%) alinir. Buradan iso alinir ki,

N Nd
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10. Forz edok ki, arasdirilan funksiyanin doévrii T-yo barabordir,
yoni x-in ixtiyari qiymetinde f(X+T)= f(X) baraborliyi édonilir. Bu
boraborlikdon ahmir ki, f(Xx+T)—f(x)=0 voya
[cos(x +T)—-cosx]+[coser, (x +T)-coseyT |+...+[cos e, (x+ T )-cos e, x] = 0

Sonuncu barabarlik eyniliklo &denildiyindon o, x-in ixtiyari
giymatinds dogrudur. Forz edak ki, x=0, onda

—(1—cosT)-(1—coseyT)-(1-cosax,T)—...—(1—cose, T)=0
vaya

] ) . ) T
23|n2I+Zsm2£+Zsm2ﬂ+...+23m2a¢=o
2 2 2 2

Bu boraborliyin sol terafi menfi olmayan komiyyatlorin comi
oldugundan onun 6denilmasi ii¢lin hor bir toplananin sifira baraber

olmasi zoruri vo kafidir, yoni sinTE —sin Of;T —sin OIZT - —sin%l .

Bu borabarliklordon T =2mz, oyl =2k7w, o,T =2K,7, ...,
o, T =2k, ahnur,
burada m vo k; - tam ododlordir. Sonuncu sistemi holl edib

K; Kk k
— 2 _ "n
(Zl = ) 0’2 = ) (Kn =

¥y

m

aling, demoli o, a,,..,
rasional adadlordir.

11. Forz edok ki, | diiz

xotti absis oxunun miisbot

istigamotilo @, bucagini, |, ?2

diiz xotti iso ¢, bucagini 0 x
omola gatirir (Sakil 32). Sokil- Saleil 32,
don goriiniir ki, ¢, =6+¢,,

. tgp, —tgp,  k, -k
buradan 6 = @, — ¢,, odur ki, tg8 =t —p =272 172 ™M
) 96 =t9(p, - ¢, L t0ptge Lt kk,

12. Axtarilan diiz xottin timumi tonliyi y =kx+b (1) sokildadir.
Bu diiz xatt (Xl, Y1 ), (X21 Y, ) noqtelorinden kegir. Odur ki, y, =kx, +b,
Y, =kX, +b. Buradan ardicil olaraq Yy, —Y; = K(X, —X;),
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k= Ya= ¥ , b=y, —kx; tapilir. k vo b —in giymotlarini (1)-do yerino
X; =X

Y2~ N1 (x—%,) vo ya Y= _X7X aling.
X2 =% Yo=Y1 Xo—%
Askardir ki, deyilonlor yalmiz X; # X, olduqda dogrudur. X; =X,
oldugda iss bu ndqtslorden kegon diiz xott absis oxuna perpen-
dikulyardir vo onun tonliyi X = a sokildadir (burada a = X; = X, ).
13. 1) x>0 olduqda
y = x funksiyasinin qrafiki

yazb Y-y, =

F

birinci koordinat bucaginin,
koordinat baglangic1 daxil
olmagla, tonbdlenidir, x <0 :
oldugda y = —x +1 funksi- pex+l

yasmin qrafiki iso, ordinat
oxunun ndqtalori miistosna
olmagla y=-x+1 diz \

xottinin ikinci kvadratina

yerloson hissosidir  (Sokil wakdl 33
33).

2) y:J(x+2)2+J(x—1)2+J(x—3)2:\x+2\+\x—:u+\x—3\ yazmaq
olar.

a) X<-2 olarsa, onda X+2<0,x-1<0, Xx-3<0. Beldliklo,
X+2==(x+2)=-x-2, [x=U=—(x-1)=-x+1, [x-3=—(x-3)=-x+3,
odurki, y=—-X—-2-X+1-x+3=-3x+2.

b) —2<x<1 iss, onda x+2>0, x-1<0, x-3<0.
Beloliklo, Y =X+2—-X+1-X+3=-X+6

€) 1<x<3iso, onda x+2>0, x—1=>0, X—3<0. Beloliklo,
y=X+2+X-1-x+3=x+4

¢) x=>3 iso, onda x+2>0, x—-1>0, x—3>0. Belaliklo,
y=X+2+X-1+Xx-3=3x-2

n
P
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—-3X+2, x<-2

Demoli, = |-X+6, —2<x<1
| x+4, 1<x<3
3x-2, 3<X

Bundan sonra verilmis funksiyanin grafikini asanliqla qurmagq olar.

Bu qrafik gosterilon sort-
lorlo dord diiz xottin hisse-
lorindon ibarat olar.

14. 1) Biitiin noqtolor
X+y+1=0y+x-1=0, x—y+1=
diiz xotlorinin oamolo gotir-
diyi kvadratin  daxilindo

¥

s,

:

yerlogir (Sokil 34). C—"

2) Axtarilan noqtolar
birinci kvadrantda y+x=1
diiz xottindon asagida basqa
s0zlo diiz bucaq topesi koor-

. :rrl'lﬂ

1 x

1
=il
—
.
—
.

\

-

1

Sakil 34

dinat baglangicinda olan, katetlori isa koordinat oxlar1 {izerinda yerloson vo
vahido borabar olan barabaryanli diizbucagli tigbucagin daxili oblastinda

yerlosir (Sakil 35).

3) Ovvoalco geyd edok ki, koordinat oxlar1 iizorindo koordinatlari

verilon tonliyi 6doyon ndqto yoxdur.
Dogrudan da ordinat

oxunun ixtiyari noqtosinin

absisi x=0 dir, x=0 olduqda
X

is9 U—in monasi yoxdur; ab-
X

sis oxunun ixtiyari noqtesinin

ordinat1 y=0 dir, y=0 olduqda x=0

b

Y 7

is9 ~~'-in monast yoxdur.
y
Dord kvadratin hor birindo

1 x
y=0
Salal 35

yerlogan noqtalora baxaq. Forz edok ki, P birinci kvadrantin ixtiyari
noqtosidir, yoni X >0, y>0.0nda X ¥ _, voya2=2

Xy
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Demoli, birinci kvadrantin y
ixtiyari noqtesinin koordinatlar
(oxlar  iizorindoki  noqtoler

miistosna  olmagqla)  verilmis /
tonliyi 6dayir.
P ikinci kvadrantdadirsa,
yani x<0,y>0, onda /

XY o 141=0#2
X y A
Demoli, ikinci kvadrantda Sakil 35,
axtarilan noqto yoxdur.
P dclncl kvadrantdadirsa,

yoni X<0, y<O0 iso onda

[
XY ok !
Xy \ y= a2
Demoli, axtarilan noqto \
hY
Al
\

Uctincl kvadrantda da yoxdur. .
Nohayat P noqtesi dor-

diincii  kvadrantdadirsa, yoni 2

x>0, y<0 iso, onda \ okl 37,

Beloliklo, dor- I

=

Il

I

n
-

X Yo1-1=0#2
X

diincti kvadrantda da koordinatlar1 verilmis tonliyi 6doyan noqte yoxdur.
Demali, axtarilan noqtsler yalniz birinci kvadrantda yerlosir (Sakil 36).
15. 1) Funksiya biitiin adod oxunda toyin olunmusdur. x>0

olarsa, onda verilmis funksiyan1 y = x? soklindo yazmaq olar. Belo-

liklo, x >0 olduqda baxilan funksiyanin grafikinin bir hissasi y = x2
parabolasmin birinci kvadranta yerlason hissasidir, koordinat baglangict
da parabolanin bu hissasine daxildir. X <0 olduqda iso, onda funksiya
y = —x? soklino diistir. Odur ki, y = —x? parabolasinin ii¢iincii kvadranta
yerlogon, koordinat baglangici miistosna olmagqla, hissosi verilmis
funksiyanin qrafikino aiddir. Beloliklo, verilmis funksiyanin qrafiki

koordinat baslangicina nozoron simmetrik olan y =x? vo y=—x?

parabolalarinin hissalorindon ibaratdir (Sokil 37). Sokildo bu grafik
biitov xotlo gostarilir.
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2) Funksiya biitiin aded oxu-
nda toyin olmugdur. X < -1 voya

x >1 oldugda y = x? oldugun-
dan bu parobalanin y =1 diiz xot-

tindon yuxarida yerloson hissasi \ /
verilmis funksiyamn qrafikine da- i
xildir. —1< x <1 oldugda y =1
oldugundan uc noqtalorinin koor-

dinatlar (~1;1) vo (1;1) olan -
y =1 diiz xatti pargasi da verilmis

funksiyanin grafikino aiddir. Arasdirilan funksiyanin qrafiki 38-ci sokildo
solis xatlo gostarilmisdir.
3) (-x?)- 2-x+1=x*-2x+1=y oldufundan funksiyya ciitdiir vo

0 1 T
aldl 28

onun qrafiki ordinat oxuna nozeron simmetrikdir. Funksiyanin koklari -

1 vo 1 ododloridir, yoni absis oxunun -1 vo 1 ndqtolori qrafikin

tizorindadir. X =0 olduqgda ¥
y =1 odur ki, grafik or-

dinat oxunu (0;1) noqtesinds

kesit. y—__2_1 oldugda
2

funksiyanin minimumu vardir.

Funksiya cit oldugundan

X =—1 olanda da funksiyanin |

minimumu  vardir. y_ (1) e

o . .- . Saldl 29
oldugundan  X-in ixtiyari

qiymatinds funksiya monfi deyildir. Qrafik 39-cu sokildo gostarilir.
4) Funksiya, sifirdan forqli biitiin adod oxunda toyin olunmusdur.
ExP+(=x)_ xP+x y oldugundan funksiya tokdir vo onun qrafiki

= W

koordinat baslangicina nazsran simmetrikdir. x > 0 iso, onda \x\ —x Vo
y=x%+1, X<0 iso, onda ‘x‘ =—XVoy :_(x2 +1).

Belaliklo, x>0 oldugda grafik y = x2 +1 parabolasinin sagi, x <0
olduqda isa y - _(x2 +1) parabolasinin soludur. Qrafik 40-c1 sakilds salis
xotlo gostorilir.
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5) Funksiyanin toyin oblasti
bitiin adad oxudur. x =—1 olduqda 7
funksiya y =0 oldugundan grafik

————

absis oxunu (—1;0) néqtesinds
kosir. Xx=0 iso onda y =1, odur

-

ki, grafik ordinat oxunu (0;1) nog-

tosindo kosir. y=x*® tok funksiya ° §

oldu-gundan, onun qrafiki koor- "\
dinat baglangicina nozoron simmet- \ Fakil 40

rikdir. Odur ki, y=(x+1)> funk-
siyasinin qrafiki (—1;0) ndqtosine

nozoron simmetrikdir (Sokil 41).
Umumiyyatlo verilmis funksiyanin
grafikini belo qirmaq olar: ovval

y=x> kub parabolasmi qurub,

sonra onu absis oxu {izro -1 godor
kogtirmali.

6) Funksiya biitin adod oxu
tizorinds toyin olmusdur. Verilmis o F
funksiyan1 y = x2<x2 —X +1) sokilda

Salil 41,

yazaq. x? —x+1 kvadrat Uchadli-
sinin koklori xayali oldugundan x-
in ixtiyari haqiqi  qiymstinda
x> —x+1>0. Beloliklo, arasdirilan
funksiyanin yalnz bir (ikiqat) sifir
koki vardir. x2(x? —x+1)>0
oldugundan funksiyanin  qrafiki
absis oxundan asagida yerlogmir,
yalniz koordinat baslangici qrafikin 0
iizorindadir, qrafik noqtolors gors Fakil 42,
qurulur (Sokil 42).

7) Siirat vo mexracin kdklari xoyali oldugundan kosr miisbatdir,
demoli X-in ixtiyari qiymotindo funksiya miisbotdir vo onun qrafiki
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1
2

1
+=+
absis oxundan yuxarida yerlosir. y= x? +x+1_~ x x* yazmaq
2
x?-x+1 4 1 +i2
X X

olar. Buradan gorunir Ki, x — +e oldugda y —1. Odur ki, y=1
grafikin asimptotudur. x=0 iso, onda y=1, yani (O;l) noqtosi

grafikin tizorindodir. Verilmis funksiyani

%2 — X +1+2X 2% 2 soklinda gostarmak olar.
= =1+ =1+

2 2 -
X2 —x+1 X2 —x+1 —1+(x+1)
X

o 1 .
x>0 is9, malum oldugu kimi X+—=>=2, yoni x =1 olduqda
X
X+ 1 ifadasi 2-ya barabar minumum qiymatini alir. x <0 olduqda isa,
X

X+1 <-2, yoni x=-1 olduqgda X+1 ifadasi -2-yo beraber olan
X X

maksimum qiymatini alir. Belolikls, verilmis funksiyanin x =-1

oldugda 3-o borabor maksimum, X =1 olduqda iso é-a barabor

minumum qiymati vardir. Demoli, x doyisoni —co dan -1 -0 qodor
doyisdikdo funksiya 1-don (y #1)

pd

;—9 godor azalir, -1-don +1-9

godor artdiqda funksiya ;—dan 3-

9 qgodar artir, nohayat X doyisoni
l-don +4o0-a qodor artdiqda

funksiya 3-don 1-o qodor (y #1)

azalir (Sokil 43).
8) Funksiyanin toyin oblasti Gekil 43.

iki  araligdir: (—00, 0), (0,00).
Sagdan vo soldan X — 0 iso, onda y — —oo.
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Qrafikin ordinat oxundan ibarat saquli asimptotu vardir. X — +oo
iso onda y — 0(y > 0). Belolikls, grafikin sag torafide asimptotik olaraq

. . 2 . .
absis oxuna yaxinlagir. y =0 is9, onda X 25. Demali, qrafik absis

oxunu (2;0) noqtosinda kosir. indi funksiyanin maksimumunu toyin

3x—-2
= =a

vo ya b5ax’—3x+2=0. Bu tonliyin
5x°

edok. VY

diskriminantin1 sifira borabor edib, a = 4‘?0 aling. y= 4?0 qiymati

9
40
Nohayat qeyd edok ki, Xx=1 vo x=2 oldugda funksiya y = é

tglin absis x = ;1 . Belaliklo, X :% oldugda Ymax =

Onda verilmis funksiyanin grafikini alariq (Saokil 44).

9) 2*X50 vo @=X5( (1) borabarsizliklori 6donildikde kok
a—X a+ X

o S - . ' . |la+x>0
haqiqidir. (1) sorti iki ciddi barabarsizliklor sistemina galir. 0
a—XxX>

(2) voya {a+ x<0 (3) a>0 iso, onda (2)-don almir ki, —a<x<a
a-x<0

(4). (3) sisteminin iso holli yoxdur. a <0 is9, onda (3)-don aliriq ki,

a<Xx<—-a (5).(2) sisteminin iso

holli yoxdur. (4) va (5)-den alinir 7
ki, —|laj<x<|al (6) olduqgda
kokKlor haqiqidir.
Funksiyanin  varligi iiglin

at+tX a—X .

#—— (7) olams1 zoruri- o I 4 2 3 x
a—X a+xX 3
dir, buradan x=a. (6) va (7) / _

. ) o Sakil 44
sortlorindon almir ki, verilmis

funksiyanin toyin oblast1
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— \a\ <x<0 vo O<x< \a\ intervallaridir. Indi verilmis funksiyani

sadologdirok.  Surot vo  maoxraci X ifadesine  vurub
a—X
a+ X
—+1 a
y= a-x _° aling. Indi grafiki qurmaq olar. Bu funksiyanin
a+Xx X
-1
a—Xx

grafiki, x= i\a\ diiz xotlori arasinda yerloson Y= a parabola
X
hissasidir. a < 0 iss qrafik 45a, a > 0 iso 45 b soklindadir.
10) x =0 is9, onda y = 0. Demali qrafik koordinat baglangicindan

kegir. f(—x)=—1f(x) oldugundan funksiya tokdir, odur ki, qrafikin

> pg

| N

.
|
EDTR : x = o x

AV

Saleil 45,

sol hissasi koordinat baslangicina nozoron sag hissasilo simmetrikdir.
X > 0 olduqda funksiyan1
2 2 2 2
y:sz +x+1—\/x2 Cx+l= (\/x +X+1—\/X —x+1X\/x +X+1+\/X —x+1)
X2+ x+1+-x2 —x+1
sokildo gostormok olar. x #0 iso, onda

2X

X xl X - x4l

y_ 2 alirig. Askardir ki, x — 0 iso, onda
XX x+1+xE —x+1

Y 1, yoni y=x diiz xatti grafike (0;0) néqtesindo toxunandir.
X

Sonra
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2X

2 . Buradan

y= =
X2+ x+1+/x% —x+1 \/1

1 1 1 1
tot+ S+ -+

2

X X X X

alinir ki, X — 4oo is9, onda y — 1, odur Ki, y =1 diiz xatti qrafikin

iifigi asimptotudur. Qrafikin koordinat baslangicina gdro simmet-
rikliyine gore y = —1 diiz xattide onun asimptotudur. (Sakil 46)

11. Funksiya arqumen-
tinin ixtiyari giymotinds toyin
olunmusdur.

1Y (1Y
277+ S| = 2| 42" =
[2) (2] =

oldugundan funksiya citdr.
Odur ki, grafik ordinat oxuna
nozoran simmetrikdir. Malum-

durki, a>0 iso 54150, X-
a

in ixtiyari qiymotinde 2* >0

X
Vo [;] >0 oldugundan »x +[
2

Belolikloa, funksiyanin 2-yo barabar minumumu vardir. X-in —oco-
dan 0-a gador doyismasila funksiya + oo -dan 2-ya gador azalir, X-in O-

¥

Salil 47,

dan +oo-a qodor doyismosilo
iso funksiya 2-don + oo -a qader
artir. Qurmanm belo aparmaq

X
olar: 2* wva (;) funksiya-

larinin  grafiklerini  qururugq,
sonra argqumentin eyni qiy-
motlorindo bu qrafi-kin noqte-
lorinin ordinatlarini toplayiriq.

X
47-ci sokildo 2* wvo (;)

funksiyalarinin grafiklari qiriq

xatlarls, verilmis funksiyaninki isa solis xatlo gdstarilmisdir.



12) y, =x? —3x+2 funksiyasina baxaq. X :2 oldugda bu

funksiyanin — i -9 barabar minumumu vardir; belaliklo Y, funksiyas: X

arqgumenti —oo-dan 2-9 godar doyisdikds azalir vo arqument z-dsn

+ oo doyigdikdo artir. @ -in artmasi ilo 2% artdigindan verilmis y

funksiyasi (— oo,z)intervahnda azalir vo (2 ,+ oo) intervalinda artir.

, . 1
y; funksiyasimim minumumu —Z-a

borabor  oldugundan,  verilmis

42
minimumu  vardir. X=0 vo ya
x =3 olarsa, onda y =4.

Beloliklo, funksiyanin qrafiki
48-ci gokildo gostarilir.

13) Funksiya biitiin  adad
oxundan toyin olunmusdur. arctgx

funksiyanin

-yo borabar olan

¥

Fy

—_

Ai3)

ol 1 2 x

b | L3

Sakil 48,

funksiyasi artan oldugundan va asasi birdon bdyiik olan tstlii funksiya

da artan oldugu tigiin arasdirilan funksiya artandir. _§< arctgx<%

_z z
oldugundan 2 2 <y<22.
Belolikla, verilmis funksiyanin
V4 T
grafiki y=2 2 vo y=22 diz
xotlori arasindaki zolaqda yerlosir.
Bu diiz xotlorin 6zlori qrafikin
asimptotlaridir. Qrafiki doqiqlosdir-
moak moagsadila geyd edok ki, x=0
oldugda y =1. Qrafik 49-cu sokilds
gostarilir.
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1+x2 (x+1)°

14) Funksiyanin toyin oblastt |5y +120 vy ya 2% =0
2 2

RS (x-1) >0
2X 2X

borabarsizliklor sistemindon tapilir. Buradan goriiniir ki, Xx>0.
SO —J(x=2f _ rrd=fx-1
Jox+1? +(x=12 x+1+x-1
» yazaq. 0<x<1 is9, onda y=x,
X 21 olduqda iss y = % Belolikla,

Verilmis funksiyani y = soklinda

% 0<x<1 fynksiyasinin grafiki-
y=41
—, x21
X
' ni qurmaliyiq
o (Sokil 50). Bu sokildo grafik

salis xatlo gostarilmigdir.
15) Funksiyanin toyin oblasti

Salkil 50. _ _
(0;00)— intervalidir. Loqarifmanin

torifine gora a'%%* = x oldugundan, y = x, burada x> 0. Qrafik 51-

ci gokilda gostarilir. ’

Y

45" !

Salil 51. .
16) Funksiyanin toyin oblastimi X+1>0 sortindon tapiriq.
Buradan x>-1. x —» —1-da y — +co. Buradan alir ki, x=-1 diz

xotti saquli asimptotdur. x=0 oldugda y=0. demsli qrafik koordinat
baslangi-cindan kegir (Sokil 52).

Saldl 52
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17) log, X -in varhig Gigiin x >0, log, 109, X -in varlig1 iigiin iso
log, x>0 olmaldir, yoni x>1 vo x=1 grafikin asimptotudur.
log, Xx=1 yoni x=2 iso, onda y=0. Beloliklo grafik absis oxunu

(2; 0) nogtesindo kasir. x —1 iso ¥
onda y — —o, X—>oco iso, onda
y — oo, hom do x arqumenti y-o

nisbaton “suratle” artir. X=4 olduqda
y=1. Deyilonlors asason qrafik qurulur
(Sakils3). F---

18) Tayin oblastini (x+1)x—1)<0

barabarsizliyilo eyniglcli olan (

:]L-+7X>0 borabarsizliyindon tapiriq,

—-X

buradan —1< x <1. Belaliklo grafik

X=1 vo X=-1 diiz xotlori arasindaki

zolaqda yerlosir. Sagdan X — —1 da -
y ——oco, soldan Xx—1 da iso !

y — oo oldugundan X =1vo Xx=-1

diiz xotlori qrafikin asimptotlaridir.

1-x ( 14X ]71 1 1+x

1 =X X Lrx
EIogzl+x =Elog2 1-x =—§|ngl—x

oldugundan funksiya toekdir. Odur ki,

grafik koordinat baslangicina nozoron

simmetrikdir. x=0 oldugqda y=0

oldugundan grafik koordinat baslangicindan kegir (Sakil 54).
19) Funksiya biitiin adod oxunda tayin olunmusdur.

Sakil 53

Sakil 54

y =4 cos* X +2sin2 X cos? X +sin* X~ 2sin? Xcos? X |=
2 2 2 2 2

2
—alfcos? X+sin2 X | —L.4.5in2 X cos? X |= 4 1= Lsin2 x =4-2sin?x=4—(1-cos2x)=
2 2 2 2 2 2

=3+C0S2X. ¥y =3+C0S2X.
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ME]

a} T k4 x _3_’7 I
z ) 2

Sakil 55 Sakil 56

Beloaliklo, cos2x funksiyasimin qrafikini qurub, sonra isa onu ordinat oxu
boyunca {i¢ vahid yuxar qaldirirng. (Sakil 55)

20) cosx=0 oldugda tgx-in menast olmadigmdan X # %+ 7K .

cosx#0 iso onda y=sinx. Demali, verilmis funksiyanmn qrafiki
x =" 4 zk,burada x = o:+1:+ 2. noqtolori konar edilmis sinusoiddir (Sokil 56).
2

21) x-hor hansi odadin sinusu oldugundan, funksiya [—1;1] par-

¢asinda toyin olunmusdur. y = sin(arcsin x)= x, odur ki, funksiyanin

grafiki birinci vo Ugilincli koordinat bucaqlarinin tonbdloninden ibarat
x=-1 va x=1 diiz xatlari arasinda yerlason pargadir (onun uclari da daxil
olmagla) (Sakil 57).

22) Funksiya [-1;1] parcasinda toyin olmusdur. Yy; = arcsinx funk-
siyasiin qrafikini qurub, sonra grafikin ordinati monfi olan hissosini absis
oxuna nazaran inikas etmoklo verilmis funksSiyanin grafikini aliriq (Sakil 58).

4 ¥

. ) N
G 1 x g ol 1

Salil 57 palal 58
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1-x?
1+x2
miinasibat X-in bitln giymatlarinds dogrudur, belsliklo funksiya bitiin
haqiqi adadlar ¢oxlugunda toyin olunmusdur. funksiya ciit oldugundan

odur ki, yalniz X > 0 {igiin ona baxaq. Verilmis barabarlikdon alinir ki,
2

23) Funksiyanin monasi olmasi {igiin < olmalidir. Bu

cosy =
y 1+ x2

Munasiblik Ggiin tg%-ni tapagq:

F
tgY = 1=cosy _ [y = (1).
2 1+cosy

3 O<y<mr, 0<% oldugundan
2 2

tg%ZO. Odur ki, (1) barabarliyinda

kokiin  garsisinda  miisbat  igaroni

gotiirmok lazimdir. (1)-don Y _ arctgx
Sakil 59 2

vo ya Yy =2arctgx alirq. Beloliklo,

verilmis funksiyanin 0 < X < 4+eo yarim intervalinda grafiki (Sokil 59).
y = arctgx -in grafikinin ordinatini iki dofo bdyiitmoklos alinir.

1 X
<1 va 1< <1
A1+ %2 A1+ x2

arasdlrdlglmlz funksiya x-in ixtiyari giymaotindo tayin olunmusdur

16. 0<

oldugundan

=arccos._ |1— = arccos = arccos

+ X 1+ x?
|

arcsin

F

-dir. Odur ki, y =arccos————

><I—\

X .
—arccos—————. X=0 iso, onda

A1+ x?

‘ X‘ =arcCoS —

e
T T

arcCoS ————
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. _ X X
Demali, y=0. x<0 oldugda ccos X — T — arccos ,

A1+ x? A1+ x?

onda y =z —2arccos

X
NEDE
17. Tanliyin sol torafinin varligi ticiin X > 0 (1) olmalidir. Tonliyin

sag torofinin varlig ficiin iso — x> —=3x—22>0 voya x> +3x+2<0
O0donilmolidir. Bu berabarsizliyin sol torsfinin koklori -1 vo -2
odadlaridir. Belolikla, sonuncu borabarsizliyin 6donilmosi, beloliklo iso
verilmis tonliyin sag torofinin varligi {iglin x-in —2<x<-1 (2)
boraborsizliyini 6domosi lazimdir. (1) vo (2) miinasibatlori bir-birino
zidd oldugundan verilmis tonliyin haqiqi halli yoxdur.

18. Tonliyin sol torofinin varlig idigin x> —5X+6>0
borabarsizliyi 6denilmalidir. 2 vo 3 adadleri bu berabarsizliyin sol
torafinin kokloridir. Odur ki, bu barabarsizlik x>3 vo ya x<2 (1)

olduqda édonilir. Tonliyin sag torafinin varligi iigiin 9x —10—2x? >0

voya 2x? —9x+10 < 0 olmalidir. 2 va 2,5 adadlori bu borabarsizliyin
sol torofinin kokloridir. Odur ki, bu berabarsizlik 2<x<25 (2)

oldugda 6doenilir. (1) vo (2) —don alinir ki, verilmis borabarsizliyin hor
iki torofi eyni zamanda yalniz X=2 oldugda monalidir. 2 adadi verilmis
tonliyin kokiidiir, ¢linki X=2 olduqda verilmis tonliyin hor iki torofi
stfira borabordir.

19. Verilmisg barabarliyi ¢evirmadan sonra

y=nx?—2(a, +a, +a; +..+a,)x+ +(a12+a22+...+an2) sokildo yaza

bilorik. Molumdur ki, y=ax?+bx+c funksiyasiim X= _b

2a

oldugda minimumu vardir, burada a > 0. Odur ki, verilmis funksiyanin

(o atat.ta,
n

20. Verilmis funksiyanin biitiin aded oxunda kasilmez olmasi {igiin

oldugda minimumu vardir.

a—-x?#0 olmalidir. Bu iso yalmz a<O0 oldugda mimkindir.
Demoali, a-nin (—<><>, 0) intervaldaki qiymotlorinds verilmis funksiya
biitiin adod oxunda kosilmazdir.
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21. Ikiqat arqument diisturundan istifads edorok tanliyin sol torofini
cevirok. Sag torofdo iso sinuslar comini hasila ¢evirak. Bu cevir-

molordon sonra verilmis tonlik iki sindx=0, c0s4x=cos®3x
tonliklorine ayrilir. Sonuncu tenliyin sag torsfinde qiivvetin darcasini
asag1 saldigdan sonra COS4X—C0OS6X =2 —cos4x aliriq. bu tonliyin
sol torofindoki kosinuslarin forqini hasilo ¢evirdikdon sonra alinmis
tonlik asagidaki iki tonliys ayrilir. sinx =0, sin5x =2sin2XCcosX .
Sonuncu tonliyin sag torafini sinuslarin comi gokilindo gostersk. Onda
alinmig tonlik asanligla 2cos4xsin x =sin X soklina gatirilir. Buradan

sinx = 0, cosdx = . Beloliklo, x = %, x=+ 7 + K7
2 4 12 2
1
22.  Verilmis tonliyi log COS(E_COSX]+ 2log, **_3=0
——CO0S X
2

1
——COS X

soklino gatirmoak olar. log cos(z ) =y ovoz edib y> -3y+2=0,

1
buradan y, =1, Yy, =2 alirig. Onda IogCOSX(E‘COSXJ =1 va

1
Iog COSX[E_COSX) = 2 )
. . 1 1 .. . .
Birinci tonlikdon COS X = Z , X=2kr+ arccosz , ikinci tonlikdan

iso 2€05% X+2¢c0sXx—1=0, x = 2k + arccos alirig.

23. Masaloni qrafik hsall etmok moagseduygundur. Sistemin ikinci
tonliyi radiusu a, morkozi koordinat baslangicinda olan ¢evronin

tonliyidir. cos?>0 vo ya 0<la<l, 4n-1<g<4n+1,

n=12,3,... Onda birinci tonlik 4(x+ y—2)= 2(2)(_ y2 _290)

soklino diisiir, buradan y, = 5' y, = —2. Belalikla, a-nin gdstarilon

giymotlorindo mosolo ¢evronin iki paralel diiz xotlo kosismo
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ndqtalorinin tapilmasina golir. 0087 <0, yoni 4n-3< \a\ <4n-1,

n=1,2,3,.. olduqda birinci tonlik X+ y—2=0 diiz xatt tonliyino
golir. Indi bu diiz xattin gevra ilo kasisma ndqtolorini tapmaq lazimdir.

0< \a\ < 2, 1< \a\ < 2 oldugda hall yoxdur.

azz, |d=+/2 oldugda sistemin 1-holli, §<a<1,

J2<Jal<3, 4n-3<lal<4n-1 (n=23,..) oldugda 2 holl,
dn-1< \a\ <4n+1 (n=1,2,...) oldugda 4 holli vardr.
24. sin2x >0 iso, onda 1+sin2x>1, 1-sin2x <1. Odur ki,

verilmis  tonlik —Iogl(1+5inzx)+Iogl(l_zx) =1 ilo eynigicluddr.
3 3
Sonuncu tonlikdon potensiallagdiramadan sonra ﬂ :1 Vo
1+sin2x 3

buradan sin 2x = 1(> 0), x=(1*" + kz alirg.
2 12 2
Tamamilo analoji olaraq sin2x<0 1ise, onda 1+sin2x<1,
—sin2x >1. Beloliklo, verilmis tonlik log, (1+sin2x)-log, (1-sin2x)=1
3

3

soklino diiglir. Buradan gjpox = _1 (<0)y x=—(-1)** LN kz tapiriq.
2 12 2

Onda son natico x =+ 4+ K7 olur.
12 2

25. Tonliyin her torofini /2+ p -yo boliib =sing ilo
+p
ovoz edok. Onda (o, - V1P Vo gin(x 4 )= 141~ P alang.
A2+ p A2+ P

_131+“/1_ p <1

Almmis sonuncu tonliyin sag torofi ———<

J2+p
1+./1-p
2+ P
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oldugundan, 1+./1-p <./2+ p  borabarsizliyinin  6donilmasi

kifayotdir. Sonuncu boraborsizliyi holl edib pgﬂ \%)
2

p> ﬂ aliriq. Bu borabarsizliklora verilmis tonliyin toyin oblasti
2

ilo birlikds baxib < p £1 tolob ediloni aliriq.

26. Sistemin birinci tonliyindo 2" =t ovez edib t; =2, t, =1

aling. 2*7Y #-2. 2°Y =2% x=y. Onda sistemin ikinci tonliyi

2 T2 T2

2x-1
2%+ +($) =5 soklino diisor. Buradan 1 1 x,==,
1
Y, = 2 alirq.
27. Forz edsk ki, birinci vo ikinci cismin suratlori uygun olaraq X
: . . S
vo y-dir. Sorto goro x>y. Borabarsiirotli horokotin &= T

diisturundan istifado etmoklo aliriq ki, birinci cismin radiusu R olan tam

dovrada harokating sorf edilon vaxt ——, ikincinin bu dovrii etmosi

X
tcln sorf edilon vaxt iso -dir, burada S-gedilon yol, t- zaman, #%-
y
siirotdir. Moasoalonin sortino gora 2R 2R =t (t > o).
y X

Iki cismin cevra {izro ndvboti goriisiindon sonra onlarn sonraki
gorilisii birinci cisim ikincini tam dovr o6tdiikden sonra basqa sozlo
birinci va ikinci cisimlorin aralarindaki mesafalorin forqi 27R -0 be-
rabar olduqda bag verir. Buna sorf edilon vaxt a-ya barabardir.

27R
Beloliklo, xa-ya =27R (@ >0). Cevirmodon sonra |¥~Y="_"
t
Y am™
tonliklar sistemini vo onu hall edib: y =X _@% L SN 2R ),
a a 27R a
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2 27R)?
2 2R, _@R) x, =2+ R LR (), [ 4
a at ' a a at a t

aling. a>0,t >0 oldugundan 1+4ta >1, odur ki, 1+4ta >1 vo

tonliyin iki kokii monfi oldugundan masalonin monasina goro

atilmalidir. Beloliklo, birinci cismin siiroti X = ﬂR(1+ 1+ A:[a )
a

onda ikinci cismin stiroti
y="R[14 142 o |=R[ 14+% 1| Gorindiyd  kimi
a t a t
y>0.
28. Tonliyin sol torofini vuruqlarina ayiraq:

( a+Xx-— X)( a+Xx+ X)= -Ja+ x +x. Buradan g¢evirmeden sonra

( a+Xx-— X)( a+Xx—x —1): 0 alirig. Bu tonlik iki tonliye ayrilir:

Ja+x+x=0 (1), Ja+x=x+1 (2). Sorto goro a>0 vo bizi
x>0 qiymoti maraqlandirdigindan ~/a+Xx =>0. Bu sortlo (1)

borabarliyi yalmz a=0 vo X=0 olduqda 6dons bilar. (2) tonliyine
goldikds iso goriiriik ki, verilmis sortlo onun har iki torafi monfi deyil,

beloliklo a+X= x2+2x+1, buradan X2 +x+1-a=0 wvo

-1+-/4a—

Xpp = — 5 a2 Z oldugda har iki kdk haqiqidir, ikinci kok
iso monfidir. X; = M birinci kokiin monfi olmamasi tigiin

olava olaraq ~/4a—3 =1 sorti 6donilmslidir. Beloliklo, a >1 olduqgda

-1+-/4a-3

(2) tonliyinin manfi olmayan haqiqi X = — 5 kokii vardir.

Noticodo  belo cavab alinq: a=0,x=0. a=>=1 oldugda

—1+v4a

> ; 0 <a <1 olduqda iso axtarilan kok yoxdur.
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29. 11=x oldugundan 12=x+1. Onda verilmis ifado
X — (X + D)X+ (x+ D)X — (x +1)xM + . = (x +)x% + (x +D)x =1 = x17 —x¥ —x¥® + x4 x¥5 —
—xB x4 —x®—x2+x2+x-1=x-1=10 Olar.

30. Asagidaki hoall agkardir:

x=ixtiyari, y=0, z=0;

x=0, y=ixtiyari, z=0; @

x=0, y=0, z=ixtiyari

xyz # 0 olsun. Tonliklor sisteminin hor bir tonliyini x?y?z?-na
boliib verilan sistemlas eynigiiclii

1 1)2 11
—+- | =—5+-+3,
y 2 X X

2

2

1+1) =i2+£+4, @)
X y y

2
1+1J =i2+£+5
Xy z z

sistemini aliriq.
(2) tonliklorini toraf-torofs toplayib moétorizolori agdiqdan sonra

2
(1+1+1) —[1+1+1)—1Z:O va buradan 1+£+£:—3 \)

X y z X y z X y z
1 1 1 . . .
—+—+-=4 aliriq. Birinci halda 2) sistemi
X Yy z
1 .Y 1.1
—+3| =—5+-+3,
X X° X

o 5
1+3 =i+1+4’ soklino diisiir. Buradan X——g, y=-1,

y ye oy
2
1+3 =i2+1+5
z 2?12
z __> aliriq. Ikinci halda iso X:g, y:§, z:g olur.
4 13 4

31. Asagidaki ¢evirmolori aparaq:
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(sin6x +sin18x)+ (sin8x +sin16x)+16sin3x =0,
2sin12xcos6x + 2sin12xcos4x+16sin3x =0,
2sin12x(cos6x + cos4x)+16sin3x =0,

4sin 3x(cos6x cos5x cos3xcosx +1)=0.
Iki tonlik aliriq.
Dsm3x=0meMnx:7§Jv:QiLm

2) cos6xcosbxcos3xcosx =—1.

Bu tonliyin he¢ olmasa bir halli vardirsa, |COS nx\ <1 oldugundan,

onun biitiin hollori |cosnx| =1 tonliyini yoni sin3x=0 tonliyini

odayir. Belaliklo ikinci tonlikdon yeni holl alinmir, odur ki, verilmis
tonliyin biitiin hallori X = k37[ .k =0,t1,... disturu ilo verilir.

32;. Moasoaloni asagidaki kimi do ifads etmok olar: X, y-in hansi

L . . c— C ..
haqiqi qiymatlorinde X+ yi = > tonliyinin (machul c {i¢iin) haqiqi

holli vardir? Askardir ki, bu tenlik (2¢—i)(x+iy)=c—i tonliyilo
eynigiicliidiir. Bu tanlik iso 6z ndvbasinda (2X —1)C =-y, 2cy=x-1

tonliklor sistemina galir. X = ; is9, onda bu sistemin hslli yoxdur; y=0

is9, onda sistemin X=1 oldugda c=0 holli vardir; X;t; vo y#0

-y x-1
2x-1 2y
2x? —3x+1+2y? =0 olduqda sistemin holli vardir. Alinmis

baorabarsizliyin hor torofini 2-yo boliib vo sol terofdo tam kvadrat
ayirsaq (X-o nozaron) aliriq ki, z ndqtasinin X,y koordinatlari (z adadinin

oldugda iso onda yalmiz vo yalniz vo ya

2
. I . 3 1 oL .
haqiqi vo xayali hissalori) (X — 4) + y2 = 16 tonliyini 6dayir. Ovval
1 .. . C
almmig X # — sortini nozors almaqla bels naticoys golirik ki, axtarilan
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noqtalar ¢oxlugu radiusu jr markazi (j, O) noqtasinda olan, (;, O)

noqtasi kenar edilmis ¢evradir.

32,. Tonliyin hor torafini ~/x® —4x? + x+15 —/x3 — 4x? — x +13
ifadosine vurub  2(x+1) = (x+1){/x* — 4x? + x+15 —/x* —d4x? — x +13)
alimq. x=-1  verilmis tonliyin kokii olmadigindan o

UXE —4x2 4+ x+15 +/x% —4x? —x+13 = x+1
X3 —4x2 4+ x+15 —/x% —4x% —x+13 =2

eynigiicliidiir. Buradan ¢evirmodon sonra onunla eynigucli
2/x3 —4x% +x+15 = x +3, 4(X3—4X2+X+15)=(X+3)2,
2./x3 —4x2 —x+13 = x—1 4(X3—4X2—X+13)=(X—1)2

sistemila

2
{(X _3)(4X —5X _17): 0 sistemlorini, sonuncu sistemdon iso X, =3,
x=1

5+3./33 5--/33
Xy :T (X3 = 8
33. log,* >0, log,” >0, log,®>0 oldugundan ododi vo

hondasi orta arasindaki barabarsizliyi totbiq etmoaklo

sistemin ikinci sortini 6domir).

2 b2 2 b
log,,* +I0gc +IogaC _ 2log,* +2Iogc
a+b b+c c+a a+b b+c

+2Ioga°>338I0gbalogcbloga°_ 6 . 36 9
cta  |(a+b)b+c)c+a) 3fa+b)b+a)c+a) (a+b)+(b+c)+(c+a) a+b+c

alirq.
34. Forz edok ki, a# 0, b#0 onda askar ¢evrimalordon sonra

acos®(x+y)+bcos?(x—y)=a+b-2,
verilmis sist a b klina diisiir.
s sistem . — _a+bt2 soklino diisiir
cos?(x+y) cos®(x—y)
cos(x—y)_a
[cos(x+y) b
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Birinci vo ikinci tonliklori torof-torof wvurub, li¢ilinciinii noazora

2 2

almaqla a?+p?+ ab[az + bZJ: (a+ b)2 -4 A\ buradan
a

2
(a2 —bz) =—4ab alimir. a=0,b#0 voya a#0,b=0 iso, onda
verilmis sistemin halli yoxdur. Dogrudan da, masolon a=0 vo b#0

bsin®(x-y)=2,
oldugda  sistem btg?(x—y)=2, soklina  golir.  Buradan
tgxtgy = -1

sin?(x—y)#0, cos?(x—y)=1 alinq ki, bu da eyni zamanda
O0donilmoz.

35. Askardir ki, baxilan sistemin asagidaki miisbot hollori vardir:
X =X3 =Xs =X; =M, X, =X, =Xg =Xg =N. Sistemin basqa
miisbat hollorinin olmadigini gostorak. Dogrudan da forz edok ki,
X, <m, onda X, >n (Cunki, X; +X, =m+n) vo X3 <m (clnki,
X, - X3 =X, <mn). Analoji olaraq x, >n, x, <m, x; >n, x, <m,xg >n;

lakin x, = My _ almir ki, bu ovvelki berabarsizliklera ziddir. Eyni
m

qaydailo X; > M forz etdikds ziddiyyaet alinir.
36. (1+ X)n binomunun agiliginda X' -nin qarsisindaki omsal Cri],
. i n-k .
X" %) _nin qarsisindaki omsal isa c"-0+K)_dir. Onda EC;CQ_(”'()
i=0
ifadasi (1+ x”)(1+ x)"-nin ag¢ilisinda Xn_k -nin qargisindaki omsaldir.
Digor torafdon (1+ x" )(1+ x)" = (1+x)?" oldugundan bu omsal CJ-¥ -

ya borabordir. Yoni nic icn-litk) _ ook (1)
i=0

Molumdur ki, Crlf :Cr?_k eyniliyi dogrudur. Odur ki,

C;'_(Hk) =CMk v Chk =2k = C I (1) boraberliyinde

n-k
bunlari nozors alib tolob edilon EC;Cr'fk = C* eyniliyini aliriq.
i=0
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37. Tam odadlor sahssinde kdkalmada onun ciitliiyii doyisme-
diyindan homiss asagidaki avazetmoni aparmaq olar:

AJ2Xx-=1=2m-1,
32y -2 =2t, (1)
447 -3 =2n-1

Burada m, n miisbat tam, t iso tam ododlordir. (1) ifadslarini
verilmig tonlikdo yerino yazib (2m-1)+2t+(2n-1)=10 vo ya m+t+n=6,
buradan t=6-m-n (2) aliriq. (1) miinasibatlorindan X, y, z tapib va (2) —

ni  nozoro alsaq  X=2m%-2m+1, y=4(6—m—n)3+1,
z= (nz - nx4n2 —4n+ 2)+l tapiriq, burada m, n ixtiyari tam

adadlordir.

38. a vo b odadlorindan birini logarifmalarin osast gobul edok.

Masalan, a asasdan logarifmaya kegok:
)

|ogM1:|092Al:|09a :m1+n1|09ab:a; Iogab=x
Mo oght |oga(a"1b‘“) p, +0a; log, b
m; +n,X .. e
olsun, onda ———2= =¢ tonliyini vo buradan X=X, kokini
Py + 0O X

yoni log, b =x; tapiriq. Sonra

o)

w, _logl? log, m, +n, log, b
IOgN = N, P2 qz) =

* logy? Ioga(a b P2 +0;log, b

Indi log,b yerindo onun X qiymotini yazib log ’,11/'22 -
hesablayiriq.

39. 56, 98, 7, 14 ododlorini vuruglarina ayiraq: 56=2%.7,

98=2-7%, 7=7, 14=2-7. Bdadlordon hor biri 2 va 7 adadlorinin
qiivvatlori hasilina barabardir. Onlardan birini, masalan 2-ni logarifmin
asast gobul edak. 2 asasdan logarifmaya kegok:
0q’ — 109256 _ Iogz(z3 '7)2 3+log, 7

* log,98 log,(2-72) 1+2log,7

3+X o -3 .
= tonliyini aliriq. Buradan X= K , yoni

1+2x 1-2c

=; Iogz =x olsun,

onda
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14 7

o— lo 1+1lo . .

|Og; = Sonra Iog%4 = 927 = 792 ) Ing—ln yerina
1-2c log, log,

. . 2+
onun qiymatini yazib |09174 =

aliriq.

40. U(; a, b, ¢ odadlarindon birini masalon a-n1 logarifmanin osasi
gobul edak. a asasdan logarifma kegak:

m N kg
My _ loghs _ Ioga(a brict) ~m;+nylog, b+k;log,c

log ;" |oga(ap1b‘“0'l) ~ p +q,log,b+rlog,c

(am2 b"2ck2 )

M
M, — Ioga : — Ioga

_m, +n,log, b+k,log, c
N P2pd2cr2 )
IOga2 |0ga(a b*c )

p, +q,log,b+r,log, C

log,b=x vo log, c =Yy olsun, onda iki mochullu iki tenliklor
sistemi aliriq:

m, +nX+ky
P+ X+ 1Ry
m, +N,x+K,y B
P + X+ 1Y

Forz edok ki, bu tonliklorin X =X; vo Y =Y, hallori vardir, yoni

M; ..
log, b=x;, log, c=y,.Sonra log N, -0 tapiriq:
m3pn3 k3
v, _ l0gy® Ioga(a orect ) _ My +nglog, b+k; log, ¢
log ) |oga(a”3bq30’3) p; +0slog, b+rylog, c

log, b vo log, Cc -nin yerinds onlarin X;,Y; Qiymstlorini yazib
log ':I3 -Ui tapiriq.

3

41. Verilmis ododlori vuruglarina ayraq: 6=2-3, 63=3%.7,

21=3.7,18= 2-32, 42=2.3-7, 147 =3.72. Odadlordon hor biri
2, 3 vo 7 odadlorinin qiivvetlori hasiline borabordir. Onlardan birini,
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mosalon 2-ni logarifmin asasi qabul edak. 2 asasdan loqarifmaya kecok.
log®® = Iogz(32 -7)= 2log;+log; _

log,(2-3) 1+log3
log® — Iogz(2~32)_ 1+2log3

=fB. log>=x, log;=y

2" log,(3-7)  log3+log?
2X+y
o o L 1+X
olsun. Onda iki machullu iki tenliklar sistemi aliriq:

1+2x
=B

X+y
Buradan x = log3 =ﬂ, y =log; = of-a=2
3p-2p-2 3pB—-af - 2

Indi log’y’ -ni hesablayiriq.

logl4” = Iogz(3-7 ) _ log3+2log;
* "log,(2:3:7)  1+log3+log}

log3 vo logj -nin

3o -2c—-3
off+3f—-o—3

Analoji olaraq {i¢ loqarifma verildikds doérdiincii logarfimi tapilir,
hom ds adadlar va logarifmalarin asas1 vahiddon forqli dérd miiscbat a,
b, ¢, d adadlarinin qiivvatlari hasiline barabar olur. Masalonin halli, ii¢
machullu ¢ tonliklar sisteminin hollino galir.

Umumiyyatlo |OgN1 =y, |0g'vIZ =0y, . Iog',\\‘/In =a, kimi n
n

yerinda tapilan qiymatlorini yazib |Og147 = aling.

logarifm verils biler. Onda Iog N ”*1 ! -1 hesablamagq tolab olunur, burada
M ,M,,....M,M 1, N;, Ny, N Ny odadlorindon hor  biri
vahiddon forqli n+1 miisbat odadin qiivvatlori hasilidir. Masalo n
machullu n tonliklor sisteminin hollino vo sonra |Og'\,\l/|”*ll - in hesab-

lanmasina golir.
42. Askardir ki, X > 2 voya y > 2 olduqda (X, y) noqtasi verilmis

tonliyi 6demoz. Odur ki, bu tenliyi 6dsyan noqtelor {iglin 1< x < 2,
1<y<2 olmaldir. Odur ki, baxilan ixtiyari x,y Ucln
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1

f(X, y)=%2 . Beloliklo, f(X, y) funksiyasinin on kigik qiymati

N |

; -0 barabordir.

3
43. tg3a = w baraborliyinin hor torofini kvadrata
1-3tg°x

yiiksoaltsak,
tgbor — 3(2 +3tg 2 30:)[9 ‘o + 3(3 +2tg? Ba}g 200 —tg%3a =0 alarigq.

a=10°50°,70° oldugda 2+3tg?3c =3, 3+2tg230::131 Vo

1
buradan tg?3c = 3 alariq. Onda 3tg®x — 27tg*er +33tg2r —1=0

yazariq. Burada tg2o = x ovoz edib 3x3 —27x? +33x-1=0 tonliyini
alirig. Demoali x, =tg?10°, x, =tg?50°, x, =tg?70° odadlori sonuncu
tonliyin kokloridir. Viyet teoremino gors bu tonlikden X, + X, + X3 =9

1 N .
X Xp + XXz + XgX =111 X X, X5 = 3 Xy, Xy, Xg-lin - gqiymatlorini  molum

X2+ X, 4 X5 = 3BX X, X5 = (X; + X, + Xg )[(x:L + Xy + Xz )2 = 3(X Xy + Xy Xg + xsxl)]
eynilikdo yerino yazib tg®10° +tg®50° +1tg®70° =1+ 9(81—33)= 433
alirq ki, bu da talab edilondir.

44. Ustlii tonliyin kokii ilo olagodar moktob tocriibosindos vo ali
moktoblora gobulda xeyli miibahisolors tosadiif edirik. Odur ki, bu sado
misal vo sonraki 45-47 caligmalari lizorinde homin masaloys miiayyan
gadar aydinliq gatirmayi lazim bilirik.

Baxilan tonliyin sol torofindo mochul qiivvetin osasina hom do
istiina daxildir. Masalonin mahiyyati beladir: qiivvatin asasina va
iistline machul daxil

olan tonlik {iglin machulun hansi qiymsatlorini miimkiin hesab
etmoli?

Bu sualin daha konkret formasi:

- 1 odadi x** =1 tonliyinin kokiidiirmii?
- Hao, ¢linki tanlikds X yerinds -1 adadini yazdiqda biz dogru adadi
boraborlik aliriq.
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X

- Yox, -1 bu monfi adoddir, y = x?

ya Ustli-qiivvet vo ya qlivvet-iistli) yalmz x>0 dglin toyin
olunmusdur.
- Bununla slagodar miibahisa etmoyin monast yoxdur, ¢iinki X-in

miirakkab iistlii funksiya (vo

hansi giymotlorinde y = x?* yazilisindan istifado etmok barado dagiq
razilagma yoxdur.

- Sagirdlor ¢ox vaxt x2*=x% 2x=0, x=0 yazmagla “0”-da
verilmis tonliyin kokii hesab edirlor. Lakin Xx=0 machulun miimkiin

qiymatlori ¢oxluguna daxil deyil, 0°-in iso monast yoxdur. Bu
cavablarin hanst dogrudur? Tonliys aid asas anlayisdan istifado etmaklo
bunu arasdirmaga ¢alisaq. Lakin burada tonliyin doaqiq torifini vermoyo
ehtiyac yoxdur: bizo yalniz onu bilmok lazimdir ki, her bir

f(x)=g(x) tenliyi iki f(x) vo g(X) funksiyam slagolondirir. Lakin
geyd etmoliyik ki, maktobdo doyisenli ifads anlayisini daxil etdikden
sonra (riyaziyyat elminin 6ziindo buna forma demok daha miinasib

hesab edilir) f(X) Vo g(x) ifadolorine funksiya deyil forma demok
daha tobiidir. Olbatto, f(X) formast ile, onunla toyin onunla, X dayi-
soninin har bir miimkiin qiymotine oadadini qarsi qoyan X — f(X)
funksiyas1 arasindaki alaga o goadar six va tabiidir ki, uygun forq tonlik
istilahi ila sorhds miistosna olaraq terminoloji xarakterlidir. Tonliyin sol
vo sag toroflorino ododi formalar kimi baxmaq daha minasibdir.
Beloalikla, hor bir tonlik uygun formalar ciitii ilo toyin olunur. Lakin
forma — bu sadaca olaraq bir va bir nego horfin doyison hesab edildiyi
hor hansi ifads deyildir. Yuxarida doyisenin miimkiin qiymstlori
haqqinda danigdiq vo bu oldugca miithiimdiir: Verilmis ifadoeds bir vo ya
bir neg¢a harfi doyigsan hesab edorkon habels onlarin hansi qiymatlor ala
bilacayini do gostormok lazimdir. Dayisonin bu qiymatlorine (doyigen
bir negodirsa, giymotlor yigimi) adoton miimkiin qiymotlor deyilir;
mumkun giymatlor ¢oxlugunda formanin toyin oblasti deyilir.
Molumdur ki, funksiya {giin do belo istilahdan istifado olunur.
Nozariyyanin tolabi belodir. Tacriibads iso bu tolob demak olar ki,
yerino yetirilmir, bu va ya digor adadi formaya, bir qayda olaraq onun
toyin oblastin1 askar gostormadon baxilir. Lakin bununla homiso
nozards tutulur ki, toyin oblast1 doyisenin, formada yerino ayzdiqda her
hans1 adad alindig1 vo ya neco deyarlor formanin monali oldugu, biitiin
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giymatlarinden ibaratdir. Belolikla, tabii toyin oblasti, bagqa s6zls “on
boyiik” miimkiin qiymatlor goxlugu anlayisi yaranir.

Bu anlayisdan gizli qaydada g¢ox istifado olunur. Xiisusi halda
“..toyin oblastini tapin” tip mosalode yaqin ki, tobii toyin oblasti
nozardos tutulur, oksi halda bu mosalonin monasi yoxdur. Eyni zamanda
mohz tobii toyin oblasti anlayigi anlagsmazliga sobab olur. Daqiq
razilasma yoxdursa har kos doyigenin bu va ya digor qiymatini bildiyi
kimi tobiidir vo ya yox kimi baxmagqla sorh edo bilor. Masolon, kicik
yaslt maktablilar liglin formasinin natural adadlardan ibarat tobii toyin
oblast1 vardir, yuxar sinif sagirdleri iiglin iso bu oblast biitiin haqiqi
adadlardan va ya hatta kompleks adadlorden ibarstdir. Odur ki, masolon

XI sinif sagirdlorino x?2 :‘X+2‘ tonliyini holl etmoak tapsirigini
verondo mochulun haqiq vo ya kompleks (ola biler ki, yalniz tam)
qiymatlorine baxildigimi gostermamak dogru deyildir. Baxilan tonliklo
olagadar xiisusi sokildo, mohz u? soklindo formanin tobii toyin
oblastinin miixtslif ciir sorh edilmoesi naticasinde miibahisalor yaranir.
Odur ki, u? ifadssine baxaq. Buna iki U va ¢ doyisenindon ibarat
forma kimi baxmagq istoyirik. Lakin bunun ii¢lin hansi torifo osaslanmaq
lazimdir? Siibhasiz ki, moktab darsliklorinds verilon torifs asaslanmaq
lazimdir. Son vaxtlarda moktob iiclin yazilmig dorsliklorde verilon
toriflors asason UY formasinin tayin oblasti: 1) u >0 olan bitin u, 2
ciitlori; 2) u<0, ¢ - tamolan u, ¢ ciitlori, 3) u=0, ¢ - miisbat tam
adad olan biitiin u, ¢¥ ciitlori hesab edilir.

Darsliklords ixtiyari haqiqi adadin kokii anlayisina torif verilir,
lakin boazi hallarda kosr iist anlayist aydin olmur. Darsliklorin

oksariyyatindo miisboat asasli qlivvatdon s6hbot getdikdo, xiisusi geyd

edilir ki, kosr iistlii giivvatin torifindo asast monfi adad olan qiivvoto
1

baxilmir. Lakin [15]-do x3-in 3/x -lo eynilogdirilmasi bu miithiim geyds
ziddir. Xisusi olaraq gqeyd edok ki, s6hbat torifi neco vermokdoan deyil,
¢oktab darsliklorindo verilon torifdon gedir. Xiisusi halda ixtiyari

miisbat ¢ UgUN 0”-ni 0-a boraber gotiirmok vo ya kasr {istlii qiivvetin
uygun koklo agkar eynilosdirmok he¢ noys mane olmaz. Buna bozon
fikir verilmir va biz do dorslikds verilan torifs asaslanmaliyiq.
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Indi bir x doyisonli U(X)ﬁ(x) formasina baxaq. Yuxarida
deyilonlorden aliir ki, bu formanin tabii toyin oblast1 X —in asagidaki
i¢c “ndv” qiymatlarindan ibaratdir:

1) u(x)>0, %) -in monas: vardir;

2) u(x)< 0, ¥x) - tam ododdir;
3) u(x)=0, #%(x)- miisbot tam ododdir.

Beloliklo, bu vaxta qodor istifado olunan darsliklorda u(x)”(x)
soklindo formanin toyin oblast1 olaraq nayin gétiiriilmasi barads xiisusi
razilagdirma olmamasina baxmayaraq onlardaki terifle birlikde “xiisusi
sort qoyulmadiqda tonliyin tobii toyin oblasti gotiiriilmoelidir” fikri bu
masloni birqiymatli hall etmays imkan verir. Xiisusi halda, indi demoak
olar ki, -1 adadi X** =1 tonliyinin kokiidiir.

Analoji olaraq bu terifdon vo razilagdirmadan alinir ki, -1 odadi

2 2
x 3 tonliyinin koki diyildir, ¢iinki (—1)"3 simvolu toyin
x 8
olunmamigdir, yoni monasi yoxdur, -8 adadi X3 = X 3 tonliyinin kokii

8
deyildir, giinki (—8)73 simvolunun menasi yoxdur; 0 vo —; odadloari

x2**° = x* tonliyinin kokiidiir.

5 5
X+— =
0 adodi X 2 =x? tenliyinin kokii deyildir, ¢iinki 02 simvolunun

monast yoxdur; —; adadi bu tonliyin kokiidiir. 0 vo —; odadlari

2X+5 4

x 2 =x3 tonliyinin kokilori deyildir, 0 va —; odadlori

3/x2*5 =3/x* tonliyinin kokiidiir.
Ustli-qiivvet tonliyinde monfi osasin “oksino” olanlar onu osas

gotiiriirlar ki, iistlii funksiya yalniz miisbat asas {igiin tayin olunmusdur.
Lakin, aydmndir ki, bu dalilin isa doxli yoxdur, ¢linki burada stlii deyil

ustli-qiivvat funksiyasindan daha daqiq u(x)ﬂ(x) soklinds formadan
s6hbat gedir. Onu da geyd edok ki, gostorilon dolil bundan slava x-in
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qiivvatin asast 1 olan giymeatlorini do gobul etmir. Cox vaxt belo sual da
yaranir; “Qiivvotin asast monfi olduqda tonliyin kokiinii neco tapmali
ax1 monfi asas ligiin loqariflama ilo slagadar olan tenliklorin hollinin
osas priyomlart “iglonir”. Lakin sonralar bu gatinliyin qarsisin1 almaq

miimkiin olur. Dogrudan da forz edok ki, u(x)ﬁ(x) = f(x) soklindo
tonlik verilir. Onun U(X) < 0 olan koklorini axtarmaliy1q. Bu X-lar iigiin
qilivvatin 19(X) iistii tam odod olmalidir, lakin n-in tam giymatlorindo vo
an

ixtiyari a Gcun =‘a‘n diisturu dogrudur. Odur ki, X-in baxilan

qiymatlorinda verilmis tonliyin naticosi ‘u(x] o) _ ‘ f (X)‘ tonliyidir. Bu

tonlikdo qiivvotin osast artiq miisbatdir, odur ki, onu hall etmok
kifaystdir, noticoni iso yoxlamaq lazimdir — verilmis tonliyin hor
torofinin modulunu goétiirdiikde konar kdklor alina bilor. Bu baximdan
45-47 misallarin1 da arasdiraq.

45. 9vvalca geyd edak ki, bu istli-qiivvat tonlik deyildir, lakin
burada {iist kosr adoddir, odur ki, X —in yalniz miisbat qiymat aldigini

gobul etmok lazimdir. Formal haldo ¢otinlik yoxudr: tonliyin hor
3

torofini X -0 vurub X5 = y ovoz etdikdon sonra y* —7y+6=0 voya

(y —1)(y2 +y-— 6): 0 tonliyini vo buradan y, =1y, =2,y, =3
3

alirig. Lakin y = X5 miisbat olmalidir, odur ki, bizi yalmz y; va Y,

maraqlandirir; Onda X —in uygun qiymatlori X; =1 vo x, = 23/4 -dir.

Bu da verilmis tonliyin kokloridir. [20] -do X3 = ~33/9 cavabi da

gostorilir. Bu tapilan y;-0 uygundur. Buradan bels natico ¢ixarmagq olar

ki, hamin kitabin miisllifi uygun izahatla slagadar basqa yanasmani
asas gotiirmusdiir.

46. Ovvalca verilmis sistemin X >0 olan hoallini tapaq. Onda
sistemin hor iki tonliyini loqarifmalayib onunla eynigiicli

(2y-1)logs x =log2, 4ylog =1 sistemini ahriq. Buradan iso

5 5
y=log:, X=—— tapirgq.
N 3
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Indi x <0 olan hal iigiin holli axtaraq. Onda qiivvetin 2y —1 va
4y fstlori tam odod olmalidir. Verilmis sistemin tonliklorinin hor

torafinin modulunu gétiiriib onun ‘X‘Zy_l =3, X‘4y =5 (1) noticosini

. . 5
alirng. Bu sistemdo yuxaridaki kimi y= Iog%, ‘X‘ = 3 alirg.

9
Belaliklo do (1) sisteminin bir (X<0 oldugunu nazera almagla)

55

X z—?, y= |Og% halli vardir. Bu odadlor ciitii yalmiz vo yalnz
9

2|095§—1 Vo 4|095§ odadlari tam olduqda verilmis sistemin hallidir,
9 9

bu iso agkardir ki, |0955 adadi ; sakilds olduqda dogrudur, burada k
9
tam odoaddir.

25. 9% = 5% goklinds yazmaq olar. Buradan goriiniir ki, o k-in heg
bir qiymotinds &donilmir. Belosliklo, verilmis sistemin yegano

y= |0955 , X = f holli vardir.
9

47. ©vvalki misalda avvalca miisbat halli tapdiq. Burada iso ondan
X+y :‘y‘lz X+y

forqli olaraq deorhal ‘X‘ y\ = ‘X‘g (1) sistemina baxiriq.
Bu sistem verilon sistemin noticesidir. x >0, y >0 olduqda o verilon

sistemlo eynidir, X, Y —in qalan qiymsatlorinds iso bu modulun
xassasindon alinir. Hor seydon avval geyd edok ki, (x, y) (1) sisteminin

hollidirse, onda x =0,y # 0. Odur ki, X‘ >0,

y‘ >0, ona goro do

sonraki ¢evirmalorde miisbat asasli qiivvatin xassasindon istifade eds

bilarik. (1) sisteminin birinci tonliyinden ‘y‘ = ‘x‘ 12 vo ikinci tonlik

(x+y)?
‘X‘ 12 :‘X‘?’ (2) soklino diisiir. Askardir ki, alinmis tonliklor

asagidaki hallarda 6danilir.
1) X =1,2) x+y=6,3) x+y=—6.Bu hallara baxaq.
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1) (1) sistemindon ‘y‘lz =1 aling, buradan |y =1 vo beloliklo
baxilan halda (1) sisteminin dord halli vardir: (1; 1), (1; -1), (-1; 1) va (-
1;-1)

Bu ciitlori verilmis sistemds yerino yazmagqla miisyyon edirik ki,
onun holli yalniz bunlardan ikisidir. (1; 1) va (1; -1)

2) Bu halda verilmis sistemo qayitmaq mogsodouygundur: O, indi

listli-quvvat tonliklor sistemi olmur vo x°® =y y® =x® sokline

diisiir. Buradan x =y? tonliyini aliriq vo onu X+Yy=6 tonliyilo

birlikds hall edib iki ciit hall aliriq: (4; 2) va (9; -3). Bu ciitlorin har
ikisi verilmis sistemin hallidir.

3) Bu halda da wverilmis sistemo qayida bilorik. Onda
xy? =1,X+y =—6 sistemini alariq. X=-6—Yy oldugunu sistemin
birinci tonliyinda yerins yazib

y2+6y% +1=0 (3) alirgq.

Askardir ki, bu tonliyin rasional kokii yoxdur. Lakin riyazi analiza
osaslanaraq deys bilarik ki, hoqiqi adadler sahssinde onun yalniz bir
halli vardir va bu hall (-7; -6) intervalinda yerlagir.

Dogrudan da f(y)=y®+6y?+1 funksiyass y=-7,y=-6
oldugda miixtalif isarali qiymatlor alir vo kasilmaz oldugundan (-7; -6)
intervalinda heg olmasa bir kokii vardir. Bu kokiin yeganoliyini f (y)
funksiyasini toéromonin tatbiqilo aragdirmaqla isbat etmak olar, lakin
sadoliklo do bunu almaq miimkiindiir. y® +6y? +1=0 tonliyindo y —

in yerindo — yazib 23 +6z+1 tonliyini alariq. Bu tenliyin sol torafi z-
z

don asili ciddi artan funksiyadir, odur ki, onun birdon artiq kokii ola
bilmoz. Buradan almnir ki, y* +6y? +1=0 tonliyininds birdon artiq
kokl yoxdur. Naticodo aliriq ki, verilmis sistemin asagidaki hallori

vardir: (1; 1), (1; -1), (4; 2), (9; -3) vo (12,51), burada a ilo
a
x> +6x2 +1=0 tonliyinin kékii isaro edilmisdir.
44-47 misallarinin  aragdirilmast  gosterir ki, Ustlii-qlivvat

tonliklorinin biitlin tobii toyin oblastlarinda, hollindo miioyyn ¢atinliklor
ola bilor. Odur ki, sagirdlors belo masalolor toklif edondo burada
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maqsadin nadan ibarst oldugunu daqiq anlatmaq lazimdir. Sagirdlorin
tonliyin hor iki torafini loqarifmalamaq va loqarifmalarin ¢evrilmasi
diisturlarin1 neco menimsadiklorini yoxlamaq nazords tutulursa, onda
yalniz qiivvetin osasinin miisbot oldugu koklorin axtarilmasi ilo
kifaystlonmok mogsodouygundur vo bunu mosalonin ifadesindo agiq
sokilda gostormok, xlisusasn bu imtahanda va yoxlama yazi islori li¢iin
verilirsa, lazimdir.

Eyni zamanda sinifdonkonar vo maraq mosgololorindo belo
moasalolori tam gokildo qoymaq miinasibdir, ¢iinki on az1 yuxarida
aragdirdigimiz 45 vo 46 mosoalolori gostordi ki, bu zaman miistaqil
oshomiyyati olan maraqli riyazi suallar yarana bilor. 46 misali gdstordi
ki, elementar mosolalorin hollindo riyazi analiz elementlorine aid
biliklor neco lazim ola bilar, 45 misalinda yaranan sual isa tobii olaraq
daha @imumi mosslonin qoyulmasina gotirir: @ vo b-in hansi tam

qiymotlorinds log{ rasionaldir? Hotta bu tip sual sagirdlora artiq

molumdursa, 45 misali onlara gostorir ki, “tomiz maragdan alinan”
masoaladan gozlonilmadan “Praktikada’ neca istifads olunur.
Umumiyyatlo riyaziyyatda qobul edilon torifin {imumiliyinin,
bozon iso torifin Oziiniin no iso homisolik qeyd edilmis olmayib,
masalodan va igin metodundan asili oldugunu sagirdlora basa salmaq

lazimdir. Masalon, riyazi analizdo hor hansi mona verilmoyon 0°
ifadasini, birlosmalar nazoriyyasinds 1-o barabor gotiirmak miinasibdir.

Bundan olave riyazi analizde u(x)ﬂ(x) soklindo funksiyanin yalniz

U(X) >0 olan x-lar {igiin tayin oldugunu demok lazim galir. Bu hamin

funksiyan eﬁ(x)lnu(x) superpozisiyasi soklinds goOstormak {igiin

lazimdir. (Masalon, onun téromasini hesablamaq ii¢ilin). Xatirlamaq
lazimdir ki, miiasir riyaziyyatin halqa adlanan anlayisina onun miixtolif
bdlmolarindas farqli toriflor verilir.

Moktab riyaziyyat kursunda qiivvetin torifi ilo slaqodar, yaxsi olar
ki, olavo olaraq ixtiyari o >0 tgiin 0% =0 oldugu sorti qoyulsun.

Habelo, koklo uygun kasr iistlii qlivvetin forqini do saxlamaq vacibdir,
1

yoni, mosalon 3x va x3 miixtolif formalar hesab edilmoalidir, ¢iinki
bunlarin toyin oblastlari miixtelifdir. Elaco da % radikal isarasini
natural odadlor {giin deyil biitlin hoqigi X # 0 odadlori {igiin
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genislondirmak lazim deyildir. 44-47 masololorinin holli ilo slagadar
natico olaraq qeyd edok ki, moktobdo riyaziyyatin tolimi zamani
mosalolor holli vo nozori miihakimalorde timumi razilagmalara vo
darsliklords verilon toriflore (onlar doyismadiyi miiddstds) osaslanmaq
lazimdir. Bu toriflordon va razilasmalardan hoar-hansi konara ¢ixmalar
isa masalalarin ifadesinds xiisusi va agiq sokilda gdstarilmalidir.

48. 3sinx+-/3cosx =2-/3 sin[x + 7;) oldugundan verilmis

7
tonliyi 3y? — 5\/§ty —3t* + 37 =0 soklindo yazmaq olar, burada

t:Sin(X+76[). y-o nazeron alinmig kvadrat tonliyin diskriminanti

111(t2 —l) -dir. Demoli tonliyin yalniz t =+1 olduqda holli vardir.

5./3

t=1 olarsa, onda Xx; :%+ 2k, y, = 5 t=-1 oldugda iso

x2:—23”+2k7z, y, =— 5( (k=0,+L+2,..).
49.0<a$£olduqdatg—:smiagsinama.
2 2 1l+4cosa

50. Sistemin tonliklarini toplay1b
sinx(sin x—1)+sin y(siny —1)+sinz(sinz-1)=0 alrgq. Lakin
sin x,sin y,sin z verilmis pargada monfi deyildir, odur ki, sinx =0
voya sinx =1.

sinx=0 isa, onda siny=sinz=0. Buradan
(0,0,0), (0,7,0), (0,0,7),(0,7,7) va (#,0,0),(r,7,0),(%,0,7), (7, 7,7)
hallarini aliriq.

sinx =1 is9, onda siny=sinz =1, buradan (72[72[ Z) halli

alinir.

51. a;,b;,a,,b,,a;,bs,...,a5bs -n1 ardicil olaraq hesablayaraq
alinq ki, a, =a; vo b, =Dbg. Buradan asanliqla deyos bilerik ki,
verilmis ardicilhglar  a;,a,,85,8,,85,8;,8,,83,8,,85,8,... V9
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b, b,,bs,0b,,05,0,,b,,b5,0,,05,b;,... sokildedir. Belo ardicilliglar
yalniz va yalniz a=a,=a;=a,=a; Vo b =b,=by=b,=b
oldugda yigilir, hom do lima, =a, vo limb, =b,. Ardicilliglan

N—eo N—>oo
limb,_,
miioyyon edon sortlorden almr ki, lima,="="—— vo
n—>ee lima,
N—>o0
limb,_, — b
limb, == buradan & =% vo p = b -1
n—eo lima,; -1 Y a, -1
N—oo

Bu sistemi hall edib vo 1< a; <b; oldugunu nozors alsaq tolob

_ 1+-/5 3+4/5
ediloni a; = /5 vo b = /5 tapariq.
2 2
x  x? xK
52. Bir torofdon e* =1+ -+~ +...+ ~—+... oldugundan
2 k!
eX _1 X2 kal
=1+ —+...+ +... vo qiivvat sirasinin inteqral-
X 2! k!

lanmas1 hagqmda mslum teorems gora

1 X _ 1 1 1 k-1 I
_[e 1dx=_|'dx+_[1dx+...+J‘X—dx+...=1+i+...+i+...=zL
T k! 2.2 Tk T Bk
Digor torafdon iso % iml S 1 _
Z{ n+1 )..(n+k) o gin(n +1)..(n+k)

1 1 1 1. 4 1
=rr|1|£l[kE(n(n+l)...(n+k—l)_(n+1)(n+2)...(n+k))]=knlwm[nz_zn(n+l)...(n+k—l)_

$ ! N ! T - S
“(n+1)(n+2)..(n+k) k! (n+1)(n+2) +m)| kmo=l kI (n+D)(n+2)..(n+m) | k-k!

beloalikla 2 z

~n(n+1).

n=1

oo

zi tolob edilon isbat oldu.
n+k) = kk!

53. log; =y olsun, onda verilmis tonlik log, (1+ 37 ): y vaya

y y
1+ (x@)y = 27 soklina diigor. Buradan (;) +(\/2§) =1. Sonuncu
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tonliyin sol terofi y-don asili azalan funksiya oldugundan bu tenliyin
y=2 don basqa kokii yoxdur. Onda logy =2,x=9.
54,
2 2 2 2 2 2
(x, y,z,t)=1+(ax + by _1J+ az“ +bt 14 —axz — byt Lz + bt 14
ax + by

az + bt ax + by az + bt

. ab(z —t)(zy — xt) 1 ab(z —t)?

(ax +by)(az +bt) (ax+by)(az +bt)

ab(z —t)?
(ax+by)(az +bt)
boraborlikdon alinir ki, verilmig funksiya z =t olduqda an kigik 1
qiymotini alir. Indi verilmis funksiyanm on bdyiik qiymetini tapaq.
Moasalonin sartindon alinir ki, 0<xvy,z,t<1, onda

ax? < ax,by? <by, az® <az,bt* <bt } M

Beloliklo, f(x,y,z,t)=1+ Sonuncu

ax? +by? <ax+by, az? +bt? <az +bt

Odur ki, f(X, Y, Z,t) > 2, habelo boraborlik, mosolon x=t=0,
y = z =1 olduqda miimkiindiir. Demali verilmis funksiyanin on boytik
qiymati 2-dir.

55. a, b, ¢, d rogemlor oldugundan askardir ki, 10 < 3/abcd < 22,
habelo a,b,c,de N, odur ki, 10<a+b+c+d <21. Verilmis
tonliyi abcd =(a+b+c+d)* vo ya 100a+100b+10c+d =(a+b+c+d)’
sokildo yazmaq olar. Sonuncu borabarliyi belo  gevirok:
999a+99b+9c=(a+b+c+d)’ —(a+b+c+d) vo  ya
9(11la+1lb+c)=(a+b+c+d)a+b+c+d+1)a+b+c+d—-1)

. Sonuncu barabarliyin sag torsfi li¢ ardicil adadin hasilidir, odur ki,
onlardan yalniz biri 9-a bolundr.

a) Forz edok ki, a+b+c+d comi 9-a bolindr.
l10<a+b+c+d <21 sortilo birlikdo buradan a+b+c+d =18
alinir. Onda 9(111a+11b+¢)=18-19-17= =1lla+11b+c =646.

Bu Dboraborlik a=5b=8c=3 oldugda &donilor, onda

d =18-5-8-3=2 Yegano miimkiin natural kok a=5b=8c=3d =2
-dir. Demali, /5832 =5+8+3+2
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b) Forz edok ki, a+b+c+d+1=18. Analoji miihakimos ilo
a=4,b=9,c=14d =3 holli alimir. Demali, 3/4913 =4+9+1+3.

¢) Uglinci a+b+c+d —1=18 halinda verilmis tonliyin natural
halli yoxdur (bunu asanliqla yoxlamaq olar).

56. n =1 olduqgda berabarsizlik dogrudur. n >1 iss, onda Q/ﬁ >1,

yoni ?/n =1+ X, burada x > 0. Onda
n(n—-1) nin-1) ,
2

X2 4. +x">1+ X2,

n=@1+x)" =1+nx+

buradan x <2 va x<\F. "/n =1+ X oldugundan %<1+\F.
n n

n
57. Verilmis tonliyin miimkiin qiymetlori oblastt cosx =0,
cos3x#0 vo sin2x#0 sortlorindon toyin edilir, buradan

x# "k xz"+%k. Bu oblasta: secxsec3x =2 0952x.sin3x -1/
2 6 3 sin2x cos3x

sin(3x —2x
SEC XSec3X = 2-¥
sin 2x - cos 3x
sin x
SeCX-Sec3x=2- , SEC X -SeCc3X = sec X -sec3X.

2sin X cos X - €0s 3x

Belaliklo, verilmis tonliyin hollori oblastt miimkiin giymatlor
oblast1 19 eynidir.

58. Verilmis sistemin birinci tanliyini (3x—2y)? + (x—22)* +(y—32)* =0
soklinde yazmagq olar. Bu tenlik yalmz X =2z, y =3z olduqda 6denar.
X vo Yy —in =z ilo ifadesini ikinci tonlikde yerino yazib
(22)% +(3z)* + z® = 288 vo buradan z = 2, beloliklo iso X =4,y =6
aliriq. Demali, verilmis yegans X =4,y =6,z = 2 halli vardir.

59. Molumdur ki, (a, +a, +..+a,)° < n(al2 +a,’ +...+an2)
[24, sah 224]. Bu borabarliys asason
(sine, +sina, +...+sina, )’ <n(sin? @, +sin® e, +...+sin’ ar, ),
(cosay +cosar, +...+cose, )’ < n(cos2 oy +c0s’ oy +...+cos? a, )
Bu barabarsizliklori toraf-torofs toplayaq, onda
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(siney +sina, +...+sina, )* + (cosey +cosar, +...+cos e, )? < n[(sin2 o, +cos? a1)+
+ (sin2 o, +cos’ a2)+ ot (sin2 a, +cos’ o, )Jz nl+1+...+1)=n?.
Talab edilon isbat oldu.

60. Boraborsizliyi isbat etmok {iglin limumilosdirilmis riyazi
induksiya prinsipindon istifado etmok olar. Odur ki, avvolco bu haqda
sagirdlors molumat vermok lazimdir. Bazon n dayisonli A(n) hokmii n-
nin bazi natural giymsotlorinde &donilmir vo ya menasi olmur, lakin
onun n=m - don baslayaraq biitiin natural adodlor ii¢lin dogrulugunu
tokca natural n-lar {igiin deyil, habels, masalon o-dan va ya n-in har
hanst monfi tam qiymstlorindon baslayaraq tam n-lor {igiin isbat etmok
miimkiindiir. Uygun hallarda riyazi induksiyanin belo iimumilosdirilmis
prinsipi komok edir: A(n) hokmii n=m ii¢iin dogrudursa vo ixtiyari k
tcln A(k)-dan A(k+1) alinirsa, onda A(n) hokmii ixtiyari tam n>m
qiymatlorinds dogrudur.

n=1 olduqda baxilan berabarsizlik ddenilir, n=2, 3, 4 olduqda iso

uygun olaraq 2% = 22,2% <32 2% = 42 aliriq. Isbat edok ki, verilmis
borabarsizlik 4-don bdyiik ixtiyari n iiclin dogrudur. n=5 iso, onda
25 >5% isbat edok ki, k>5 oldugda A(k) hokmiinden 2% >k?

A(k+1) hokmi: 247 > (k +1)2 alinir. k>5 oldugundan k >1 vo
k—-2>1.

Sonuncu iki boraborsizliyi torf-torofs  vurub K(k —2)>1,
k? -2k >1, k? > 2k +1 aliriq. Odur ki,
2k =2.2% 5 2k? =k? +k? >k? +2k +1=(k+1)°.  Belaliklo,
241 S (k+1)°.

Miisllim nozards tutmalidir ki, iimumilik kvantoru vasitssils riyazi
induksiya prinsipi belo yazilir: Vk|A(k)=AUA(Kk +1)[}= WnA(n)

Bozan iso bels yaziligdan istifads olunur:

anA(n):> ADA(N + l)J}:> VnA(n)

Zonnimco adi riyazi induksiya prinsipini “Natural oadodlor”
movzusu ilo slagadar daxil etmak, sonraki siniflords iso onun tatbig-
lorini (ardicilliglar, adadi vo handasi silsila, birlosmalor nazariyyasini

elementlari va s.) gostarmak vo timumilagdirilmis formasini Gyranmak
moagsadauygundur. Hazirki proqrama gors iso riyazi induksiya prin-
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sipinin yalniz XI sinifds “birlogsmasler nazariyyesinin elementlori” mov-
zusunun daxilindo dyronilmasi nazards tutulur.

61. Hollin iki tisulunu gostorak:

I. Baxilan com a, b, ¢, d —dan asili kasilmaz funksiyadir. Odur ki,
toplanan kosrlorin moxraclorindon uygun oalraq d, ¢, b, a

a b C d
toplananlarin1 atsaq S < + + + =2 va bu
a+b a+b c+d c+d
kasrlorin moxraclorine uygun olaraq ¢, d, a, b adadlarini slava etsok
a b C d
S > + + + =1

a+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d
alariq. Buradan alinir ki, 1<S <2. Demosli baxilan com (1; 2)
intervalina daxildir.

II. Askardir ki, S comi ona daxil olan a, b, ¢, d adadlorina géroa
bircinslidir, yoni biitiin bu ododlori eyni bir omsala vurdugda o
doayismir. Odur ki, onun yalniz a+b+c+d=1 olan toyin oblast1 hissasina
baxsaq S cominin qiymstlor c¢oxlugunu azaltmiriq. Sonra a-+c=x,
b+d=y ovoz edok, habelo x>0,y>0 vo Xx+y=1.

_a ¢ _a. c _2ac+x-x’

a+b+d b+c+d 1-c 1-a ac+1-x?
baxag. Sabit x gun (a,c), a+C =X oldugda biitiin miisbat adadlor
clitiidiirso, onda asanligla yoxlamaq olar ki, ac hasili 0 wvo

(4]

O<ac<

comind

1

2
_* arasinda biitiin hoqiqi odedlori alir, daha dogrusu:
4
2
~—. Bu intervalda ac-in funksiyast kimi baxilan

2ac+ X — x? 3x—2-x°
= =2+

S =
! ac+1-x ac+1-—x

ifadosi  monoton  doyisir

(X,22X:| yarim intervalda biitiin qiymstlori alir. Analoji olaraq
- X

: : . b d . .
gostormok olar ki, sabit y Uglin S, = + ifadasi

a+b+c a+c+d

[ Y, 22)/:| yarim  intervalinda  doyisirr Onda S  comi
-y
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2-X 2-y "2+ xy
giymatlori alir. x+y=1 oldugda x vo y ixtiyari miisbot qiymatlor alirsa,
—4xy
2+ Xy

[X +Y, 22X + 2:| = (1 4- 4Xy:| yarimintervalindaki  biitiin

ifadasi

onda yuxaridaki mithakimays uygun olaraq alinir ki,

[:,2) yarimintervalinda doyisir. Buradan notico olaraq almir ki, S

comi (1; 2) intervalinda dayisir.

Gorlindilyli kimi mosolonin riyazi analizo osaslanan I holli, II
elementar hallindon daha miinasibdir.

62. Funksiyanin bohran noqtolorini tapaq:

f’(x)=6x% +6x =6x(x+1) oldugundan onda iki bdhran néqtesi
vardir: 0 vo -1. [~ 2;—0,5] araliginda bohran ndqtolorindon yalniz biri
yerlogir: x=-1. f(~2)=-5,f(-1)=0, f(~0,5)=-0,5 oldugundan

funksiya -1 noqtesindo 0-a barabor on boyiik, -2 ndqtasinds iso -5-0
borabar on kicik qiymoetini alir. Qisa olaraq bu belo yazilir:

max (x)=f(-1)=0, min_ f (x)=f(-2)=-5
63. Tonliyi bels yazariq:
(sin? x)*(1+ cos? x ) —[L—cos™ x)=0,
(L—cos? ) 1+ cos? x)° —[1— (cos* x)s] =0,

3
(L—cos* xJ’ —(1—cos* x 1+ cos* x +cos® x)=0,
(L—cos® x)J—3cos* x)=0, buradan cos*x=1 vo cos*x=0
vaya cosx =1, cosx =0, bebliklo x= 7k, k=0+1£2,..

64. Verilmis tonliyi belo yazaq: x¥~° (x5 —x*=x®=x2%—x —1)=1

XV =1
buradan
X2 —x*—x®-x?-x-1=1

Bu sistemin ikinci tonliyinin yegans natural X =2 kokii vardir,

clnki
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x> —x*—x®-x?-2= (x5 —1)—(x4 +x3 +x+1): (x—l)(x4 +x3 +x? +x+1)—
—(x4 +x3+x2 +x+1)= (x—2)(x4 +x3 +x2 +x+1) vo xeN
iicin x* +x3+x*+x+1>0. x=2 oldugda sistemin birinci ton-
liyinden y =5 alinir. Belolikls, verilmis tonliyin yegane x =2,y =5
halli vardir.

65. Verilmis tonliyi 3x(x—1)—18x—4xy +2y? +12y =3
soklindo yazmaq olar.

X vo Yy —in tam qiymatlorinds sol torafin hor bir toplanami ciit

ododdir. Sag torof iso tokdir. Belosliklo, verilmis tonliyin tam halli
yoxdur. Bagqa s6zls tam hallin say1 “0”-dur.

2 2 2
o 3V —4xy _ (2y-x) _1:4_(y+2x)
X2 +y? X2 +y? X2 +y°

Beloliklo, verilmis kosr y=-2X(Xx#0) oldugda on boyik 4,

yazmaqg olar.

y = ; X(X #* O) olduqda iss an kigik -1 qiymatlorini alir.

67. ]0;;] -do f(x)= 2X+i2 funksiyasina baxaq. Onun tors-
X

mosi f’(x):Z—%:%(x3 —1) dir. 0 < x<~ oldugda f'(x)<0.
X* X 2

Beloliklo, f(X) funksiyasi ]o;;] -do azalir, odur ki, O<c<;

oldugda f(c)> f(;)

Lakin f (c) =2c+ iz , f(;): 5. Beloaliklo, baxilan borabarsiz-
C

lik dogrudur.
68. f(x)= 2(X3 + 6X)—9X2 — 4 funksiyasina baxaq. Onun toro-

mosi  f’(x)=6x*+12—18x = 6(x —1)(x — 2)-dir. Buradan gériniir
ki, x> 2 oldugda f’(x)>0, yoni f(x) funksiyasi [2; + o -da artr.
Odur ki, x>2 oldugda f(x)> f(2), yoni 2(x® +6x)—9x% —4>0.

Beloalikla, baxilan barabarsizlik dogrudur.
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69. f (X) = X+CO0SX komok¢i  funksiyasina  baxaq.

f'(x)=1-sinx>0 (0<x <% iso). Beloliklo, f(x) funksiyas:

[0;721 -do artir, odur ki, O<a<,[)’<% oldugda f(ar)< f(8),

demaoli baxilan berabarsizlik dogrudur.
70. a) F(x)= % + is funksiyasina baxag.
f'(x)=2X_%=%(x5 _1,5). Buradan almir ki, X>-/15 olduqgda
x* X
f (X) funksiyas1 artir. Xiisusi halda o, ]].,5;+ oo[ intervalinda artir.
Odur ki, g > p >1,5 oldugda baxilan berabarsizlik dogrudur.

b) (1; 51/1,5) intervalinda (x)<0, yoni f(X) azalir. Odur ki,
l<p<qg<?®L5 olan p,qg-in ixtiyari qiymotlorindo baxilan

barabarsizlik deyil, onun oksi olan p? + is >q° + is baraborsizliyi
p q
dogrudur.

71. Bozon sortdo diferensiallanan funksiya olmayan adodi borabor-
sizliklorlo slagodar mosoloni hall etmok lazim golir. Belo hallarda
uygun “funksional” masals se¢ib toramoni totbiq etdikdon sonra verilon
odadi borabarsizliklors kegmok magsodsuygun olar. Odur ki, gosterilon
masaloalorin hamisi belo komokgi funksional masoloya gatirilir.

0<x<y iso, onda hansi sort daxilindo xY <y* (1) bora-

barsizliyi dogrudur. x¥ > y* (2) borabarsizliyi 6donilir.

(1) berabarsizliyi ylnx<xlny, 1Inx<£|ny (3) bora-
X y

barsizliyi ilo eynigiiclidiir. Komokei f(x):llnx (3) funksiyasina
X

baxag Vvo hansi araligda onun artdigini  miioyyon edok.
f'(x)= 1= Izn X Askardir ki, 0< x <1 oldugda 1—Inx >0 vo x> |
X

oldugda 1— In x < 0. Odur ki, (3) funksiyast J0; 1] -do artir va [I;+ oo
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. 1 1
-da azalir. Bagqa sozlo O<x<y<l| iss, onda ~Inx<=Iny,
X y

1 1 .
x¥ <y*, I <x<y oldugda iso =Inx>=Iny, x¥Y >y*. Xdsusi
X y

hallarda (ﬁ)ﬁ < (ﬁ)ﬁ lakin  e” >x%, 100" >101'",
1071% 51137, 1974290 5 20011974

Qeyd edak ki, baxilan masalalarle slagadar istifads edilon kdmokei
funksional mosaloni tam hollini gostormadik: 0 < x <1, y > 1 olan hal

licin homin masolo holl edilmadi. Lakin kdmok¢i mosslonin tam
olmayan holli gosterilon masalalorin hamisinin halli iiglin (edadlorin
miiqayisasi ii¢iin) kifayst oldu.

6
72. 1 ododini (p:q) 5\ kosrilo miqayiso etmok lazimdr.
32\p° +q
" 1 (x+qf
Bunun Gcun |0;q] -da f(x)=—-
gtn [0;q] ()= 50 5 1 g6

kémokei funksiyasina

baxag. Onun [O;q] parcasinda monoton olub olmadigimi arasdiraq.

Bunun {igiin onun tdéromosini tapaq (kesrin diferensiallanmasi qaydasi
ilo) sadologdirmadon sonra O<x<q oldugda

() L 8 ar(e® —xy
32 (Xe +q6)2
funksiyasi [O;q] par¢asinda artir. Odur ki, O0< p<q olduqda

alinir. 1 teoremino osason T (X)

f(p)< f(q), yeni é%fl, (p+q)° <32(p6 +q6).
p® +

Qeyd edak ki, bu barabarsizlik Y = f(X) funksiyasinin [0; q] -da

“asagidan qabariqligindan” da alinir vo sagirdlor qabariqliq sortilo tanig
olmaqla yanasi homin borabarsizliyin isbatinin bagqa yolunu da
Oyranirlor. (Daha strafli molumati [25]-den almagq olar).

Sonuncu borabarsizliyin isbati ilo olagedar miihiim bir priyomdan
istifado etdik: bir nega horif daxil olan berabarsizliyi isbat etmoak iigiin
cox vaxt horflorden birini (baxdigimiz berabarsizlikde p hoarfini)
doyison (bu cohoti gdstormok {i¢iin onu X ilo ovoz etdik), qalan
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hariflorin qiymatini ise qeyd edilmis (baxilan barabarsizlikde q harfini)
hesab edilir. Bozon bir masalonin hslli ilo slagadar gdstorilon priyomu
bir ne¢o dofos totbiq etmok lazim golir.

73. Forz edok ki, O<a<b<c. f(x)=x®+b>+c®—-3xbc
funksiyasina baxaq. 0< x <b oldugda f’(x)=3x%—-3bc <0 alirq.
Buradan gorinir ki, f(x) funkiyas: [0:b] -ds azalir (1 teoremins
goro). Odur ki, O<a<b oldugda f(a)>f(b), yoni
a®+b®+c®-3abc>2b%+c®—3b%c (1) boraborsizliyini alirg.
indi basqa ¢(x)=2x>+c®—3x?c komokgi funksiyasina baxagq.
O<x<c oldugda ¢'(x)=6x?—-6xc<0 alriq. Belolikla, o(x)
funksiyasi [0; C]—da azalir, yoni O<b<c oldugda qo(b) 2 (/)(C),

demoli 2b% +¢®=3b%c >0 (2). (1) vo (2)-don baxilan borabarsizlik
almir.
Qeyd. Baxilan oasas boraborsizlikdon alinir ki, miisbot X,y,z

odadlorinin ixtiyari segilmosindo g(x +Yy+12)>3/xyz. Homin bora-

barsizliyi buradan almaq t¢tin 0 < X <y <z hesab etmok vo a, b, ¢

adadlarini elo segmoak olar ki, ad= X, b®= Yy, 3=z olsun; sonra

baxilan asas barabarsizliyin alindigini goriiriik.
74. Borabarsizliklorin dogrulugunu miisyyanlesdirmok ii¢iin bazen

bilavasito 1 teoremindon alinan hdékme (2. Forz edok Ki, f(X)
funksiyasi ]a; b[-ds kosilmayondir vo bu intervalda elo ¢ noqtesi vardir
ki, Ja;c[ -do f'(x)<0 vo Je;b[-do f’(x)>0. Onda Ja; b -don olan
ixtiyari x tigtin f(x)> f(c) borabarsizliyi dogrudur. hom do barabarlik
yalniz X = C olduqda miimkiindiir) asaslanmaq miinasibdir.

indi f(x)= x> + a- X)5 funksiyasinin harada artdigini, harada
is9 azaldigin1 miisyyanlasdirok. Bunun {igiin téromani tapaq:

f/(x)=5x* —5(1-x)* = 5[x2 +(1-x) k2x —1). Buradan gérii-
ndr ki, :|— oo ;[ do f/(x)<0 va :l;, +oo|: -da f’(x)>0. Beloliklo
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2 teoremina asason f(x)z f[;), yoni baxilan asas borabarsizlik

dogrudur, habels barabarlik yalniz X = ; oldugda mumkdaindr.
p q
ab

75. (2) borabarsizliyi ( )21 ilo eynigiicliidiir, yani

1 aPlp?t+ 1 b9 gt >1 (3) ]O; + oo[ -da kémoakei
q

P

f (x) = l xP1pt ¢ qu_lx_l (4) funksiyasina baxaq vo onun harada
q

artdigint  vo harada azaldigint miioyyonlogdirok. (1)-o osason

— P _pd
p-1 = 1 Odur ki, f'(X): % Buradan aliriq ki, 0<x<b
p q gq-X

q
% oldugda f(x)<0, x>bP oldugda ise f'(x)>0. Odur ki, f(x)

q 9
funksiyas1 [0;bP| -do azalir. |bP; +oo| -da iso artir. Beloliklo,

q
10; + o[ -da f(X) funksiyast X =b" oldugda on kigik giymatini alir.
P L)
Odur ki, f(a)>f|b® | (5). Habelo boraberlik yalmz a=b9, yoni

aP =bY oldugda miimkiindiir. (1) sortini nozers alaraq gostermok olar
P
ki, flb% |=1, beloliklo (3) borabarsizliyi dogrudur, belsliklo iso

baxilan asas (2) barabarsizliyi 6danilir.
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76. e* funksiyasimun Teylor sirasma ayrilisindan istifado edib

=X+—+X—+..., alirng, buradan x>0 oldugda

3 X —X
X e — © . -
X+ 3 < ———— alinir. Bu borabarsizlikde x =Ina gotiirok, onda
In°a a_g 2In*a _a%?-1 In?a a’-1
Ina+ < 1 2Ilna+ < 2+ Ina< -
3 2 3 a 3 a

77. Forz edak ki, birinci rofds X kitab vardir (vo oldu), onda {i¢iincii
rofds do X, ikincide isa 2x kitab oldu. Sorto goro X+x+2x=44, 4x=44,
x=11. Belalikls roflordo uygun olaraq 11, 11-2-3=19, 11+3=14
kitab olmusdur.

78. Toromonin totbiqilo ¢(X) = l//(X) eyniliyinin dogrulugunun
isbat etmok ii¢lin asagidaki alqoritmdon istifado etmok olar.

1. f(X)=(X)-w(x) (vo ya f(x)=w(x)—¢(x) funksiyasin
tortib etmali).

2. f(X) funksiyasinin toyin oblastini tapmali (bu verilmig eyni-
liyin toyin oblast1 ilo eyni olur).

3. f(X) funksiyasmin téromosinin sifira borabor oldugunu gos-

tormoklo (toyin oblastinin ixtiyari néqtesindo  f(X) = sabit olmas

naticosing galmok.

4. Bu sabitin funksiyanin toyin oblastinin ixtiyari ndqtesinde
giymatinin sifra barabar olmasi gostarilir.

Bu alqoritmin totbiqilo baxilan eyniliyin isbati:

3X X
1+ 9x° A1+ X

2) f funksiyas: biitiin odod oxunda toyin olunmusdur vo
kasilmoyondir.

1) f(x)= arctgx + arctg3x —arccos —arccos

3ieoxt - 1 S - X
3) , 1 3 2 3\/1+9x% 2 241+ x?
fx)=———5- S+ 1+9x7 - > +1+x2. > =
1+x° 1+9x 1+9x 1+x

1 3 3 1o f(x)=0, odurki, f(x)=c,burada
1+x% 149x%> 14+9x%> 1+x?
¢ — sabitdir
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4) c-ni toyin etmok liglin x=0 gotiirak.
Onda

c = f(0)=arctg0® + arctg0°® —arccos0° —arccos0° = St

f (X) =C boraborliyindo ¢=0 oldugunu nozero alsaq eyniliyi isbat
etmis olurugq.
79. Forz edak ki, T verilmis funksiyanin dovriidiir. Onda biitiin x-
lor ticiin
Asina(x+T)+Bsinb(x+T)+Ccosc(x+T)= Asinax + Bsinbx +Csincx
(1) boraborliyi dogrudur. Bu boraborliyi ardicil olaraq iki dofo
diferensiallay1b aliriq:
Aacosa(x+T)+ Bbcosb(x+T)-Ccsinc(x+T)= Aacosax + Bbcosbx — Ccsincx  (2)
—Aa?sina(x+T)—Bb?sinb(x+T)—Cc? cosc(x+T)=—Aa?sin ax — Bb? sinbx — Cc? coscx (3)
Bu boraborliklor x-in biitiin giymetlorindo dogrudur. Odur ki,

X = —-; gotiirs bilarik. Onda

T T T T T T
Asma—+ Bsmb—+CcosC—:—Asma——Bsmb—+csmc— (4)
2 2 2 2 2
Aacos£+ Bbcosb—T Ccsm%—Aacos%+ Bbcosb%+Ccsm% (5)
~ Aa?sin &1 +Bb23|nb —cc?cosEh = pa?sin &1 4+ Bb? sin bT+Cc2 cosEL (6)
2 2 2 2 2

(5) barabarliyindon alinir ki, 2Ccsin C; =0, yoni elo tam n adadi
vardir ki, T __Voya 1 _27 . (4) vo (6) barabarliklorindon
C

2
bT aT bT -0 bu iki barabarlikdan isa

Asm£+ Bsin— =0 ' Aa®sin— + Bb?sin—
2 2 2 2

A(b2 —az)sina;- =0 vo B(b2 —a? )Sinb;-:O alinir. a#b

oldugundan sin a;- =0 vo sin b;- =0, yoni elo m vo

k adadlori vardir ki, % =mm voya T = 2—”m Vo b%- =kz va
a
2
aT=—"k
=D
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Qeyd edok ki, diferensial hesabinin totbiqi olmadan bu naticeni
almaq kifayst qodor gotindir. f(x)= Asinax+ Bsinbx+C cosx
diisturunda sinus vo kosinusun bagqa yazilisinda vo toplananlarin
saymin artirlmasinda da dovriin tapilmasi iigiin baxilan metoddan
istifads etmak olar.

80. Ovval tgar +g (e +60° )+ tg (e +120° ) = 3tg3er (1)
eyniliyini isbat edok:

tgar-+1g(a +60° )+ tg o +120° )= tgar + tger+ 60° )+ tg 180° + or— 60° )= tgr+ 19X 1960

1-tgartg60°
om0 tga+\f tga f_ (tga+\fx1+\/7tga)
+tg(a 60 )—tgo:+1 Vaiga 7:“\/790{ tgor + —1 2tg%e (tgot le ftga)
=tgor + 8th(2 :3(3tga—t2g a):Stg?:a; tg3ar = —3tga 9 e
1-3t9°x 1-3t9°«r 1-3tg%x

Alinmis eyniliys osason daha iki eynilik aliriq:
tg(or +20° )+ tg(er +80° )+ tg(er +140° ) = 3tg (3 + 60° )
2
(1 eynilikdoki ¢ yerindo o +(2()) gotiirmakloa).
tg(or +40° )+ tg (e +100° )+ tg (e +160° ) = 3tg (3 +120° )
@)
(1 eyniliyindo ¢ yerindo o +40° gotiirmeklo).
(1), (2), (3) eyniliklorini toraf-torafs toplayaq:
tger +1tg (e +60° )+tg (e +120° )+ tg (o + 20° )+ tg (er + 80° )+ tg (e +140° )+ tg ex + 40° )+
+1g(er+100°)+ tg ( +160° ) = 3tg3cxr + 3tg (3cr + 60° )+ 3tg (3er +120° ) = 3ltg3ex + tg (3cx + 60° )+
+1g(3c+120° )| = 9tg9cr
Yenos (1) eyniliyino osason
tg3c +1g(3cr +60° )+ tg(3r +120°) = 3tg3(Ber) = 3tg9er (1 eyniliyindo  «&
yerindo 3¢ yaziriq).
81. Nyuton diisturunun tatbiqi ilo asanligla miisyyan etmak olar ki,

(\/%+5)w1 = A+B+/26 1iso, onda (m—s)m —_A+B+/26, odur Ki,
(V26 +5f" - (V26 -5/" e z ).

Eyni zamanda (y26-5)" <01 < demali bu adadin

10100 ?

vergiildon sonra ilk 100 onluq isara sifirdir; (1)-den alinir ki, verilmis
odoadds axtarilan ilk 100 onluq
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isara do sifirdir.

82. k® +6k?* +11k + 6 goxhadlisinin ii¢ miixtolif kokii (-1, -2 vo -

3) oldugundan, k®+6k?+11k+6=(k+1)k +2)k +3) vo qeyri-
1

k®+6k®+11k +6

miloyyon omsallar metodu ilo kosrini asagidaki

ayriligini alariq:
1 1 1 1 1 1

=_. +=. _
k®+6k?+11k+6 2 k+1 2 k+3 k+2

Onda

u 1 1 1 1 1 1 1 1 1
S — — +7 [E— —_— ———

z;k +6k2+11k+6 zém 2&k+3 kz;k+2 2;{k+1 24 k+3 2&8kK+2

1 1 18 1 1 11 1 1( 1 1

—72 —_ +72 — = =X s |+ —=—=-=

k+2 2k1 k+1 k+2) 2\ k+3 k+2 “2l2 n+2) 2(n+3 3

_1(1 1 _ n(n+5) |
- 2(6 (n+2)(n+3)]_12(n+2)(n+3)

83. 83-93 mosalalari iizorinds inteqral hesabinin eyni ¢evirmoalora
vo barabarsizliklor isbatina bir sira totbiqlorini gostoririk. Hor seyden
avval bu ona goéra lazimdir ki, bels totbiglor orta moktab sagirdlori va
miiallimlori iiglin moéveud vasaitlordo demak olar ki, yoxdur. Bels calis-
malar tokco inteqral aparatinin faydali oldugunu sagirdlora gdstormok
deyil, habelos onlarin bu anlayisi daha stiurlu 6yronmolorino sobab olur.
Lakin belo caligmalar1 yerina yetirarkon misllim sagirdlori basa sal-
malidir ki, inteqral hesabinin bunlardan slave daha miihiim tatbiglori do
vardir.

Baxilan bela ¢alismalarda avvelco verilon funksiyanin téromasi
sadologdirilir. Eynigevirmoalords geyri-miioyyon inteqralin on sad tatbig-
lori onunla slagodardir ki, hor bir funksiyaya onun téromosinin ibtidai
funksiyas1 kimi baxmaq olar; daha dogrusu iki F vo f funksiyalari

(sadslik {iglin onlarin har ikisini hor hansi [a, b] parcasinda va ya [a, b)
yarim intervalda kesilmoyan hesab edirik) F’(x)= f(x) (a<x<b)
(1) asililigr ilo olaqodardirsa, onda onlar F(X):jf(x)dx (2) mu-
nasibatilo do olaqodardirlar. (2) beraborliyini belo basa diismok la-

zimdur: F(X) funksiyasi f(X) funksiyasinin inteqrallanmasindan

alinan funksiyalardan biridir, basqa sozlo F(X) funksiyasi f(X) -
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ibtidai funksiyalarindan biridir. Buradan aydm olur ki, F(X) funk-
siyasinin  yazilisint sadslosdirmek ¢stindirss, onda ovvalca onun
f(X)z F'(X) toromosino baxmaq faydalidir: f funksiyasinin yazili-

sin1 sadalagdira bilariksa, onda F iigilin dos kifayat gador sads ifads tapa
bilarik.

Baxilan F (X) funksiyasini triqgonometrik aparat vasitasilo sado-
losdirmok o gadar ds sads deyildir. Odur ki, onun avvalca téramasini
sadologdirmok miinasibdirmi? Baxilan F (X) funksiyas1 {iglin bunu
yoxlayaq:

f(x)= F’(x)=3cos3xcos® x —3sin 3x cos? xsin x —3sin 3xsin® x + 3cos 3xsin? xcos x =
=3c0s3xcos x —3sin 3xsin x
Belelikle, f (x) =3cosdx. Onda F(x)= J f(x)dx = _[3cos4xdx = %sin 4x+C,

burada C — hor hansi sabitdir. C-ni tapag. C =F(0)=0. Onda
F(x)=%sin 4x  yoni  sin3xcos® x+cos3xsin® x =%sin 4x .

Elementar yolla bu naticoni almaq ftgiin Sin3x va co0s3x -in
ifadalarini bilmak lazimdir. Bundan sonra isa o qadar do sads olmayan
somorasiz  ¢evirmolor aparmaq lazimdir. Belo ¢evirmolorin iso
oshomiyyati azdir.

84. ©vvalca S(X) funksiyasini elo se¢mok lazimdir ki, X-in hor
hansi konkret giymoatinds (moesalon x=1 olduqda) ¢ alinsin, yani s(1)=«

alinsin. S(x) olarag S(x):%gx—%%+%“2x3—%“3x4+...+(—1)" Cn"lxn+1
n+

funksiyasin1 gotiirmak olar.
Indi S(X)—i sadologdirmoys calisaq. ik baxigda bunu neca etmak

goriinmiir. Yeno téromoni sadolosdirmok olarmi? f(X): S'(X) funk-
siyasina baxaq: f(x)=C?-Clx+C x> —=C>x® +...+(-1)"C/x".
Askardir ki, f(x)=(1—x)". Belalikla,

. . (1_X)n+1
Sx)=|1-x)dx=—-|1-x)dl-x)=———+C,
(0= f-xrax=—fa-xyda-x=-20
burada C - hor hans sabitdir. x =0 oldugda C = S(O)+i = L

n+l n+l
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Belolikla, S(x)= Ll [1— (- x)””].
n+

x =1 olduqda o = ! aliriq.
n+1

85. Bozon 83-84 mosalalorinin hallinds totbiq olunan priyomu bir
deyil, bir neca dofs tatbiq etmok lazim golir.

Ardicil olaraq
f(x)=F'(x)=3(x+a+b)* =3(x+a—b)’* —=3(x—a+b)’ +3(—x+a+b)*,
o(x)=f'(x)=6(x+a+b)—6(x+a-b)—6(x—a+b)—6(—x+a+b)

tapag.

Askardir ki, (D(X) =0. Odur ki, f (X) = J.(p(x)dx = J.O -dx=C,,

yoni, f(x)=C,,burada C, = sabit, C, = f(0)= 24ab.
Indi F (X) -3 baxagq. F(x)= f f(x)dx = '[24abdx = 24abx + C(c = sabit)-

Askardir ki, C = F(0)=0. Beloliklo, F(x) = 24abx .

Elementar yolla bu naticoni do almaq somarasizdir.

86. Forz edok ki, verilmis hor hansi f funksiyasinin yazilisini
sadolosdirmok tolob olunur. 83 mosalasinin halli ilo slagodar baxilan iki
eynigiiclil (1) va (2) miinasibatlori gdsterir ki, f funksiyasinin yazilisini
sadalogdirmak iiciin onun kifayst gqader sado F ibtidai funksiyasina
baxmaq miinasibdir. Buradan alinir: Verilmis f funksiyasinin yazilisini
sadalagdirmak ¢otin olan hallarda avvalca onun F ibtidai funksiyasia

baxmaq vo sadolosdirmok faydali ola bilor; sonra f(X)z F'(X)
eyniliyindon istifado edorok f(X) funksiyasinin daha sado formasini
almaq miimkiin ola bilor. Baxilan eyniliyin sol torafini f(X) ilo isara

edok. f(X) funksiyasini neco sadologdirmok ilk baxigda goriinmiir.

Onun ibtidai funksiyasina baxaq. Ibtidai funksiyani tapmaq veo
sadolosdirmak sads ola bilar:

F(x)= J f(x)dx = .[Siﬂdxﬂ.zsm 2x dx +.[4sin4x dx+J.SSinBX dx = —In|cos x| - In|cos 2| —

COS X C0S 2X c0s4x €0S8x
~Infeos 4x|~ Injcos8x|+ C :_In\sm_ZX. SII:14X _ S|r18x _ sm_16x\ I sm}ﬁx _
\ZSlnx 2sin2x 2sin4x 25|n8x\ 16sin x

=—In[sin16X| + In[sin x| +In16+C
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Indi iso f (X) - 1 asanhqgla  hesablamaq  olar:
f(x)= F’(x)=—16ctg16x + ctgx
Belslikls, baxilan eynilik isbat olundu.
87. qo(x) funksiyasint triqonometrik diisturun totbiqi ilo
sadolosdirmak miioayyon qodor  ¢otindir. (p'(X) ifadasini  do
sadologdirmok asan deyil. Ovvalca ibtidai funksiyani tapmaq sado ola

bilar:

®(x)= _[(p(X)dX = —In|cos x| — Incos(x — 3) - In cos(x +%] +C=

=—In|cos xcos(x—”]cos(x+”]+ C=-In 1cos x(0052x+00527[]+c =
3 3 2 3

=—In

1(cos3x +COS X)— L cosx
4 4

+C =—In\c053x\—ln%+c

= —In%(0053x+cos x)—%cosx

+C = —In|cos:3x| - In%+C
Odur ki, ¢(x) = ®’(x)=3tg3x.

Beloliklo, aldiq ki, tgx + tg(x - %)+ tg(x + %): 3tg3x eyniliyi

dogrudur.

88. n=1 olduqda gostarilon diistur (1+ x)' =1+ x sokilds olur

va agkardir ki, bu dogrudur. Forz edak ki, n = k olduqda baxilan diistur
dogrudur:

1+ %) =CY +Cix+CAx? +..+CP P+ CPxP +...+Clx* (1)
Isbat edok ki, bu sart oldugda verilon baraberlik n =k +1 oldugda

da dogrudur. Bu mogsadlo (1) eyniliyini 0-dan x-o sarhad olmagqla
integrallayaqg:

[@+t)dt=c?1dt+Cy ftdt+..+CP* [tPdt+Cy [t*dt;

0 0 0 0 0

=Cxt
0

2 X X

k+1
+C, L
2

k+1

1+1)<
k+1

+..+Cf
0

X
0

tp
+..+CPt—
p

0 0
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Integrallama sorhadlarini yerino yazdigdan sonra

(1+x)k”—l+ﬂc x+ﬂc X2 +.. +k+1C"’1xp+ +EC" et
1 2 p K+
aling. Lakin (k +1)C2 =C},,, %C& = (k -Zl)k =Cly
k+1 .,y (k+k(k-21)..(k-p+2) ., |
—C/7 = =Cas
p-1-2.(p-1)
(p=12,...k+1)

)k+l

Buradan alinir ki, (1+ x)“** -1 belo yazmaq olar:

I+ X)) =14CL, - X+ C2 X2 +...+C X" + ...+ ClIx

Beloalikla, n =k olduqda verilmis diisturun dogrulugundan alinir
ki, 0 n=k+1 fg¢iin do dogrudur. Tam riyazi induksiya prinsipina
asason verilmis diistur biitiin natural n adadlori iigiin dorudur.

89. 1) Ovvalea SiNX < X(O <X< 00) barabarsizliyin hor torofini 0-
dan Xx-o qodor sorhoddo inteqrallayaq 1 teoremino 9osason
2

jsmtdt<_[tdt vo ya —cost| Et2 vo ya —cosx+1s7

0
XZ
buradan cosx >1— 7 alinir.

2) 1) barabarsizliyindon istifads etmoklo homin 1 teoremins goéra

JCOS tdt > j(l— %tz Pt aliriq, buradan iss tolob olunan alinir.
0

0
X X 2 4
3) 2) halindan fsintat> | (-1 VO Ya —cosx+1>X X almr,
° : 6 2 24

buradan talab olunani yoxlamis olurug.
90. sinx—cosx forqini qiymotlondirmaliyik (asagidan va
yuxaridan). Bu forqi c0s X +sin x funksiyasini inteqrallamagqla almaq

olar. sinx+cosx = \/Esin(x + %) oldugunu noazors almagqla

asanligla miioyyon etmok olar ki, [O;%] parcasinda bu funksiya

236



1<cosx+sinx<2 borabarsizliyini 6doyir. Bu barabarsizliyin
hadlorini 0-dan X-o sorhoddindo inteqrallayib (1 teoremino gors)

Jldt < J(Cost +sint)dt < J.\/Edt dogru  borabarsizliyini  alirig.

Buradan /X < (sint—cost)’ <\ﬂ‘ vo ya X<SinXx-— cosx+1<\/_x

voya X —sinx<1l-cosx< x\/E—sm X alinir.
91. tgx+sinx > 2x borabarsizliyinin hodlorini diferensiallayaq:

NPT V4
S—+C0SX>2 ovvoleo almmig bu borabarsizliyi 0<x<-—-
COS® X 2

oldugda isbat edok. Monfi olmayan ododlorin ododi ortasinin bu
adadlorin handssi ortasindan kigik olmamasi faktindan istifado edok.

O<x< % oldugda O<cosx<l1 odlugundan

+C0SX =2

-COSX =2 i22- 7

+COSX > 2\/
Cos“ X COS X COS” X

cos? x

borabarsizliyine 1 teoremini totbiq edib (0< X<% olduqda)

j’ 1 +cost tzj'Zdt vaya tgx +sin x > 2x aliriq.
cos’t !

0

92.  Ovwvaleo  In(2sinx) > %X(ir —X)— 7—52752 ifadosinin

2
borabarsizliyinin dogrulugunu miioyyanlogdirmok lazimdir. Bu bora-

hadlerinin diferensiallanmasindan alinan ctgx > %— X (% <X< E)

barsizlik dogrudur, ¢iinki tger > o (burada 0 < o < %) dogru borabor-

sizliyinde o = z_ X gotiirsak 0 alinir; bundan slave Ctg —> r_ Z
2 6 2 6

. T T .. T T

Odur ki, alinmis ctgx > 5 X borabarsizliyin hadlorini ry <X< 5

237



sartilo inteqrallasaq jctgtdt>_[(;—t}1t Vo YA ynsintl: >(Zt_;t2] ,
Va Y4 6 i
B B

B

. 1 («x 1., rrx 1z .
Insmx—InE> EX__X 125 2% alariq. Burada iso

sads ¢evirmalar apardiqgdan sonra talab ediloni alariq.
93. Ovvalco baxilan berabarsizliyin hadlerinin  téromasi ii¢lin
alinan analoji borabarsizliyin (X >0 olduqda) dogrulugunu yoxlamaq

1
lummn:1—x+x2—m+x“—x““SI——Sl—x+x2—m+x“.
+ X

Bu ifadoadiki silsilalorin comini tapmagla onu
1_ X2n+2 1 1+ X2n+2
< <
1+x 1+x 1+x
ki, alinmis bu ikiqat barabarsizlik, dogrudur. Onun hadlorini 0-dan x-o

gadar sarhadds inteqrallamagqla talab ediloni alariq.
94. 1) Verilmis miinasibate X-o nazarn tonlik kimi baxaraq yegano

X=2y—l

y—-2

—in yerini doyisib aliriq ki, verilmig funksiyanin torsi homin funksiyanin
Ozuddr.

2) Askardir ki, O noqtosi verilmis funksiyanin tayin oblastina daxil

(x> 0) sokildo yazmagq olar. Askardir

kokiinii tapiriq. (y # 2 olduqda). Alinmis ifadedo do x vo'y

deyildir. x =0 olarsa. Onda y=X+3

ifadesini alirig, x#0. Bu

5y+3
y—-1

gostorisini y;t—g ilo ovaz etmok olar. Ciinki, sag torofdoki kaosr

tonliyi X-a nozoron hall edib X = , X#0 aling. Burada x#0

yalniz y = —g olduqda sifra gevrilir. Indi X vo y —in yerini doyisib

. . . X+ .
verilmis funksiyanin torsi olan y = x+3 X # —g funksiyasini aliriq.
3 e X+3
X # —g gostorisi mithiimdiir: bu gosterisi nozors almadiqda y = v
X J—
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5x+3
x-1

funksiyasinin (verilmis funksiyanin deyil) torsi olan Y=

5x+3
x-1

funksiyasin1 aliriq. Qeyd edok ki, y = , X = —g funksiyasini

2
= M soklinda do yazmagq olar.
(x=1)(5x +3)
3) Verilmis beraborliyi y = XHX| + 2) sakilds yazdiqda aydin olur

ki, métorizodoki ifade X-in biitiin giymetlorindo miisbotdir. Odur ki, X vo
y odadlarinin isaralori eynidir. y >0 iso (belslikls iss x>0) onda

baxilan ifado y = X + 2X sokildo olur. Bu tonliyi X-5 nazeran hall edib
y>0 oldugda x=-1+,1+4y alirnq (kvadrat tonliyin hallinden
alinan ikinci kék X >0 sortini 6domir). Yy <0 olarsa onda baxilan
miinasibat y = —x? + 2x sokilde olur. Bu tenliyi X-o nazeran holl edib
y <0 olduqgda x = 1—\/]j alirig. Beloliklo y = X|X| + 2X tonliyinin

-1+,1+vy, y >0 oldugda

—41-y, y<0 oldugda

sokildadir. Burada X-lo y-in yerini doyisib baxilan funksiyanin torsini

{—l+ 1+ X, x>0 oldugda
aling: y =

1-+/1-x, x<0 oldugda

95. x:y qismati 2-don bdyiik olarsa, onda x-do 2-don bdyiik olar.
Onda verilmis tonliyin sol torafi on az1 besroqomli odad olar. Digor
torofdon bu gismot 1-do borabor deyil. Odur ki, x:y=2. indi xy

X-9 nozoron hslli birqiymatlidir vo X :{

adadinin {21, 42,63, 84} ¢oxluguna daxil olmasi halina baxmaq qalir.
Bilavasito yoxlamagla alirq ki, X_y =63, buradan
X=6,y=32=91t=6,n=9.

2++2+a < 1

— sokilde yazaq.
2-a 3 v

Askardir ki, a<?2 (bunu, mosolon riyazi induksiya metodu ilo
asanligla isbat etmok olar)

96. Verilmis barabarsizliyi
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Sonuncu barabarsizliyi 3va+2 >a+4 sokildo yazib, har torafi
kvadrata yiiksoldib sadolosdirdikdon sonra a’—-a—-2<0 vo
—l<a<?2 alirnig. Sonuncu borabarsizlik iso bildiyimizo goro
dogrudur.

97. Forz edok ki, f axtarilan funksiyadir; Onda [0;+ <>°)

intervalinda onun ikinci téromosi X -9 borabar olar, beloliklo iso onun
2

X . . .
birinci téromasi 7+a sokildadir. Odur ki, (0;+<>0) intervalinda

3
f(x)= % +ax+b (1), burada a,b hor hansi hagiqi adadlordir. Elaco

3
do (~o0;0) intervalinda f (x)= % +cx+d (2) diisturunu alirg. Indi

a,b,c,d ododlorini elo segmok lazimdir ki, f funksiyasinin O

noqtesindo iki téromosi olsun. f funksiyasi O noqtesindo kosilmoyon
oldugundan X =0 oldugda (1) vo (2) disturlarindan eyni qiymat

almmalidir, buradan b=d boraborliyi almir. Sonra (O;+<>°) Vo

(— oo;O) araliglarinda, f funksiyasinin téromolori uygun olaraq
2 2

’ X 7 X . . . . o1 . .

f (x)=?+a, f (X):—?-FC sokildadir. O ndqtesinda ikinci

téromonin varligi {iclin birinci téromonin bu ndqtods kosilmoz olmasi

lazimdir. Odur ki, (yuxarida deyilono baxmali) a = C beraborliyi alinir.
3

%+ ax+b, x>0 oldugda

Belaliklo, axtarilan funksiya f(x): ;

—%+ax+b, x < 0 oldugda

voya f(x):%x2|x|+ax+b

98. Askardir ki, x#1. Xx=2 iso onda y+2z cominin kvadrat1 2

ilo baslayan ticraqamli adaddir, bu adadlar isa 225, 256 va ya 289 ola
bilor. Lakin baxilan beraborlik yalmiz 3-cii halda 06denilir; onda
Xx=2,y=8,z=9 x=3 olarsa, onda y+z cominin kubu 3 ilo
baslayan iligrogomli odaddir, bu iss yalniz 343 ola bilor. Buradan
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x=3,y=4,z=3 alinq. x=4 olarsa y+ z cominin 4-cii doracodon
qiivvati 3 ilo baglayan ligroqamli adad olmalidir, bu iso miimkiin deyil.
Eyni qayda ilo gostarilir ki, X adadi 5, 6 va s. ola bilmaz.
99. Ovvoalco isbat edok ki, [2; 3] parcasinda f (X) > g(x)
borabarsizliyi dogrudur.
(ax? 1) e x+2)-(Bx? +1fx* —x+2) 4x° -4
f(x)-g(x)= 3 3 =15 3
(x —x+2)(x +x+2) (x —x+2)(x +X+2
Onda axtarilan saho

)>O

j(?’:z_l)dx—j(?’fz”)dx = o —x+2[ ~Inj +x+2 || =In26-In8-In32+In12 =
XT=X+2 5 X +X+2 2 2

2612 | 39

8-32 32
100. Verilmis beraborlikds t=2x+1 ovoz edib onu

f(t)= f(%) sokilda yazaq. Bunu ixtiyari ze R adadi tigtin nozaors

2

alib
z-1

- (e ey (5

aling. Onda f inikasi kasilmaz oldugundan

|imf(z‘§:”)=|imf(—1+z;l)= f(-1), belo ki, f(z)=f(-1)

Nn—eco n—eo

sabit funksiyadir.

4 4
101, f(x)= M = (2 - E) L funksiyasina baxaq.

x5 X ) x?

[1; + oo) araliginda onun monotonlugunu va ekstremumunu aragdiraq:

A e e e N A

X X X X X X X X X X X
Bizi maraqlandiran araligda X =15 olduqda téromo sifir olur.

xe [t 1,5) iso f’(x)> 0, yoni f funksiyasi artir; X € (1,5;0) iso, onda
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f '(X) <0, yoni baxilan f funksiyasi azalir. Beloliklo, x =1,5 oldugda f

10
funksiyast maksimumun qiymotini alir. f (1) =1 f (1,5) = é— =14,

f(Z) gi =125 olduguna diqgoet etmoklo funksiyanin toqribi

grafikini aliriq ($akil 60).
Sonra tapiriq:

4 4 4 4 5%
1+3—6+5—6+7—5+...+M+ <l+—+J 2—1 —d —2+£+1 2—l
2> 3 4 n 6 X

_,, 17,32 1(3Y _. 85+128 243 __ 85+128-166 _. 47 _,
64 5 5{2 320 160 320 320
1 1 1 . .
102. —; " = 5~ 3 oldugundan inteqral altindaki
X*+5X+6 X+2 X+
funksiya
1 .1 2 1 .1 2 2
(x+2)?  (x+3) (x+2)(x+3) (x+2)* (x+3)* x+2 x+3
-ya axtarilan inteqral iso
todxt o odx t2dx pa2dx 1 [ 1 |
£x+2 +! x+3)° J.x+3) -[(x+2)+-([m__m0_m0_2|n(x+21°+
+ 2In(x+3)\0 —L1i2m8-0 boraber
4 9
olar. o’
103. f(x)=%x+1+¥1-x,
€ (— 1 1) funksiyasina baxagq.
, 1 1
f (x): ' 2
(3«/1+x) (31—x) //>
toromasi yegana O noqtasinds sifira
borabor oldugundan vo bu ndqtodo 7\
isarasini miisbatdonmonfiys doyis-
diyinden O ndqtesi f funksiyasimin .
maksimum ndqtesidir. Beloliklo ©| ' 2 7 47

Sakil 60
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3 3
f(0)> f %} yoni 3\/1+\/§ +3\/1_‘/§ < 2, buradan sado ¢evirmodon
3 3 3

sonra baxilan barabarsizliyi aliriq.
1 1.2. n-n-
104, a:Q:123...n<1nnn:£ ve 4 >0

" n n" n" n "

oldugundan 0 <lima, < Iimi, odur ki, lima, =0.

n—eo n—e N N—co
105. X, x* =1 vo x® —1 ifadolorini uygun olaraq a, b, ¢ il isara
edok. Sistemo daxil olan Dberabarsizliklori ¢evirmoklo onu

( D+(x* -2)x* -1+ x(x* ~1)>0

$_1+x°-1+x>0
x(xZ ~1)x*-1)>0
boraborsizliklor sistemini p=a+b+c>0,g=ab+bc+ac>0, z=abc>0
soklindo yaza bilorik. Onda a,b,c t°—pt®>+qt—z=0 tonliyinin
kokiidiir. Askardir ki, bu tonliyin monfi kékii yoxdur, odur ki, a,b,c

sokilds yazmaq olar. Onda verilmis

ifadolori miisbotdir, yoni X >0,x*=1>0, x> —1>0. Buradan iso
verilmis sistemin (1; 00) hallini alirng.
106. Verilmis tonliklori toplasaq veo ¢ixsaq onunla eynigiiclii

x+y( -y ) JI-x2+y? (a+h)
(x—y)(1+\/x -y )=\/1—x2+y2 (a—b)

Alinmig  sistemin tonliklorin  sag vo sol toroflorini  vurub

x? —y? =a® —b? (2) tapiriq. Sonuncu baraborliyi (1) nazora alib onu

(a+bWil-a®+b?

(1) sistemini alarq.

X+y= —
belo yazmagq olar: 1-+va‘-b
ey

1++/a% —-b?

Alinmig sistemin tonliklorini toraf-torafs toplayib ve ¢ixsaq

a+bva®-b® b+ava®-b?

X cavabim alariq. 0<a’®—-b* <1
V1-a’+b?  1-a’+b?
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olduqda sistemin holli vardir. Parametra goro arasdirmaya sagirdlorin
diqgatini xiisusi colb etmok lazimdir. Sistemin holli ilo olagodar
aparilan miihakims “+” qiymetlondirmoni almaq iiciin kifayot hesab

edirik, lakin ciddi desok Xx®—y?® -ni a*—b? ilo ovoz etmoklo biz

yalniz verilmis sistemin naticasini aliriq. Bununla bels cavabda alinan
diisturlar tamamilo verilmis tonliklordoki kimi oldugundan (X avozindo
a, Yy avazinds -b), onlardan 6z névbasinds (2) barabarliyini do almaq va
torsino verilmis sistemo qayitmaq olar; bu “dénms” yoxlamani ovoz
edir. Bununla da verilmis sistem hoallinin yoxlanilmasinin bir disulunu
da sagirdlora Oyrotmis olurug. Bu mosalads ortiilii sakilde Eynsteynin

, X—t = t_&/

)

nisbilik nazariyyssindon alinan Lorens ¢evirmosi istirak edir. Bu
cevirma haqqinda verilon sistemin holline aid miihakims ilo kifa-
yotlonmoak olar.

107. Verilmis tonliyi (xzy'), =-1 sokildo yazaq. Buradan
x’y'=-x+C voya y’:—%+%. Onda y:—lnx—§+C1 (2).
Beloliklo, biitiin axtarilan funksiyal);r (1) diisturu ilo verilir, burada C
va C, - ixtiyari hoqiqi ododlordir.

108. y :%Iog9 X ovozlomosindon istifade edok, onda x =9%.
Bu qiymseti verilmis tonlikdo yerino yazib log,, (9y +3y)= y vo ya

9¥ +3Y =12 alinq. Askardir ki, bu tonliyin koki y=1 -dir.
Asanligla gostormok olar ki, basqa hall yoxdur. Dogrudan da tenliyin

3Y 1Y y y
hor torofini 12Y-9 bolib | — | +| = | =1 aling. _(3 1
() (5] 2 e w03 3)

funksiyas1 azalandir, odur ki, y=1 qiymstini yalmiz bir dofo alir.
Verilmis tonliyin kokii x =81 -dir.
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_u2? 2 2 2 s s
109, X, + X, + X, +...4+ X, =Xy + X, +X; +...+ X, , tonliyini
hall etmak lazimdir. Burada X, = XMy, X, = XgMy, X3 = XoM, ey X,y = XM,
(2) avozlomosindon istifado etmok olar. Bunlar1 (1)-do yerino yazib
_v2 2n2 2,n2 22
Xg + XoMy + XoM, +...+ XM, ; = X5 +Xgm, + XM +...+ Xgm.
vaya
2 2 2 2
Xo@+my+m +.+m ) =x20+mZ +mZ+...+m?,)
_ 1+my+m +..+m
2 2 2
1+m;+m; +m

X, alirng. Sonra X, - qiymatini (2)

borabarliklorinds yerino yazib X, X,,...,X, ;-1 tapiriq. Demoali n -

-1 e e . .
=Y x2 tenliyinin holli X, = =l i=0L2.n-1
i=0

machullu ni X
i=0

m, =1 dir. Riyaziyyat hovaskarlar1 bu {imumi naticoys bir sira xiisusi
hallarin ~ agilli  sorhi  noticesinde  golmiglor [27]. Masalon
a’+b?=a+b (3) vo a’+b?+c?’=a+b+c (4) tonliklorinin
agilli sorhi diizbucaqli {igbucaqda hipotenuzun kvadrati katetlorin
coming, diizbucaqli paralelepipedin diaqonalinin kvadrati onun ii¢
tilinin comino borabardir noticosi (3) vo (4) tonliklorinin miisbat
rasional ododlor ¢coxlugunda eyni bir sado priyomla hallinin alinmasina
(baxilan {imumi halda oldugu kimi) sabab olmusdur. Dogrudan da (3)
tonliyi liglin homiso a =bm gotiirmak olar. Bunu homin tonlikda
m(1+m) o 1t
1+m? 1+ m?
miisbat rasional adaddir. Bununla Pifaqor teoreminin miisbat rasional

yerinoe yazib a = aliriq, burada m — ixtiyari

adadlar ¢oxlugunda yuxarida gostarilon ifadasi alinir. Masolon m = —

vo m =% oldugda bels xiisusi hallardan ikisi alinir. b=ma, ¢c=na

1+m+n mil+m+n
gbtiirmoklo  (4) tenliyinn a=—-——-, b :%,
1+m°+n 1+m*+n
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oo n(Ll+m+n)
1+m?+n’
miisbat rasional adadlordir.

Belolikla (1) tonliyinin hoallini (3) va (4) tenliklori hollorinin n
mochul li¢lin tobii imumilagdirilmasi naticasinds do almaq olar. Lakin
tolim prosesinds vaxta qonast etmok moagsadils (1)-in hallinden sonra
(3) vo (4) —iin hollino baxmaq daha maqsedouygundur. Bundan sonra
Pifaqor teoremi va diizbucaqli paralelepipedin diaqonali haqqinda
teoremin uygun ifadesini vermak faydalidir.

imumi hoallari diisturlart alinir, burada m,n - ixtiyari

’
’

110. Ardicil olaraq y——%:xz—iz, (y’-i) =X2—i
X X X X
3
y1-X . 1.ccer),
X 3 X
4 5 2

X X cX
=—+cX+1l y=—+—+Xx+¢, (Cc,C, € R) aling.
V= V=Tt , (c.c,e R) aling

111. (0;1) arahgnda 0< Sin% <§ borabarsizliyi  dogru

2 2
L, XX X
oldugundan sin? 5 < T buradan cosx >1— > > 0. Beloliklo,

tox F2X o oY
;!.cosxdx<;!.2—x2dx_ In(2 x]O_InZ

alinir ki, bunu da isbat etmok tolob g
olunurdu.
112. S, sahosi ADEO diizbucag-

lisinin sahasi ilo ayrixatli ADO trape-
Siy?(s'll ) 1sahssinin forqino  borabordir . - Allﬁl

oki :
skien i

S, =t-t" —fx”dx =—t".

5 n+1 5 B R

Analoji olarag Sakil 61

1 ntn+1 1 .
S, = [x"dx—(@-th" = ———t"+—
z -,'. n+1 n+1
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Beloliklo, S =S, +S, = ﬂtmr1 —t" +L. Askardir ki, S” yalniz
n+1 n+l

t:% olduqda sifira berabordir vo bu nodqtads isaresini monfiden

miisbato doyisir. Demoli S funksiyasl on ki¢ik qiymatini t :% olduqgda

alir.
113. Ovvalki masalodo oldugu kimi Sl(t)=(t—a)f(t)—j'f(x)dx’

S,(t)= f f(x)dx—(b—t)f(t) s@)=s,(t)+S,t)=(2t—a—b)f (t)—j f (x)dx+j‘. f(x)dx "

a

Nyuton-Leybnis dusturundan almir ki, (

0 e
—h
—
X
~—
o
x
N——oo
Il
—
—
~—

U f (x)dx] =-f(t)onda  s'(t)=(2t—a—b)f"t)+2f(t)- F(t)- f(t)=(2t—a—b)f(t)-

a+b

f'(t)>0 oldugundan t = oldugda S’(t)=0 vo bu néqtodo
isarosini monfidon miisboto doyisir. Odur ki, S funksiyast on kigik

. .. a+
giymatini t =

olduqda alir.

114. f(x)=sin’ 2x+%cos4x+25in2 X +C0s2x funksiyasmnin

toromasini tapaq:
/(x) = 4sin 2xc0s 2X — 25in 4x + 4sin XCOS X — 28in 2X = 2sin 4X — 25in 4x + 2sin 2x — 2sin2x = 0

f'(X)z 0 oldugundan, f(X) funksiyas1 R ¢oxlugunda sabitdir.
Onun ixtiyari ndqtads giymatini tapaq. Baxilan halda x =0 gdtiirmak

daha munasibdir. f(0)= g Eynilik isbat olundu.

115. Verilmis funksiyani ¢evirak:
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F(x)= (sin5x +sin3x)— (sin3x +sin x)+sinx _ 2sin4x _ 2sin 2x . sinx

5 >— =8sinxcos2x —
cos® X COS X COSX  COS” X
. sin x 1, . . . sin x . . sin x
—4sinx+—; =8 =(—sinx+sin3x)—4sin x + =4sin3x—8sin X+ —
S° X 2 COS* X Cos” X

; F(x)= 3 083X +8C0S X+ ———+C
4 COS X

116 A 25in25+25in£c055 ZSinl Sinlﬁ'cosl
" (L-cosx)+sinx _ 2 279 217 2 2
(1+cos x) +sin x

T
xe|-=,=|.
5%)

. . . X
Buradan goriniir ki, verilmis funksiyanin tok olmasi th

X
= = g,
Zcoszg+25in§cosg 2cos)2((sinx+cosx) 2

funksiyasinin tok olmasindan alinir.
117. Tanliyin sol torafini

R R O ) e - |
X=Xy | o X=Xy | Ao Xy =Xy | Ao Xy | A X 2% |+
2 4 3 6 4 8 5 10 6
LA VIR KX (VA I (- R
1207777 ) "1l ") T1sl ™ 9] Y

2 6 7 8
Xy :Elexz =§X31--"X6 :7X7'X7 =§X8’ Xg 25 aling,

buradan X, =g,ke{l,2,...,8}. Yoni X, molum oldugunda

78 7 5 6 7 6

X; =—-—=—, X, mdlum oldugundan X, = —-—=— vas. tapilir.
89 9 7

118. Giiman edirik ki, kokiin altindaki ifadelor monfi deyil. iki

—

p= (1; 1 l) vo (= (\/4a +1;\/4b +1; \/4C +1 ) vektorlarina baxaq.

- - 2 - =
Kosi-Bunyakovski teoremina goro, (p, q) <p?,q° voya

(VAa+1+Ab+1++ac+1) <3(4a+1+4b+1+4c+1)=3(4a+4b+4c+3)=3.7=21
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119. x-i doyison y vo z-i sabit hesab etmoklo verilmis ifadoni
f(x)-lo isaro edorok )=y 2" -2y+2=2xz-y)+y* 2" =(y-2ly+2-2)
aling. Odur ki, f=(y—z)(y+z)x—x?)+C, burada C-ixtiyari
sabitdir, basqa sozlo baxilan halda Yy Z parametrlorindon asili ifadadir.
C-ni tapmaq Ucln x(y?—z2)+y(z? —x?)+z2(x* = y?)=(y—2)(y + 2)x—x?)+C
eyniliyindo x =0 gbtiirok, onda yz* —zy® = ¢ odur ki,
f=(y—2(y+z=x)x=y2)==(y=2)x* = (y + 2)x+ yz) =~(y = 2)(x = y)(x - 2)

Qeyd edok ki, sonuncu ¢evirmoads iighodlinin vuruqlarina ayrilmasl
Viyet teoremino osaslandi. Baxilan masaloni onun X-9 nazoron kvadrat
tichadli olmasindan istifados edorok tdromoni totbiq etmoadon do hall
etmoak olar. Sonraki masalods do verilmis ifads X-o nozeran kvadrat
tichadlidir, lakin onu askar sokildo gdstermak ligiin bir godar miirakkab
¢evirmo aparmaq lazim golir, lakin tSromeni totbiq etmokls vuruglara

ayirmagi daha asanligla yerino yetirmoak olur.
120. ¢ dayisoni baxilan ifadays an az deracadon daxil oldugundan

ona f(c) funksiyasi kimi baxib
f(c)=—-2(a—c)(a® +b? )+ 2b(ad —bc) = —2a® — 2ab? + 2a’c + 2b’c + 2abd — 2b’c =
=2alac—b? +bd —a?)

aling. Odur ki, f(c)=(ac—b?+bd—a?)’ +C,. Burada C, -
yalniz a,b,d -don asil ixtiyari sabitdir.
((a—c)2 +(b—d)2)(a2 +b?)—(ad —bc)® = (ac—b® +bd —a?)’ +C,
eyniliyinds ¢ = a gotlrib
C,=(b-d)*(a*+b?)—a’(b—d)* —(~b+bd)* =(b—d)*(a®> +b> —a® —b?)=0

aliriq.

Beloliklo, verilmis ifado (ac+bd —a? —b? )’ - na borabordir,

121. y-i sabit hesab edorok verilmis ifadoni f (X) -la isara edib
f/(x) = —sin2x —sin(x + y)+2cos y(sin xcos(x + y)+cos xsin(x + y)) = =2sin(2x + y)cos y +

+2c0sysin(2x+y)=0 aliriq. Odur ki, f (X) =C . Bu eynilikdo X :%— y

g6tiriib ¢ =sin? y aliriq. Belolikls, verilmis ifado sin® y-o barabordir.
Qeyd edok ki, C inteqral sabitini tapmaq Ugiin diferensiallanmanin
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aparildig1 doyiseni elo qeyd etmok lazimdir daha sads ¢evirmo aparmaq
lazim golsin.

122. Verilmis ifadoni f (a) il isaro edib
f’(a)=3((a+b+c)2 —(a+b-c)i+(@-b-c) —(a—b+c)2)=3(2(a+b)- 2c+2(a—b)(-2c))=
= 24bc, f(a)=24abc+C,

C,=f(0)=(b+c)’—(b-c)’—(b+c)’—(c—b)’ =0 aliriq. Belo-
likla, baxilan ifado 24abc -yo borabardir.

123. Verilmis ifadoni f(X) -lo isaro edib
f(x)=3(x+y)’ +3(x+2)* =3(y + z)(x+ 2)=3(y + z)(x + y) = 3(2)(2 +2xy +2xz+Yy? +2° —
—2xy—2xz-2yz—122 —y?)=3(2x* —2y?) alinq, buradan f(x)=2x°-6xyz+C
vo X =0 olduqda bu eynilikdon ¢ = (y+2)% +y® + 23 - 3xyz(y + 2) = 2y° + 228
aliriq. Belaliklo, f = 2(X3 +y3z° —3xyz).

124. 1 COS— = —z—cos— oldugundan limitin altindak1
2n

nia T2

ifada [O;%:l inteqrallama pargasint n borabar hissays bdlmakle

y =cosx funksiyasinin inteqral cominin —-yo hasilino berabordir.
VA

2
Odur ki, axtarilan limit EJ cos xdx = — -ys borabardir.
T 0

3
. X
125. Ixtiyari x >0 Ugln arctgx = X 3 barabarsizliyi ddanilir.

Dogrudan da bu barabarsizliyin sol va sag toraflorinin forqinin téromasi
monfi feyil, odur ki, bu forq 0-a barabar olan an kigik qiymetini x =0

3

oldugda alir. Beloalikla, jar_ctgx dx > j X ?dx _ j 1- x* X = 8.
o Sinx 5 X 5 3 9

126. Askardir ki, -3 va -5 bu tonliyin kdkloridir. Onun diger
koklorini tapmaq liglin Yy = X+ 4 ovozlomoasini aparaq, onda tonlik

(y—2)2 +(y—1)3 +y*=2voya y'+y*—2y? —y+1=0 soklino
diisor. 1 vo -1 alinmis bu tonliyin kokloridir; bu lazimi qruplasdirmani
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tapmaga komeok edir: y*+y®-2y*—y+1= yz(y2 + y—2)—

~(y-1)=y*(y-2)y+2)-(y-1)=(y-1y> + 2y -1)= (y -1y +2)y* + y-1)
. Bundan sonra verilmis tonliyin qalan iki kokiinii asanligla tapmaq

olarr  y*+y-1=0, yl:#, yzz_l;z\/g. Onda
9+4/5 ~9+45
X, =— L Xy = ————.
2 2
127. Verilmis funksiyani f(x) e X

) 1) x@ex)  x)” B @+ x?)
sokilde gostarak. Ikinci toplananin ibtidai funksiyasini asanligla tapmaq
olar, birinci toplanan iso f (X) sokildadir, lakin burada 1+ x* ikihadlisi
qiivvatinin deracasi bir vahid azdir, odur ki, onu da analoji qaydada

cevirmok miimkiindiir. Bu prosesi davam etdirmoklo
f(x)= L X - X - —X2 barabarliyini
X 1+x° (1+x°) L+x3)™
aliriq. Belaliklo f (X) -in ibtidai funksiyasi
1 1 1 1
F(x)=Inx==In{l+x®)+ + ot —+C
3 aex) 31+x°) " 6L+ x) 3n-1a+x°)"

sakildadir.
128. Askardir ki, -1 vo 2 verilmis tonliyin kokloridir, onun basqa
kokii olmadigini gostormok lazimdir. Dogrdudan da bu tonliyin ii¢ kokii

olsa idi, onda 3*** —26x —29 funksiyasi ii¢ ndqtoda sifira borabor
olardi, bu halda iso onun f’(x)=3*"?In3—26 toromosinin Roll
teoremino gora [28, IT, soh 225] on az1 iki kokii olardi. Lakin askardir
ki, f'(X) artan funksiyadir vo birden c¢ox olmayan ndqtads sifira
barabar olar.

2

129. Sistemin birinci tonliyini (x —1)° +(y—§) +(z-2) =1
sokildo yazmaq olar, buradan goriiniir ki, O radiusu 1 vo morkazi
C(l,%,Z) noqtesinda olan sferanin tonliyidir. C ndqtesindon sistemin

ikinci tonliyi ilo verilon miistoviya qodor masafo 1-o0 borabardir.
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Belalikla, verilmis sistemin sferanin miistoviye M toxunma noqtasinden
ibarat yegans holli vardir. Askardir ki, M noqtosi miistovi ilo yonoaldici

vektoru (3, — 4,12) olan, C noqtesindon kegan diiz xattin kosismasidir,

1
: . . x-1 Y75 z-2 ,
demoli bu noqtenin koordinatlar = = tonliklor
3 -4 12
3X—4y+12z2 =12
sisteminin hallidir. Bu sistemdon X = E, y= E, X = — aliriq.
13 26 13
130.  Verilmis  tonliyi  +X®+24 —/x® +12 =3x +8,

12
VXE +24 +/x% +12

barabarliyin sol torofi azalan sag torafi iso artan funksiyadir, odur ki,
onun birdon ¢ox kokii ola bilmaz. Digor torafdon askardir ki, X = —2
bu tonliyin kokiidiir. Belaliklo, verilmis tonliyin yegans X = —2 halli
vardir.

131. Inteqralin altindaki kosrin suratini

=3X+8 soklindo yazmaq olar. Sonuncu

2sin x+3cos x = a(2cos x +3sin x)+ +b(2cosx +3sinx) sokildo
gostorak. Onda a vo b -ni toyin etmok ti¢iin 3a—2b =2, 2a+3b =3

tonliklor sistemini vo buradan a = E, b= % aliriq. Beloalikla,

?Zsmx+3cosx 112 5(2cos x + 3sin x) i
2c0s X + 3sin x 13 2c0s X +3sin x

67r+5|n§
2

1 . z
=—(67r+5In(2cosx+3sinx)) |2 =
13( " ( ) ‘0 13

132. Malumdur ki, ixtiyari par¢ada miisbat funksiyanin miisyyan

inteqrali miisbotdir, Odur ki, _|'(a0+alcos><+a2 COS2X +...+a, CosNX)dx = a,7 + (a, sin X+
+a2 SiN2X+...+ 21 sin nx \ =a,7>0" onda g >0.
n

bt

b b
133. x = —t ovoz edok, onda A= Jafx(x) dx=—] ) g J'atf Ot

~t
La+1 ra +1 ba +1
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Odur ki, 2a= j' f(x) dx + j'axf(x)dx = 'b[f(x)dx = Zif(x)dXv

a‘+1 Sat+l

b
b b
2A=2[ f(x)dx, Onda A= [ f(x)dx.
0 0

134. Asanligla isbat edilon a'°%° =b'"%° boraborliyindon (hor
torafi loqariflamaqla) istifado etmoklo verilmis tonliyi c¢evirak:
909 % — x2.3100x _glog:x = 30X _y2_1  Sonuncu borabarlikdo

y y
log, Xx=y ovoz edib 3’ +1=4" vo ya (%] +(%) =1 alirq.

Askardir ki, sol terof azalan funksiya oldugundan sonuncu tenliyin
yegana y =1 kokii vardir. Onda l0og, X =1, x=2. Demali, verilmis
tonliyin yegana x = 2 kokii vardir.

135. a= (x”, y”,Z”), b= (X”*l, y"+1,2”+1) isaro edok. Onda

5‘ = ‘5‘ = \/§ , ab= 3, buradan alinir

verilmis sistem o demokdir ki,

ki, a vo b vektorlari arasindaki bucaq 0-dir, odur ki, a=b. Beloliklo,
X" =x""t y" =y"™ z" =z"". Sonra iso buradan almir ki, sistemin
yegano holli (1;1;1) dir.

e~ cos xdx

- sokildo
1+ ore ™ (cos x —sin x)

T
n
136. Verilmis inteqrali J :J
0

yazib t =1+ e (cos X —sin x) ovoz edok, onda
dt = e ™ (—sin x — cos x)dx — xe ™ (cos x —sin x)dx = —2aze ™ cos xdx ,
1
i:_imtr :i]n(1+a)
o, 2at 200 200

137. Verilmig tonliyin sol torafi Xx=0 oldugda monfi, x=2
olduqda iso miisbatdir. Belsliklo 0 va 2 arasinda tenliyin kokii vardir.

J=

l+o

indi verilmis tonliyi 12x? + 6x = 4 + iz + 3—431 soklindes yazib aliriq ki,
X X

X >0 oldugda bu tonliyin sol torafi artir, sag torafi iso azalir, odur
baxilan tonliyin yegana kokii vardir.
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138. y=‘/x+% ovaz edak. Onda x:yz—%, y =0 vo sonra

, 1 , 1 , 1 1Y
y—Z— y+z+y—a, y—Z+ y+§ =a,

2
(y_%Iy+%)+y+%:a, (y+%) =a aliriq. y=>0

1

oldugundan a<% oldugda sonuncu tonliyin kokii yoxdur, aZZ

olduqda iss yegano Yy = \/E —% kokii vardir. Buradan alinir ki, a < %

olduqda verilmis tonliyin kokii yoxdur, a > % olduqdaisa x=a— Ja
kokii vardir.
139. Askardir ki, 0< x<1 oldugda 0<x"(1+e™)<2x", odur

1
ki, 0<a, SJZX”dX: 2_ lim 2 =0, belaliklo lima, =0.
0

n+1 n>=n+1 n—ee
140. Asanligla miioyyon etmok olar ki, a>0,b >0 olduqda
a®+b® > ab(a+Db). Odur ki, verilmis borabarsizliyin sol torofindoki

birinci toplanan -don ki¢ik vo ya barabordir. Odur ki,

ab(a+b+c)

biitovliikda sol toraf # i+i+i :L comini agmir.
a+b+clab bc ca) abc

Bunu da isbat etmak talab olunurdu.

141. g = (X,l), B = (\/1+ X,v3— X) vektorlarina baxaq. Onda

-

a

-

b| sokilds yazmaq olar. Bu baraborlik yalniz

verilmis tonliyi a-b =

- =
a,b vektorlarinin koordinatlar1 miitonasib olduqda 6donilir. x =0
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J1+X

X
sokilde yazmaq miinasibdir. Bu tenlikdon x® —3x* +x+1=0, x>0,
(X—l)(X2 - 2X—1): 0, X, =1vo x, =1++/2 almr.
142. Verilmig ifadenin hor torafini kvadrata yiiksaldib, iki adad
iiciin odadi orta il handasi orta arasindaki barabarsizliyi totbiq edorak

2,2 2,2 22 2,2 2,2 2,2 2,2
pZ:XZ+y§+Z)2(+2x2+2y2+222:£Xy+2)2( +12>2<+y§ +
z X y 2\ 2 y 2( vy X

tonliyin kokii olmadigindan miitonasiblik sortini =4/3—X

2| x? z?

1( v272  x2y?2
+_(y_+ Y ly2>x2 +y2+2z2+2=3, p=+/3 alingq.
Demoli \/§ axtarilan an kigik qiymatdir.
143. Ikinci tonliyi i-o vurub birinci ilo toplasaq, onda kompleks

mochullu a=u+4¢ tonliyini alariq, burada a, u, ¢# kompleks
ododlorinin - modulu 1, arqumentlori iso A, A+ X, A+ y-dir.

a=u-+2 borabarliyi onu gostorir ki, U vo ¢} vektorlar1 arasindaki

bucag 120°-dir vo a vektoru onlar arasindaki bucagin tonboloni

iizorinda yerlosir. Odur ki, A-x=A+ % + 2k,

A+y=Ai%+2I75,buradan x=i%+2k7z, y=¢%+2l7z.

144. Malumdur ki, f funksiyasi [a, b] parcasinda toyin olunmus vo

monotondursa va ya parcasinin daxilindo ekstremumlardan biri
vardirsa, onda minimum halinda on bdyiik qiymetini par¢anin uclarinda
(A xassasi), maksimum halinda iss on kigik qiymotini parganin
uclarinda alir (B xassasi). Funksiyanin bu xassesindon bir sira statdar
olmayan borabarsizliklorin, o ciimlodon baxdigimiz barabarsizliyin
isbatinda istifads etmak olar.

[0,1]] parcasinda f(x)=x*(1-b)—c’x+b? +c? —b%c-1
funksiyasina baxaq. Burada boraborsizliyo daxil olan a-ya doyigson X
kimi baxirig. Onda f’(x)=2(1—b)x—C?. b#1iso f’(x) artir, odur
ki, f(X) funksiyas1 A xassosino malikdir vo on kigik giymatini [0;1]
parcasinin uclarinda alir.
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f(0)=b?+c? —b%*c—-1=(1-c)b?-(1+c))<0,
f)=1-b—-c?+b*+c?—b’c—1=b(b-1)-b%c<0
Belaliklo, [0;1] parcasinda f(x)<0, odur ki, f(a)<0. b=1
halinda isbat analoji aparilir.

145. Ovvalki borabarsizliyin isbatinda totbiq edilon metoddan
istifado etmok moqsodouygundur. Burada da a parametrini doyison

b,c-ni iso sabit hesab edok. [O; l] parcasinda
X b C
f(x)= + + +(1-x)1-b)1-c
(x) b+c+1 c+x+1 x+b+1 (1-xj1-b)-c)
funksiyasina baxaq. Onun téromosini tapaq. Bu tdromo

b c
f(x)=d- —
) (c+x+1)° (x+b+1)?
Askardir ki, f'(X) funksiyasi [0;1] parcasinda artan funksiyadir. Odur

olur, burada d = sabitdir.

ki, f(X) funksiyas1 144-do gostorilon A xassasini ddayir, yoni on
boyiik qiymatini 0 vo ya 1 ndqtasinds alir. Faktik olaraq isbat edildi ki,
f (a) on bdyiik qiymotini 0 vo ya 1 ndqtosindo alir. Indi a-nin 0 vo ya
1 noqgtesindoki qiymetini qeyd etsok, onda berabarsizliyin sol
torafindoki ifads b -nin funksiyasi kimi on bdyiik qiymstini b =0 vo ya
b =1 olduqda alar. a vo b-in [0;1] pargasinin uclarindaki giymatini
geyd etsok, onda bizi maraglandiran ifads an boyiik qiymatini ¢ =0 va
ya ¢ =1 olduqda alar. Baxilan ifado a,b vo C-ys nozoron simmetrik
oldugundan onlarin qiymotlorinde boraborliyin = 6donildiyi  doérd
(0;0;0), (O;O;l), (0;1; 1) vo (1;1; 1) yi@ima (nabora) baxmaq galir.

Bununla da barabarsizlik isbat olunur.

X% +1

146. Asanligla yoxlamaq olar ki,

barabarsizliyi
X

X
t t 2
dx X +1)dx
Odanilir, buradan iso t >1 olduqgda j—< j(z—z)d alinir. Lakin
X
1

1

J%:Int, jx +1)dx I( L1 }szxz—lrztz—l.
X 1 2 2x? 2X 2t

1 L
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2

Belolikla Int < t

, buradan t:E oldugda isbati talob olunan
a

borabarsizliyi aliriq.

147. Molumdur ki, S,(n),S,(n),..., SH(n) molum olduqda
Sk(n) =1"+2"+..+n* (ne N, ke N) comini hesablamaq olar. Bu
sul F(X)=(x=1)x2+x*+..4+x") vo ya F(x)=x""—x?
coxhadlisinin uygun tdromslorini tapmagqla olagadardir. Burada iki

xiisusi hala baxiriq:

n
1) S,(n)= Zm (k =1) comini tapaq. F(x) funksiyasmm ikinci
m=1
tortib tdromasini tapaq:

2(2x+3x2+...+nx“’1)+(x—l)(2~1+3‘2‘x+...+ n(a—l)x“’z):(n+1)nx”’1—2 1)
(1) eyniliyindo x =1 g6tlrib 2(2+3+...+n): n(n +1)—2 Vo
ya Sl(n) = @ (2) aling.

2) Indi Sz(n):i‘m2 (k:2) comini tapaq. Indi F”(X)-in
=1

toramasini tapaq:
F7(x)=3(2-143-2- x+..+n(N=1)x"? )+ (x—1)3-2-1+4-3- 2x...+ n(n=1)(n - 2)x"* ) =
=(n+1)n(n-1)x"2 3)
(3) ifadasindo x =1 gotiirsok, onda
3(2-1+3-2+...+n(n-1))=(n+1)n(n —1), buradan

n

_(n+1n(n-1) s Dn(-1)
Z{m(m—l)—f vaya S,(n)— Sl(n)_f

n(n+1)2n+1)
6

(2) baraberliyini nozors alib S, (n) = aliriq.

Riyazi induksiya metodundan istifado etmaklo S3(n),
S, (n) ey S, (n)-do toramonin totbiqilo tapmaq miimkiindiir.
148. Ardicil olaraq alirng: CoSa +cos B —cos(a + ) =15,
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a+ﬂcosa;2ﬂ—2mszﬂ+1=1,5,

(40052a;ﬁ—4cosa;ﬂcosa;’5+cosza;ﬂ)—cosza;’B+1=O'

2
2cosa+’3—cosa_’3 +sin2ﬂ=0-
2 2 2
a-p
2

2C0s

Buradan sin =0 barabarliyinden almir ki, o = B (e, § -iti

bucaglardir), & = f oldugda 2¢os % ; B _ cosZ ; B baraborliyindon

iso 2coser =1, @ = % alinir. Beloliklo, or = 8 = %

149. Verilmis borabarsizliyin  hor torofine 1 olave edib

2 <t 1 buradan (sin® er+sin® B)° = 4sin? asin® B
sinfa+sin? 8~ 2| sina sin2p ) B '

- 2 - 2 2 . . . .. .
(sm o —Ssin ,B) >0. Buradan da verilmis borabarsizliyin isbati

alinir.
150. Borabarsizliyi n-o gore riyazi induksiya metodu ilo isbat

etmok olar. n=1 oldugda X, :£<%. Forz edok ki, X, <%, onda

1
1 1 1 .
X =]1-—<1-—= ) Xkl<_'
K X, +1 1., k+l "ok+l
151. Molumdur ki, iicbucagin bucagqlar ticiin

tgx +tgy +tgz = tgxtgytgz ~ miinasibati  Odonilir;  digor  torofdon
tgx + tgy + tgz > 33/tgxtgytgz , buradan tgxtgytgz > 33/tgxtgy -tgz , odur
Ki, toxtgytgz >+/3° . Buradan tg"x-+tg"y+tg"z > 3{tg"xtg"ytg"z > 3Y/(V3° | =343 .

152. ikinci vo iigiincii tonliyin her torofini z +u-ya vurub, sade

cevirmodon sonra 2 +yut +2u(x+y)=7(z+u) buradan, sorti
xz2® + yu® + zu(xz + yu) =11(z +u)
7(z+u)-5zu =11

yazarlq. Sonuncu sistemdon alinir
11z +u)-7zu =19

nozara almagqla {
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Z+u=3, e
ki, { , Sonuncu sistemin iki holli vardir: z, =1, U; =2 va
Zu =

Z,=2,U,=1. z vo U-nun bu qiymotlorini verilmis sistemin ilk iki
tonliyindo yerino yazib X, =3,y, =2 vo X,=2,Y,=3 tapiriq.
Yoxlama  noticosinde  miloyyon etmok olar ki tapilmis
=3 Y,=227z=Lu=2 vo X,=2,Y,=312,=2,U,=1
qiymatlori axtarilan hollordir.

153. Tonliyi 5% -5% —6-5% +4.5".5% = —645 sokildo yazaq.
t=5"% ovoz edok vo tonliyi yeni t doyisonino géro yazaq:
0,04t — 6t + 0,8t = —645; t =125. X doyisenino qayidaq: 5% =125;
53%* =53 3x=3, x=1.

154. Verilmis barabarsizliyin toyin oblastint tapaq: gy 50 x> 2-

3

Verilmis boraborsizliyi 10g,(3x —2)<l0g,16 sokildo yazmaq olar.

Logarifmanin asas1 2 > 1
oldugundan 3x-2<16, x<6

=

aliriq. Buradan 2 _, _¢.
3

155. Ikiqat arqumentin Kkosi-
nusu diisturundan istifado ederok
verilmis tonliyi birdoracali bircins poil c
tonliya gatiririk: cos2x —sin2x=0. ]

Sonuncu tonliyin hor torofini
cos2x # 0-0 boliib onu tg2x =1 Afﬂ

soklino  gotiririk, buradan iso
2x = % +7K, ke 2

X:£+ﬂ, keZ.
8 2

Sakil 62

cos2x =0 olarsa, onda sin 2x ==+1 vo cos2x—sin2x # 0.
156. Verilmis funksiyalarin grafiklorini quraq vo onlarin kosismo
noqtalorinin absislarini tapaq (Sakil 62).
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M=%X+%; 9(x+1)=(x+1)%; (x+1)(x—8)=0;

X, =-1X,=8
Axtarilsn S sahasini iki ayrixatli ABCD vo ACD trapesiyalariin
saholori forqi kimi almagq olar:

S(ABCD) = [/x+1dx =§(x+1) " =18,
-1

S(ACD)= | e Dhix=(Ixe+ix) =135,
A3 3 6 3 ),
S =S(ABCD)-S(ACD)=18-135=45 (kvv)
157. () siiroti koordinatin
zamana goro, a(t) tocili iso suratin
zamana goro toromo toromasidir.
()= S"(t)=-3t* +12t +5,
a(t)=(t)=-6t+12. a=6m/san?

oo

oldugundan _et+12-6, buradan
2
a“+2a-3
b —

t =1(san). >\ 52 .
= ovaz ' /
a’+2a-8 .

edok vo /x2_10x+26>b boraborsiz-
liyino baxaq. Bu borabarsizliyin el SGEL

toyin oblastini tapaq. Hesab1 kvadrat

kokiin torifinden x? —10x+26 >0 alinir. Barabarsizliyin sol torafindoki
kvadrat (ichadlinin diskriminanti sifirdan ki¢ikdir, odur ki, X-in ixtiyari
giymotindo bu kvadrat {ichadli miisbotdir. Beloliklo /x? —10x+26 >b
barabarsizliyinin toyin oblast1 biitiin hoqiq adadlor ¢oxlugudur. B-nin
hasi giymotlorindo bu borabarsizliyin biitiin X -lor {i¢iin 6donilmosino
digget edok. b <0 iso onda barabarsizlik biitiin X-lor iiclin ddanilir.
Forz edok ki, b>0. Sonuncu borabarsizliyin hor toraofini kvadrata
yiiksoldib x? —10x+26 >b?, x? -10x+26—b? >0 sol torofdoki kvadrat
tichadlinin diskriminant1 sifirdan boyiik deyildirsa, o X-in ixtiyari

giymatindo monfi deyil. 100—4(26—b2)S0, b><1, —-1<b<1.

158.
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b>0 halina baxdigimizdan 0<b <1. Belaliklo, b<1 iso, onda
verilmis borabarsizlik biitiin X -lor iiciin dogrudur. Indi a parametrino
qay1dagq. a2+2a—3<1, a2+2a—3—a2—2a+8so’ LS
a’+2a-8 a’*+2a-8 (a+4)a-2)
Intervallar metodundan istifads edib (Sokil 63) —4 < a < 2 alirq.
Qeyd. Kok altindaki ifadodon tam kvadrat ayirmaq olar.

x? —10x+26 = x> —10x+25+1=(x—5)* +1>1, buradan
2
a2+2a—3Sl
a“+2a-8
159. Verilmis borabarsizlik iki borabarsizlik sistemi ilo
eynigiclidir: O<x+2<1 , 1<x+2 _
9x* +15x—6> (x+2)* |0<9x? +15x -6 < (x+2)°
R —2<x<-1 . .
Birinci  sistem ) ilo eynigiicliidiir, buradan
8x° +11x-10
-2<x<-1
-2<x<-1
X< =2
5 o
8(x+2{x—)>0 5 &0
8 X>—=
8
Demoli birinci sistemin  holli yoxdur. ikinci sistemdon
x>-1 x>-1 x>-1
8x? +11x-10<0 & 8(x+2)(x—§]<0<:> —2<x<§ @x>%
2
3X° +5x-2 1 )
3(x+2)(x—)>0
3 1 5
» X>= X< =
| 3 8

l <X< 1 hallini alingq.
3 8

160. x>0 oldugda |x| = x vo
82X 17.2¥=3015-2 =30 = 2* =2, x=1>0 tonliyin kokidiir. x<0
iso,onda |x=—x vo  82M+7.2"=30827+7.2°=30& 7-(2*) -30-2* +8=0.
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Alinmig kvadrat tonliyi 2*-o nozoron hall edib: a) 2x=4 vo ya
X =2 >0, tonliyin kokii ola bilmaz.

b) 2* :% Vo ya x=IogZ§=1—Iogz7<O (cunki log, 7 >1),

tonliyin kokiidiir. Belolikla, tonliyin iki kokii vardir: 1—-10g, 7 va 1.
161. Ovvalco gosterak ki, A ndqtesi verilmis funksiyanin qrafiki
{izorindo deyil. Dogrudan da y = x* — 2|X| +1= QX| —1)2 moanfi qiymat

’
alir. Toxunamin tenliyi y =y, +Yy, (Xx—X,), burada x, toxunma

’

noqtosinin absisi, Yy, Y, iso funksiyanin vo onun téromasinin X = X
do qiymstloridir. x >0 olduqda funksiyanin qrafik oyrisine baxaq.
Onda y=(x-17, y =2(x-1) Vo toxunanin tonliyi
y= (X0 —1)2 + 2(X0 —1)(x— XO) Vo ya y=2x(x,—1)+1-x,’ Alinmig

tonlikdo A noqtesinin koordinatlarini yerino yazib toxunma ndqtosinin
absisini tapiriq:

14 5
— 3 = f(
va X, = 2. Manfi kék uygun deyil, demsli toxunma ndqtosinin absisi 2
va toxunanin tonliyi iso y = 2Xx — 3 dir.
x<0 oldugda y=(x+1)?, y’=2(x+1). Toxunanin tonliyi iso
y=(x, +1)° +2(x, +1)(x—=x,) vo ya y=2x(x,+1)+1-x,>. A
ndqtosinin koordinatlarini yering yazib X, = -3 vo Yy =—-4Xx—8 alirq.

, , 11
X, —1)+1—x,% < 3%, +5%, —22 =0, buradan X, =——

Funksiyanin grafikini va ona toxunanlar1 qurmagla (Sokil 63) miiayyan
edlrlk ki, axtarilan saha ii¢ ﬁqumn saholori comina barabardir:
5
_(x+3)Pf°
3

13°
"3.6°

X2+ 2X+1+4x+8)dx = [( J' x+3) dx (kv.v)?
3

5

6

»ll ,

; 5 10,
Lx +2X+1- 2x+3)dx_J(x +4)dx_(3+4xjsz 5 +§(kv.v)
= :

2

>l

2 3
X —2x+1—2x+3)dx=J(x—2)dx= (X_32)
0
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13*  5° 10 8 7
e+ +—-=9—(
3-6° 3.6 3 3 12
162. Hallin iki iisulunu gdstarak.

I. Hor iki ¢oxhadlini vuruglarina ayirib onlarin koklerini tapaq:

X' —x? —2x—1=x* = (x2 + 2x+1) = x* = (x+1)? = (x> = x—1)(x* + x +1)

+4/5 —1+i/3
2

x4 +2x° =3x2 —4x—1=(x* = x? —2x—1)+ (2x® —2x2 — 2x) = (x* = x —1)x? + x+1)+
+2x(x2 = x—1)= (X2 —x—1)x? —=3x +1).

1z \/_

Belalikls, § = kv.v) .

;xz—x—1=04:>x:1 vo X2+ x+1=0& x=

x> —x—-1=0& X X2 +3x+1=0

3J_r\/§
o

Alinmis koklori miigayiso etmoklo ortaq kokiin 1-45 v 1+45
2 2

oldugunu miisyyan edirik.

I1. Birinci ¢oxhadlini vuruglarina ayiraq:
X4 —x2 _2x_1= (x2 _x —1)(x2 +x +1). Ortaq koklordon sdhbot getdiyindon,
ikinci ¢oxhadlinin vuruqglarindan biri birinci ¢oxhadlinin vuruqlarindan
biri olmalidir. Ikinci ¢oxhadlini birinci ¢oxhadlinin har bir vuruguna
bdlmaklo miioyyan edirik ki:

x4 +2x° —3x2 —4x—1=(x? = x—1)x* +3x +1)
x> +x+1 vo x?+3x+1 iichodlilorin ortaq koklori yoxdur,

demoli ortaq koklor x® —x —1 iighadlisinin kokloridir. Bu iso 145
2
dir.
Qeyd: Hor iki lisulda alinan cavabi verilmis ¢oxhadlilori bir-birina
barabar gotiirmakls do almagq olar.

2
163. \/1+ cos4x \/tg(—Zx) 0 20952 2x g e (m)i _

1-cos4x 2sin” 2x
ox=" 4 7k
6 — 8 6 2 _ — ct 2 =0 -5
=—ctg2x<:>{(:tg 2x = ctg ZXQ{Ctg 2x(ctg?2x 1) O@[ gzx_ . 2 o
—ctg2x >0 ctg2x <0 ctg2x = — ox =T 4k
4
Xx=—+—=k
=
x——%+—n, k,ne Z
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164. Ovvalca qeyd edok ki, vektorlarin skalyar hasili yalniz
handasado deyil cobrin do bazi masalolarinin dyranilmosinds tonliklor
sisteminin hollinds, barabarsizliklorin isbatinda, tonliklorin hallinds va
ekstremumun tapilmasina aid mosalslor hallinds miivaffaqiyyatls totbiq
oluna bilor. Molumdur ki, sifirdan forqli iki vektorun skalyar hasili
onlarin uzunluqlarinin hasili ilo aralarindaki bucagin kosinusu hasilina

deyilir: 55:‘5“5‘%3&. cose] <1 oldugundan ‘EBHEHE‘ ).
Vektorlar koordinatlar1 ilo verilirso, yani a(al;b) B(az;bz) onda

ab=a,a, +bb, vo ‘a‘ Ja2 +b? ,‘b‘ a,”+b,%, bellikls

a,a, +bb, <\/a’ +b? -4/a, +b,> (2). Analoji olaraq tg dlgili

foza iiglin a,a, +bb, +¢,C, <ya’+b’+c?  a,’ +b,2+c,’
(3) yazmagq olar.
Baxilan borabarsizliyin isbatinda eloco do sonraki 165-169

masalalorin  hallindo skalyar hasildon istifade edirik. Baxilan

x>

borabarsizliyin sol torafinin toyin oldugu ododi araligi

barabarsizliklor sistemindon aliriq. Bu x¢ [_1 1] -dir. a(L1) ve
6 11

5(J5x+1;J 6X +1;\/1—11x) vektorlarina baxaq. (3) miinasibatindon
almir ki, 1.4/5x+1+1-/6x+1+1-4/1-11x <~/3-4/3 =3.
165. a(xy;yz; zx) vo b(xz;xy;yz) vektorlarmi daxil edok. Bu

vektorlar dglin ab = x?yz + xy2z + xyz? = xyz(x+y +z). Habelo

‘5‘:\/x2y2 +y22? + x%22 - Buradan x?y? + y?z? + x%2% 2 xyz(x+ y + z).

166. a(ac; bc; ca) ve b(bc;ca;ab) vektorlarma baxaq. Bu
vektorlarm uzunluqlar g =a%c? +b2c? +cta? VO ‘5‘:\/b2c2 +cla’+ap? -

dir. 164 masalasinin halli slaqadar gostarilon (3) miinasibstine asasen
abc? +bca® +cab® <a’c® +b’a® +c’b® alirig. Indi  basqa
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a_l(a2 :b?:c? ) Vo b_l((:2 ra’;b? ) vektorlarina baxaq, onlarin skalyar
hasilini tapaq vo ona yens 164-doki (3) miinasibatini totbiq edib
a, b, =a’c? +b%a’ +c’b? <va' +b* +c* -Act +b* +a =

=a’+b* +c* vo belaliklo abc? +bca® +cab® <a’c? +bZ%a?+a’h? <a*+b* +c*
aliriq. Bu da tolob edilondir.

167. g(\/5x+ 2; 5y +2; 52 +1) vo  py1) Vvektorlarma  164-doki
(3) miinasibatini totbiq edib
NBX+2+,/By+2+~/62+2 <,[5x+2+5y+2+52+2-4/3=
=./5(x+y+2)+6-+/3=+15M +18 alirq.

168. 5(x; v, Z) Vo E(y; z;x) vektorlarinin skalyar hasilini vo
uzunluglarin1  tapagq. 164-doki (1)  miinasibotine  asason
Xy +yz+2x < x* +y? +z%. Sonra Xy + yz + zx =1 boraborliyini nozors
alib x? +y? +z% >1 alingq.

169. 5(\/1+ X;V3— X) vo b(x;1) vektorlarina baxaq. Onda

verilmis tonliyi ab= H ‘B‘ sokildo yazmaq olar. Bu baraborlik yalniz

vektorun koordinatlar1 miitanasib oldugda 6denilir. x =0 tenliyin koki
olmadigindan miitonasiblik sortini v1+X _ J3—x $okilds yazmaq olar.
X

Buradan x°®-3x?+Xx+1=0 vo ya (x-1)x*-2x-1)=0, X =1,
X, =1+ V2 (giinki miimkiin qiymatlar coxlugundan almir ki, x > 0).
170. Kosrin surati 2cos® %—sin2 200=2 [LJ —sin® 2o =1-sin’ 2o = cos’ 2o’

V2
Moxracda  iso sin(%— a]: cos(% N a] oldugundan toplama diistu-
runu totbiq edo bilorik:
sin(£ + a} cos(£+ a]+ sin(£+ oz]cos(Z + aJ: sin(£+ a+Z+ a): sin(z + 20:): cos 2a
3 6 6 3 3 6 2
Odur ki,

T
2cos® = —sin? 2
4 “ _cos’2a cos’2u

(r V4 (r T T o (z " cos2a
sinf =+« | cos| —+a [+sin| =+« [-cos| —+a | sin|=+2a
50 i R R s O R

V2
a#x—+—-nne’z -
4 2

=C0s2¢;
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. T .4 A Y4
25N —C0S— |- C0S—CO0S—
7 7 7 7

475 57z
2sin =
7
2 r 2r& A 2 2 ar 4;; Az
Zsm— cos| ——— || cos— 2sin—-cos— |- cos— — iad fisd
i A S e s A s
2-25in£ 43in£ 2~4$in£
7 7 7
8 (T & o
—sin— =Sin| —+— sin =
_ 7 _ 77 7 _1
. T . T .
8sin— 8sin— 8sin— 8
7 7 7

e o sin10° + Lsins0°
2sin10” +sin50° 2

25in80° —~/3sin50° 2{5in80° —‘/gsinsof’J: 2sin80° —2c0s30° -sin50°

2sin10° + 2sin30° -sin50°

172

2¢0s80° — (cos80° —c0s20%)  c0s80° +cos20° _ 2c0s50° - cos30° 0 )
= a0 _ainend _<inond  <ingn® _inond T aqo —C1930" = V3
2sin80" —sin80” —sin 20 sin80" —sin 20 2c0s50" -sin30
173. Yardim¢1 bucaq daxil etmoklo verilmis ifadoni ¢evirok:

2 2 -
25inx+Scosx:\/ﬁ(zsinx+3cosx)' [2) +(3] =1 oldugundan

NE] NE Vi3 ) (Vi3
elo ¢ bucagi vardir ki, ginp= 2 cosp= -5 -
P s

Onda  2sin x+3cos x = +/13(sin @sin X + cos pcos x) = 413 - cos(x — ¢) -
Mbolumdur ki, \cos(x—(p)\sl, ona goro \/ﬁ.cos(x_(ok\/ﬁ . Demoli
—J13 <2sinx+3cosx <+13. Baxilan ifads -3; -2; -1; 0; 1; 2; 3 tam

qiymatlari ala biler.
174. Forz edok ki, ovvelco giinde X sohifs yazmaq nozordo

. 360 e o .1 360

tutulmugdur. Onda is —— qurtara bilardi. Isin birinci hissesi —- ——,
X X

ikinci hissosi iso 2 360 _; giindo yerino yetirilmisdir. Sorts goro

3 X
kompiiterds yazilan sohifolarin miqdart  (x—4). % 360, (x+ 4{§ 360 _ 1) 360
X X

dir.  Buradan = x?14x-480=0, x =20 x,=-24 alirig. Masalanin,

mahiyyatine goéra X >0 oldugundan x =20 (soh). X-in btin
miimkiin qiymatlarinds
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175. 3cos2x _ 3(cos® x—sin? x) _ 3(cosx+sinx),
1-sin2x  (cosx—sin x)? ~ cosx—sinx

tgx+1 _sinx+cosx _ _cosx+sinx oldugundan, baxilan  tonlik

tgx—1 sinx—cosx €0S X —Ssin X
COSX+SINX _, tonliyino golir, buradan sinx=0, x=7zn, ne Z.
COS X —Sin X

Qeyd: Cevrilmo nsticasindo tonliyin toyin olma qiymsati
genislondiyindon (cos x # 0 qadagani aradan gotiiriildiiyliinden) alinan
kokleri yoxlamagq kifayatdir.

176. log, x=u, 5’ =¢ olsun. Onda verilmis tonliklor sistemi

’10 ou fu=8 soklino diisiir. ¢° —489—-5=0 tonliyinin
[ = ¥
u+d=4 ¥ —48-5=0
kokleri ¢#=-1; ¢#=5 dir. V >0 oldugundan {“ =-1 yoni {x:;
v=>5
y=1

yegano holli aliriq.

177. %, ¥=2x+y—xy olsun. Onda verilmis tonliklor sistemi
2

5 1 . . . C e . ..
u+5=5 |u= 5(1— 5) soklina golir. Alinmis sistemin ikinci tonliyindon
=

E+z9=4 Y _4v=4
u v—1
¥ -49+4=0v=2.
. _5 -2 5 5
Belaliklo, ”‘zg{xy_ s X =1y, =5X=2,y,=2
v=2 PXHYST e gvis20 2

178. 1 dsul. 1.log,x=5-log,(x+4) tenliyini holl etmoklo
y=log,x va y=5-log,(x+4) funksiyalarimn qgrafiklorinin
kasisma ndqtasinin absisini tapiriq:

log, x(x+4)=5
log, x =5-log,(x+4) & log, x+log,(x+4)=5 < {x+4>0 =3
x>0
log, (x2 +4x)=log, 32 [x? +4x=32 x=4 :
o s o{|x=-8ex=4
x>0 x>0
x>0

Beloliklo, verilmis funksiyalarin qrafiklorinin kosismo noqtosinin
absisi x =4 dir.
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2. Verilmis funksiyalarin qrafiklorinin kesisma ndqtesinin ordi-
natini tapaq: y(4)=log, 4=2.
Bu ordinatin axtarilan qiymatidir.

Il disul. JY =109. X tonliklor sistemini holl etmokls verilmis
y=5-log,(x+4)

funksiyalarin qrafiklorinin kesismo ndqtosinin ordinatini tapiriq:

log, (x* +4x)=5
{y:logzx {Iogzx=5—logz(x+4) {Iogzx+logz(x+4):5 { gZ(X X)
= =

=5-log,(x+4) =log, x =log, x x>0 <
y= 09, y =log, y =log, y=log, x
) X=-8
) X“ +4x =32
X“+4x=32 x=4 .
X% +4x-32=0 x=4 X=4
S 9x>0 = S 9x>0 = o X(:» _7
y = log, X D =144 y=log, x y =10g, y=

X =4%X,=-8

Verilmis funksiyalarin qrafiklerinin kesigsme noqtesinin ordinati

y = 2-dir.
179.
{2* <3 2% < 293 x<log, 3
2*-3<0 x
{3x—4>0 324 ng ng x<log, 3
(@ -3fax-4)<0e| T Te|223 s el 4 e
{2 -320 |5 _4 2% > ke . xzt)gzs Xz
3x-4<0 XSE <2
3
@%stlogﬁ

4
% va 109, 3 odadlorini miigayiss edak: %: log, 2% =log, 316,

log, 3=1log, /27 .
16<27 vo y= Yz funksiyasi artan oldugundan, 316 < ¥/27.
Beloliklo, R-do  y=log,t funksiyasi artan  olmasindan

e . 4
log, V16 < log, /27 borabarsizliyini aliriq. Demali, 3 <log, 3.
Beloliklo, verilmis baraborsziliyin halli [ﬂ log 3] arahgidir. 1,5
3"

adadinin bu parcaya daxil olub olmadigin1 miioyyan edok. Bunun Gguin
1,5 adadini parganin uclari ilo miiqayise edok:
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_9: 4.8 Lakin 258 odur ki, 15.4; b)
6 3 6 6 S>3

a) 15=
' 6

N w

15=1log, 2g =1log,~/8; log,3=log, 9.

8<9 vo y= \/f funksiyasi [0; +<><>)-da artan oldugundan, bels
alimir ki, +/8 <+/9. y=log,t funksiyasmin R, -do artan olmasindan
alnir ki, log,~/8 <log,+/9. Beloliklo, 15<log,3. Demoli, 1,5

adadi [4; log, 3:| araligma daxildir, odur ki, verilmis barabarsizliyin
3

hallidir. Yani [%, log, 3:| verilmis borabarsizliyin holleri ¢oxlugudur;

1,5 adadi bu barabarsizliyin hollidir.

180. Verilmis funksiyann D, - toyin oblasti 3x-5>0
2x—-320
borabarsizliklor sisteminin hallori ¢oxlugudur:
{3x—5>0 {3x>5 X3
=1 (=4
2x-320  |2x>3 3
2

Belaliklo, D, = [2;+ oo].

Verilmis funksiya (g i+ oo )-da diferensiallanandir:

1 ¢ 3 ¢ 3 3
e = (3X-5) +—— (2x=3) ==+ -
Y 3x—-5 ( ) 24/2x-3 ( ) 3x—5 +/2x-3
Demali, y/—_ 3 .38 . y'=0 tonliyini holl etmoklo
3Xx=5 4/2x-3

funksiyanin boéhran ndqtesini tapiriq:

— — —3= _ 2
3 8 4483 _ 3 J2x—3 =3x 5, Jex-3 (3x—5) -
3x-5 2x-3 3x-5 2x-3 3x—5%0 3x-5>0
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2x-3=(3x-5),

X:i ; lox2 —32x+28=0,
¥ 99%°%2 ID=(-32)2-4.9-28=16-64-16-9-7=16,
5
X>3 x1:2;x2:%

2e D, o y(2)=0 oldugundan almir ki, x=2 verilmis

funksiyanin bohran noqtesidir. Uygun araliglarda téromonin isarosini
miioyyan edok:

1) (2;+0)-da y'(6)>0, demoli tSromonin isaresi “+”-dir; 2)

(2; ZJ-ds y’(l,?) < 0, demoali téromonin isarasi “-”-dir.
(g; 2) intervalinda funksiyanin téromesi menfidir vo X =2

noqtesindo funksiya kasilmozdir, demoli verilmis funksiya (%;2] -do

azalir. (2;+°<>) araliginda funksiyanin téromosi miisbatdir voa x =2

noqtasinds funksiya kesilmozdir, demali verilmis funksiya [2; + C><>)-da

(331

artir. X = 2 ndqtesinden ke¢dikds funksiyanin téromasi isarasini
don “+7-5 doyisir, bu o demokdir ki, X ;, = 2.

Funksiyanin x = 2 noqtesinds qiymaetini tapaq:
y(2)=5-In(3-2-5)+34/2:2-3=5-In1+3=5+3=8; y,,, =8.

Beloliklo y funksiyasi (2;2} -do azalr, [2;+oo)-da artir;

Ymin =8 funksiyanin ekstremumu.

181.  Verilmis funksiya R-do toyin  olunmusdur veo
diferensiallanandir. Onun téremasini tapagq:
y’ = 2c0sx(cos x) +cosx = 2¢os X(—sin x)+cos x = cos X(— 2sin x +1)
. Beloliklo, Yy’ = cos X(—2sin x+1).

[0; 7'[] parcasinda y funksiyasinin kritik ndqtslorini tapagq:
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o x=0 s Xx=0
&

—28n X+1=0 ¢ <|dn x:%c%

s X(—2sin x+1)=0
0<x<r

0<x<rx
0<x<srw

T
X:§+7Z'n,n€ Z

| x= () arcsin%wzk,ke z <

0<x<rx

n = -1 is9, onda Xz—z, —Z&‘ [O;ﬂ'];
2 2

n =0 iso, onda X=£,£€[O;ﬂ'];
2 2
n =1 iso, onda X=3—ﬂ,3—ﬂ€:‘[0;71'];
2 2
k =—1 iso, onda X:—%é [0;7[]?
) V4
k =0 iss, onda X:EE [O;ﬂ'];

k =1 iso, onda x:%e [0; z];

k =2 iso, onda X=13?ﬂ-é£ [0;75]?
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Belaliklo, [O; 71'] pargasinda verilmis funksiyanin béhran noqtslori
V3 S T

X=—, X=—, X=—-dir.
2 6 6

Triqgonometrik tonliyin [0; 7[] pargasina daxil olan koklarinin

secilmasinin bagqa bir {isulu da iki berabersizliyin tam hollinin
tapilmasi ola biloar:
0={(—-1)=+mk=m
&
= [—1)"

T T b -
0=—+m—-=mn=-, 0=
q ,. q

T s
1 1 s
—=-=Zn=-,necZ oldugundan

+k=1,
0={-1)~"+6k =8

- -"|‘I 1 — 13 = 2
2 2 _ k € Z oldugundan
n = 0. Belslikla.x == L=0rvevak=1

T ofT

Belalikls, x == vayax = —
& - &

182. Verilmis borabarsizliyi (X+2)(x—=2)(x—=6)>0 sokildo
yazaq. Askardir ki, bu barabarsizliyin sol torofi Xx=-2, x=2 vo x=Db

olduqda sifir qiymatini alir. b parametrinin -2 vo 2 adadlorins nazarsn
yerlogmosindon asili olaraq hollin neco doyisdiyine baxaq:
1) b>2 oldugda verilmis borabarsizliyin hollori ¢oxlugu

[ 2; 2]ub; + o) olar.

2) b =2 olduqda verilmis borabarsizlik (x +2)(x —2)* >0 sokilo
golir. Onun halli iso [— 2;+ 00) arahigidir.

3) —2<b<2 olduqda, verilmis borabarsizliyin  halli
[-2; b]u[2;+ o) goxlugudur.

4) b =-2 oldugda baraborsizlik (x + 2)2 (X — 2) >0 sokilo diisiir
vo onun helleri goxlugu {— 2} [2;+ o) dir.

5 b<-2 iso, onda verilmis Dbarabarsizliyin  holli
[b; —2]u[2;+ o0) goxlugudur.

Sagirdlor yada salmalidirlar ki, parametrli masslalorin cavabi

parametrdon asili olmalidir. 4) halina baxarken ¢ox vaxt cavabda
X = —2 holli unudulur.
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X+4>0
183. MI'O: 2x+3>0<:>%<x<1 (1)
1-2x>0

Verilmis tonliyi X-in (1) berabarsizliyino daxil olan qiymsatlor
ddoyir, lakin ondan alinan (X +4)(2x +3)=1—2X tonliyinin hollinden

—1—21 vo -1 koklori almir. Bunlardan yalmiz x=-1 MI'O {axildir.

Odur ki, hollo MI'O-mn tapilmasindan baslamaq mogsadsuygundur.

Molumdur ki, riyazi tolimde tenliklor halli xiisusi yer tutur. Bunlar
arasinda hallorinin axtarilmasi ¢ox vaxt “miimkiin qiymsatlor oblastini
tapmaq lazimdirmi?” sualina stiurlu yanagsmaqdan asili olan tonliklor
xiisusi yer tutur. Bu planda irrasional, iistli va loqarifmik tonliklora
xiisusi digget vermak lazim golir. XI sinifds cabr vo analizin baglangici
kursunun tokrarina “Tonliyin miimkiin giymatlori oblastinin” (MIT'O)
tokrar ilo baglamaq magsadouygundur. Bu o qador ds asan is olmayib
sagirdlordon tokco nozori materiali dorindon bilmok deyil habels
foaliyyatlorinin 6z toossiiratini tohlil etmok formasina sahib olmagi
tolob edir. 183-201 tonliklorini MI'O-n1 tapmagin lazim olub
olmadigin1 gdstarmok moqsadilo arasdiririrq. Bu homin masalalarin
halli gedisindon aydin olur.

1-3x=0 1
184. MI'O 14 | S XS —.
X°=3x+4=0 3
Verilmis tonliyin ~ hor  torofini kvadrata  yiiksaldib
R T

/105

lakin MT"O -na yalniz 3-V105
16

tapiriq,

adadi daxildir.
Xx—-320 X3

<:> .
2—-x20 X<2

[3; + 00) Vo [2;— 00) araliglar1 kasismir (Sokil 64). Demali tonliyin
halli yoxudr.
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oL N\ oL

2 3 4 5
malkil &4 salal 65
x>0 x>0
186. MLO - x#1 x#1

S
1-x>0 x<1
log, x>0 x>1

MI'O miioyyon edon sistem birgs deyil. Bu faktin
miloyyonlasdirilmasile hall qurtarir. Demali tonliyin halli yoxdur.

x>0 x>0
187'MFO:—X>O<:>X<O

x#0 x#0
Tonliyin halli yoxdur.

3> >
188. MI"O:{X 3_0@{)(_3(:) Xx=3"

3-x=0 X<3
x>0 x>0
1809. .
MI'O:4qlog, x>0 < {x=21 & x=1
logys x=0 x<1

Yoxlama: 4/log,1—/log,s1#1.

Demoli tonliyin halli yoxdur.

x? —5x+6>0 X*~5x+620

2
190. MIO:{10x—2x*-12>0 < - 2lx _5“6)20_
oy x>0

—>0
5 x#0
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Ikinci sistemdon gériiniir ki, MI"O tayin edon birinci iki sort eyni
zamanda 6donils bilmaz. Odur natice budur ki, tenliyin halli yoxdur.

—5>
191. MTIO : x=520 & X=>5he
2x-1>0

Verilmis tonliyin sag torafi yalniz miisbat qiymatlor alir. Onda sol
torofdo yalniz miisbat qiymotlor alar, yani /x_5_/2x_1-0 VO ya

Ix=5>+2x-1 (1)

Bu borabarsizlik iso yalniz X < —4 olduqda &danilir.
65-ci sokildon gorinir ki, MI'O toyin edon [5; +<>0) va (1)
barabarsizliyindon alman (— <><>;—4) coxluglart kesismir. Demoli

tonliyin halli yoxdur.
192. MI'O : x 21. X machulunun miimkiin qiymatlari oblastini iki

parcaya ayiraq: |—10] vo (0;+ 00).

[-1:0] parcasinda X2 +x <0, /x+1<1 borabarsizliklori dog-
rudur. Bu borabersizliklori torof-torofo toplayib x* + X + Jx+1<1
aliriq, demoli verilmis tonliyin [—1; 0] parcasinda halli yoxdur. (0;eo)

intervalinda y = X2 +X vo y =+/x+1 funksiyalan ciddi artir, odur

ki, hor bir qiymotini bir dofo alir. Yoni verilmis tonliyin, asanliqla
gormak olar ki, bir kokii vardir: x =1.

193. MI'O:a > |X| . Askardir ki, a > |X| oldugundan a >0, demali

—a<0. Indi —a iki monfi olmayan adodin comi olmasina osason,
basqa sozlo 0-dan kigik ola bilmadiyinden, bels natica ¢ixir ki, a=0.

Onda baxilan tonlik ,/— |X| ++/x =0 soklo diisiir vo x =0 dir.

4:)27rm<x<%+27rm, me ”Z

. V4
sin2x >0 7rn<x<5+7rn,nEZ
cosx#1

194. mro :{cosx >0 &

—£+27zk<x<£+27rk,ke Z
2 2
sin 2x = cos X tonliyini hall edib x=Z% +7zn
2

X = % + 27N X = 5?” +27n KOKlarini aliriq. Noticado MI'O nazero almagla

x:%+27m,ne Z.
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x>0
X<2

195. Mro: x(2-x)=0 oliveo o x=0
' (x=2)(x+1)x* =0 x=2
X2
x<-1

Yoxlama naticasindo bir x = 2 kokii alinir.

183-195 masalalorini MI'O anlayisindan istifads etmoklo hall
etdik. Onlardan altis1 (185, 186-188, 189, 195) nin hollinds praktik
olaraq cobri ¢evirmolordon baga is olmadi, daha alt1 ¢aligmada (183,
184, 191, 192, 193, 194) verilmis tonliklori (183, 184, 194) holl etmok
vo ya parametrli funksiyalar1 arasdirmaq (191, 192, 193) lazim goldi.
Maslum oldu ki, MI'O hallin olmadigim miisyysnlosdirmek (185-187,
191) iigiin faydalidir. 188 vo 189 tapsiriqlarinda gosterildi ki, MI"O
tohlilinds kokiin yalniz bir adaddon ibarst oldugu alindi. Bels hallarda
homin odadin tenliyin kokii oldugunu demoys tolosmok lazim deyil,
onu oavvalco verilmis tonlikdo yerino yazmagla yoxlamaq lazimdir.
Maosoalon 188 tapsiriginda vaziyyat oldugca askar oldugundan yoxlama
sifahi aparildi, 189 mosolasinds isa bir godor miirakkablik oldugundan
yoxlama oyanilik ii¢iin yazili aparildi. Tanliklor hsllinde MI'O -dan
istifado etmomayin miimkiinlilyline do niimunslor gdstormok lazimdir
(196-201).

196. MI'O-dan istifado etmadon do aydindir ki, kicik adoddon
boyiikk ododi ¢ixdiqgda miisbot adod almaq miimkiin olmadigindan

VX—=1—-4/X+1=3 borabarliyi miimkiin deyil. Demoli baxilan ton-

liyin halli yoxdur.
197. Manfi olmayan iki adadin comi -1-o borasbr olmadigindan

VX? +1++/x—2 =—1 boraborliyi miimkiin deyil. Demoli verilmis
tonliyin halli yoxdur.

198. Logarifmanin torifino osason Iog(x:ﬂz =1 boraborliyini
x*+1=x%+2x*+1 o 121 x®+2x% #0

4 X"+eXm+1# sistemina
x"+1>0 6 4 , x=0 B

6 ) X" —x"+2x° =0 . o, =0
X*+2x°+1#0 X" —=X"+2

cevirak. Gorilindiiyli kimi bu sistemin holli yoxdur.
Clnki x =0 oldugda. 2 =0 alinir. Bu iso miimkiin deyil.
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199. |Og(28x+2x_l) = X borabarliyini 8" +2* -1=2" < 8" =1 x=0
sokildo gostarak. Demoli X = 0 baxilan tonliyin hallidir.
200. Logarifmanin xassosine gore Igx+Ig(x® —x* +1)=Ig(x* +x)

X(x% = X2 +1)= x* +x

sokildo yazmaq olar. Sonra
x>0

tonliyini {

{X((XS +1)-x*)=x(x* +1) sistemina kegok. Sistemin birinci tonliyindon
x>0

x? =0 alnir. Buradan almir ki, X yalniz sifir giymot ala bilor, lakin

X > 0 mohdudlasdirilmasindan alinir ki, tonliyin halli yoxdur.

3_ —1_ —
201. \/x3—x+1=\/1—x<:>{x x+1=1 X(:){X 0<:>X=0'

1-x20 x<1
Tonliklorin MI'O tatbiq etmadaen hallinde da bu anlayisin totbiqi
ilo hollina nisboton miioyyan ¢otinlik vardir. 196, 197, 199
caligmalarinda MI"O haqqinda séhbot holli yalniz ¢otinlogdirar. 201

tapsiriginda iso MI'O-dan istifado etmok X® —x+1>0 boraborsiz-
liyini hall etmayi tolob edir ki, bu da sagirdlor {i¢iin asan ig deyildir.
MI'O axtarmaq 198 masolosini do miirokkaoblasdirir. Belsliklo, elo
hallar vardir ki, MI'O miiraciot etmok noinki faydasizdir, hotta
ziyandir.

Tonliyin MI'O molum olan halda da alman naticoni yoxlamaq
lazimdir. Bu baximdan 189 mosalosine diqget etmok alzimdir. Burada
x =1 tonliyin MI'O olmasina baxmayaraq, bu onun hslli deyildir.
Lakin MI'O -nin totbiqi ilo konar kdoklori asanliqla miioyyon etmok
olur.

202. Inteqralin totbiqilo bazi barabarsizliklori isbat etmok olar. 202-
207 do bu iimumi metoddan istifadoys aid niimunslor gostaririk.

Inteqralin borabarsizliklorin isbatina totbiqi miioyyon inteqralin
hondosi monasinin  vo sahonin monotonluq xassosinin totbigine
osaslanir.

1. y= f(X) funksiyasi [a,b] parcasinda kosilmoyon veo menfi
b
deyildirse, onda uygun oyrixatli trapesiyanin S sahasi S :J f(x)dX

a

diisturu ilo hesablanir (miioyyan inteqralin hondasi monasi)
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2. F fiquru F fiquruna

daxildirso, onda birinci fiqurun S,
sahosi, ikincinin S sahosindon
kigikdir, yoni F, < F iso, onda
S, <S (sahonin monotonluq xas-
sesi):

Indi baxilan berabarsizliyin

isbatina digqet edok. é \%) i

52
diizbucaqlilarin saholori (Sokil 66),
52 Tax -
51 5
in iso oyrixatli trapesiyanin sahosi
oldugunu Nnazars alsaq
barabarsizliyin isbat1 agkardir.
203.
101, 202 Pdx

In—:ln—:anOZ—anOO:j— S
100 200 4 X

In In52—In51=Inx \f_j:

oyrixatli trapesiyanin, —— =S
201

iso ona daxil olan diizbucaql
trapesiyanin  sahasi  oldugundan

(Sokil 67). S, <S vo belsliklo
101 2

—_— > —.
100 201
204.  Arksinuslarin  forqi
yuxaridan  f (x)= 1 funksi-
1-x?

yasinin qrafikilo ohato olunmus
ABCD oyrixatli trapesiyasinin
sahasing (Sakil 68) borabar olan
miloyyon inteqralin  giymoting
borabordir:
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Sakil 66

52

|

=

200 01
Sakil 67

7

A Zlo

202

O 0z o4 05 0z 1 1214

Sokil 68.
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.8 dX

ev1l— x?

oldufundan g - 0,25 _1 komiyyati AB,CD
3 3

0.
. . . 0,8
arcsin 0,8 —arcsin 0,6 = arcsin x\o .=
0,

5

f06)=>+ 1(08)=>

Nl

5 1
diizbucaqlisimin S, = O,Z-Z = Z iss. ABC,D diizbucaqlisinin

saholoridir. Odur ki, 5, <S<s,. Yoni % < arcsin0,8—arcsin0,6 < % .

Borabarsizlik isbat edildi.

205. a) sin 20° :sin%: jcosxdx: S 7
burada S ilo OACD oyrixatli
trapesiyasinin sahosi isaro edilmis- sl -
dir, (Sokil 69). OABD diiz- \C

bucaqlinin sahasi iso (OACD oyri-
xotli trapesiyanin daxil oldugu)

S, :% oldugundan sin 20° < %

=1
b | iy

Digoar torafdon z < l borabarsiz-
9 20

liyinin dogrulugundan gin20° < Sall 65.
2

boraborsizliyinin dogru olmasi alinir.
b) Forz edok ki, OACD oyrixatli trapesiyasina daxil olan OACD

diizbucaqli  trapesiyasinin  sahosi S, dir.  (Sokil69). Onda
7 z
1+cos— . 1+cos—

S, =T9% vo S, < S, yoni T9,E<Sin%. Alinmis berabor-

sizliyi Slng—a nozoron hall edsk. Bunun dgln sm§=a>0 1sara

edak, onda COS% =+/1—a’ vo borabarsizlik 1+ Vi-a® 7 <a soklina
2 9

367

72 +18

diisor. Bu baraborsizliyi holl edib (a>0) g >

. alirq.
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Beloliklo, gjn £, 367 36-31 _ 1116 4550 1.
18% + 7%~ 324+32% 33424 3
. . 0 1 X
Belaliklo, sin20° > 3
206. x=1 oldugda €* >ex
borabarsizliyi dogrudur. Forz edok 3
ki, x>1. Onda

X X
e’ Zexwex—ezex—e«nje‘dtzjedt_

/
/
ez 7

S, >S, oldugundan sonuncu bora-

barsizlik dogrudur, burada S, = 'X[e‘dt
1

komiyyati ABCD ayrixatli trapesi- St

yasmim, g —jedt iss ABCD diiz- »
, =
1

bucaglisinin  saholoridir  (Sokil  70).
Demoli baxilan barabarsizlik dogrudur.

207. [e;;r] pargasinda f,(x)= 1
X

I

[~

vo f,(x)= € funksiyalarinin grafik-  ?
X

o
=N
]
|~

lorini qurub uygun ayrixatli trapesiya-
larin  saholorini tapaq (Seokil 71). —sr—+—3— T3 x

T
dx 1 1- 1
51:_[7 =—-—"35, =_[|;dx=eln% ' GELAT
e

e X e

Askardir ki, S; <S,, odur ki,
11 e 11 e
i In— i
1—£<e|n£@1—1>eln3cﬂ” NN N
e e =& e V3 V3
202-207 mosololorinin  hamisinin  hollinde inteqraldan istifado
etdik. Bununla da berabarsizliyin isbati ilo slagedar daha bir {imumi

metodu sagirdlor dyronirlar.
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XZ

208. ———— =1 ovozlomasindan istifads edok. Onda

3++4/9-x°
/ 2
! _3+V9-x :% olar vo tonlik t+i =1 soklina

3_Jo_x2 X
J11

diisor. Alinmig tonliyin halli t :% dir, onda x = iT

209. f(x)=+/Xx—2++/4—x funksiyasinn toyin oblasti [2;4]
parcasidir. Bu funksiyanin [2;4] parcasinda on bdylik vo on kigik

giymatlorini tapaq. Bunun ti¢iin f(X) funksiyasinin téramasini tapagq:
, 1 1
f/(x)= - .
24x-2  2J4-x
Xx=3 oldugda oldugda toromo sifra borabor olur. f(X)

funksiyasinin [2; 4] parcasinin uclarinda vo x=3 nodqtasindo

giymotlorini  tapaq:  f(2)=f(4)=+2; f(3)=2. Demoli,

V2 <x—2+A-x<2. Lakin x* —6x+11=(x—3)*+2>2,

belaliklo m + \/m =x>—6Xx+11  boraborliyi  yalmz
x—2+4-x=2

{0—3Y+2=2

Yoxlama ilo miiayyan edirik ki, x =3 verilmis tonliyin kokiidiir.

210. Bu va sonraki 211-223 loqarifmik vo listlii barabarsizliklarin
hallinda [29]—da verilon 5 teorems osaslanan yanagmadan istifado

sorti 0donildikdo miimkiindiir, buradan x =3.

edirik. Bu mosolonin standart halli  verilmis berabarsizliyi
Iog(xxz’3) <log, 1 sokildo yazib iki x >1 vo 0< x <1 hala baxmagi

x?-3<1
tolob edir. Birinci halda {x? -3 >0 sistemi alinir vo onun holli

x>1
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x2-3>1
(\/5;2) -dir. ikinci halda isa halli olmayan x2_-3>0 sistemi alinir.

O<x<l
Belaliklo baxilan barabarsizliyin halli (ﬁ;Z)—dir. Lakin bu maslani

gostorilon iki hala baxmadan da hsll etmok olar. Yalniz gostormok
lazimdir ki, log, b ifadesinin isarasi (a—1)(b—1) hasilinin isarasilo

eynidir. Dorudan da: a>1 vo b>1 iso, onda log,b>0 vo
(a-1)b-1)>0; a>1 vo O<b<1 iso, onda log,b<0 wvo
(a-1)b- 1)<0 O<a<l vo b>1 iso, onda log,b<0 wvo
(a-1)b-1)<0; 0<a<1l vo O<h<1 iso, onda log,b>0 vo
(a - 1)(b - 1) <0. Aparilan mithakimo ¢otin deyil vo loqarifmik

borabarsizliyin hollini kifayst qodor sadslegdirir. Budur baxilan
IOgX(XZ_S) < 0 borabarsizliyi gostorilon xassonin totbiqilo daha sadslikla
hall olunur:

(x-1)x*=3-1)<0  [(x-1)(x—2)(x+2)<0
<0 x>0 & 1{x>0 S 3<x<2’
x*-3>0 (x—\/§Xx+\/§)>0
211. Ovvalki barabarsizliyin hallinds totbiq olunan ikinci tisuldan
istifado olunur:

2
X+3-1 1+x* -1]>0 X+2 2 >0 x*(x+2)
( 2 >0
1-x7 1-x 1—x2

Iogx(x2—3

14X
Iogx+3(ﬁ]>04:> X+3>0 & {x>-3 & x>-3 =
1+ x? 1-x*>0 1-x*>0
>0
1-x

x*(x+2)>0
-1<x<0
& Ix>-3 =
O<x<1
@-x)+x)>0
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(x=5)(x-1)2x+1-1)<0
212. (x=5)log, (2x+1)<0 = x>0 &
2Xx+1>0
(©vvalki masaloys baxmali)

x(x-1)(x-5)<0 [(x-1)(x-5)<0 [1<x<5
=3 = = S l<x<br
x>0 x>0 x>0

210-212 mosalalorinin hallindon sonra log, b ve (a—1)b-1)
ifadolorinin  isarslorinin  eyni  oldugu  haqqindaki  nsticoni
timumilasdirmak olar.

Teorem 1. a>0,a#1b>0 vo ¢c>0 olan a,b,c adadlari ii¢iin
asagidaki borabarsizliklor eynigiicliidiir:

1) log, b>log, ¢ vo (@a—1)(b—c)

2) log, b>1log, ¢ vo (a-1)(b—c)

3) log,b<log,c va (a-1)b-c)<

4) log,b<log,c vo (a-1)b—-c)<0;

Isbati: ikinci hokmoe baxaq (Qalanlar1 analoji qaydada isbat oluna
bilor). Gostorak ki, a,b vo C-nin biitin miimkiin giymatlorindo

log,b>log,c boraborsizliyindon (a—1)b—C)> borabersizliyi
almir. a>1 iso, onda log, b >1log, c borabarsizliyindon almir ki,
b>c,demali b—c >0, odur ki, (a—1)(b—-c)>0.

O<axl iso, onda log, b=log, c borabarsizliyinden almir ki,
b<c,yoni b—c<0,demali (a—-1)(b—c)>0.

Indi isbat edok ki, a,b vo C-nin biitiin miimkiin giymotlorindo
(a-1)(b—c)>0 boraborsizliyindon log, b>log, c borabarsizliyi

alinir.
a>0 vo a#1 oldugundan a>1 voya O<a<1.Onda a>1

halinda (a—1)b—c)>0 boraborsizliyindon almr ki, b—c>0,
O<a<l1 halindaiso b—c<0.a>1b=>c iss,onda b>0, c>0 vo
osast vahidden boyiik olan loqarifmik funksiya artan oldugundan
log, b >log, c borabarsizliyi almir. 0 <a<1l,b<c iso, onda osasi

v Vv

0
0;
0

vahiddan kigik olan logarifmik funksiyanin azalan olmasi vo b>0,¢c >0
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oldugunu nozers almaqla log, b > log, C berabersizliyinin dogrulu-

gunu miloyyonlogdiririk. Borabarsizliyi eynigucluliyd isbat oldu. 213-
215 masalalarinin hallinda bu teoremdan istifads olunur.

213.
2x—1)2x* —4x+6-x*—x)<0
gx>ox ) (2x-1)(x* ~5x+6)<0
x>0
(2x274x+6) (xz+x) 1
log,, <log,, SIX#E= =3 1 =3
2 X# =
2x% —4x+6>0 2
x(x+1)>0
X2 +x>0
1
(X—E}x—z)(x—s)ﬁo
O<x<1
<1x>0 = 2
1 2<x<3
X#=
2

Demali barabarsizliyin halli (O;%)u [2; 3] -dir.

214,
(7-x-1)(x* -5x+6-2x+4)>0  [(6-x)x-2)x~5)>0
2 7-x>0 7
IogH(X -5u18)_ log,,* ¥ >0 x> POLA &
X2 -5x+6>0 (x-2)(x-3)>0
2x—-4>0 X>2
(x—6)(x=2)(x-5)<0
x<7
= < 5<x<b6
x-3>0
X>2

Borabarsizliyin halli (5;6)-dur.

215. Bu berabarsizliyi hall etmoak {igiin 212-in halli ilo slagoedar
gostorilon 1 teoremindon istifado etmoklo moxrocdo (X —1—1)(x—1),
suratdo iso (x —1)(x —3-9+ x) yazirq.
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[(x=1)(x-3-9+x)

< )
(x-1-1)(x-1) x-6
x>0 X-2 X—-6
| (Xf3)_| (9-x) <0
Mw@ x-1>0 o>l olx-2 o
logx—l X_3>0 X—3>0 3<X<9
9-x>0 9-x>0

2<X<b6
3<X<9< 3<x<b6

Borabarsizliyin holli (3;6) olur.

Bu misallar baxilan tip borabarsizliklorin hoallinds istifads edilon
metodun somarali oldugunu gostarir.

Logqarifmik borabarsizliklorin hoallindo istifado edilon daha iki
faydalit hokmii gostorak.

Teorem 2. a,b,c,d -in biitin miimkiin giymatlorindo asagidaki

borabarsizliklor eynigiiclidiir:

1) log, b-log, d >0 vo (a—1)(b-1)c—
2) log, b-log,d >0 vo (a—-1)b-1)(c—
3) log, b-log, d <0 vo (a-1)b-1)c-
4) log, b-log, d <0 va (a-1)b-1)c-

[sbati: a,b,c,d -in biitiin miimkiin qiymatlorinds log, b veo
(a—1)(b—1)-nin habelo log.d wvo (c-1)d -1) isarolori eyni
oldugundan log,b log.d vo (a—1)b—1)c—1)d —1) hasillorinin

ds igaralari eyni olur. Belslikls, baxilan barabarsizliklor eynigiicliidiir.
216 borabarsizliyinin hallinds bu faktdan istifado olunur.
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216.

(3—1IL—1}X—2—1)(><2+1+1)so B
X X+1 SX T (x-3)x2 <0
1 X Xx+1
;>O x>0
Iogl[m)-logx,z(xz*l)sO@ x#1 & ax=#l =
x X X+1>0
—>
x+1 X>2
x—-2>0 X#3
x-2#1
x(x—l)(x—B)So
X+1
SIx>2 & 2<x<3
X#3
Cavab: (2;3).

Teorem 3. a,b,c,d -in biitiin miimkiin giymatlorindo asagidaki
barabarsizliklor eynigiicliidiir:

1) log, b—log b >0 vo (a-1)b—-1)c-1)c—a)>0;
2) log,b—log_ b >0 vo (a-1)b—-1)c-1)c-a)>0;
3) log,b—1log b <0 vo (a-1)fb—-1)c-1)c-a)<0;

4) log,b—log,b<0 vo (a-1)b-1)c-1)c—a)<0;

Bu teoremin isbatindan avval qeyd edok ki, eyniciiroliyi saxlamaq
maqsadilo 1)-4) hallarinin hor birindo (C - a) vurugu avozindo (a - C)
yazmaq lazim golorss, onda barabarsizliklorin isarasi do oksino

doyisordi.
Isbati: 1)-in isbatini verak.
Iogab—logcb>0<:>logab—Iogab >0 log, bf 1 ! oo IO(‘:]ab(logac—l)>0<:>
log, log, c log, ¢

& log, b(log, c-log,a)>0 = (c-1)b-1)a-1)c-a)>0 & (a-1)b-1)c-1)c-a)>0

Tolob olunan isbat edildi. Digor 2)-4) hokmlori analoji gaydada
isbat olunur. Biitiin hallarda eynigiicliilikde a>0,a=#1 ¢>0,c#1
va b > 0 oldugu nazards tutulur.

217-118 masalalarinin hallinda teorem3-dan istifada olunur.
217.
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(x=1)(x -1-1)(x+1-1)(x+1-x)<0

109"~ log. . <0 > x>0 @{x(x—l)(x—2)<0®
x-1>0 x>1
X+1>0
olwx<?
218.
1 1 1 | 1 | 1 | 1
> + s lo 12 >log,s+log,3 <
log ; (2x2 —1) log, x log; x o) Ix 9x
1 4 3
(2 1 2
(2x —1—1(12—1}x—1)(x—2x +1)>0
1 1
e log, . 12—l0g,12 >0 12x* —1>0 =
x>0
A 3 .
(x-1) (x+1)(x+5)>0
(x2 —1)(x-1)2x? -x-1)>0 5 5
< {2x°-1>0 = [X—TZIX+72]>O<:>X>1.
x>0
x>0

Demoali barabarsizliyin holli (1; + 00) olur.
Qiivvat daxil olan barabarsizliklorde do analoji xassoslor vardir. Bu
xassalori isbatsiz gostorok (belo xassalorin isbati loqarifma daxil olan

boraborsizliklorin xassalorine analojidir).
Teorem 4. a vo b-nin biitlin miimkiin qiymstlorinde asagidaki

borabarsizliklor eynigiicliidiir:
1) a®>1ve (a-1)b-1)>0;
2) a®>1vo (a—1)b- 1)>0
3)a® <1ve (@a-1)b-1)<0
4)a® <1ve (a-1)(b-1)<0
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Teorem 5. a,b vo C-nin biitin miimkiin qiymatlorindo asagidaki
baraobrsizliklor eynigiicliidiir.

1) a®>a°vo (a-1)b-c);

2) a® >a° vo (a—1)b-c)>0;

3)a’ <a° wo (a—1)b—-c)<0;

4)a®<a®vo (a-1)b—-c)<0.

Notico. a,b va c-nin butin mumkiin giymatlorindo asagidaki
borabarsizliklor eynigiicliidiir:

1) a®-a°>0ve (a—1)b—c)>0;

2)a®—a®>0 vo (a—1)b—c)=0;

3)a’—a°<0 v (a-1)fb-c)<0;

4)a®-a®<0 v (a-1)(b-c)<0

219-220 masalalarinin hallinda bu naticadan istifada olunur.
219.

e |x=1(x=3x+1)<0 |(x-1 x—Lls0 [*21
X <X e & 2 & 1
x>0 O<x<—=
x>0
Demali, (O; %:| ) [1; + oo) verilmis barabarsizliyin hallidir.

220.
() -5
— | >|—= =3
x+1 X

(x+2)(x-1) 0
@lm< @[K—z

2
. Y S (glfd}ﬂ+x—ﬂ>0 X+X+l<0
(71) >[71) o X ol X1
X+ X+ 4£7>0 4£7>0

x+1 x+1

X O<x<l1
X+1

Baxilan baraborsizliyin holli (= eo;—2)u (0;1) dir.

221-223 borabarsizliklorinin hollindo logarifmik va qiivvet funk-
siyalar1 daxil olan barabarsizliklorin yuxarida gostorilon xassolorinin
birlogsmasindan istifads olunur.
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221,
(r20-2ix-1) o [er2de=d) oo [xr2de-)

(X+2)ng<0<:> e 2-1)x-2) o{ x-2 elx<?
2' -4
x>0 x>0 x>0
222.
[ 2
(0,3—1)(x—1x—21)(x;1—1)(x -1) .
|0 (X_l)’lo X2 3 _3
g°"”xz gx“ >0 x-1>0 &
3 27 %2

(x=2*(x=1)(x+1) (x—2)2(x~1)
T eeoa) 0 et SO vaya (L2)u(2;3).
l<x<2
SIx>1 SIx>1 ¢:[
2<x<3
X#2 X#2
223.
x?-3 x2-2 -1
[”) 23@[”) > ) @(7[—1}x2—2+1)20<:>x2—120«:>
3 T 3 3

z

3

x<-1 . . :
= (X —1)(X +1) >0 51 ° Demoli, borabarsizliyin  halli

X2

(— o0 — 1) U [1; + 00) dir.
224, ovvalco geyd edok ki, verilmis tonliyin
MI'O (-3;0)u(0;3)-dir.  Askardir ki,  verilmis tonlik

1 x* ”+”—1 1 E=1 (1) ilo eynigiclidir. (1)
T\ 3+49-x? 7T |3-49-x*

2 " 1 71
boraborliyinin sol torofini miisbat :[?erﬁJ ' :[3_ ﬂ] Vo
PP cokili (p,>0,p,>0,p,+p,=1) p,a, +p,a, ododi ortast vo

a,™a,"™ hondosi ortasi arasindaki asililigi gostoron Kosi barabarsizliyini
totbiq etmoklo asagidan giymotlondirok: p a, + p,a, > a,”a," (2).
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Molumdur ki, (2) borabarsizliyindo boraborlik yalmz a, =a,

V9 —x?

a, =[ 1 J”l, P, = l P, = z-1 giymatlorini yerino yazib
3-—

2 T
sortilo  miimkiindiir. (2) borabarsizliyinde g Z(XJ,
3+

V9 -x? 7
2
EYCRE N WP (NS N o PO S S R )
7| 3+4/9-x2 T (3-o-x* | 3+49-x2 3-4/9-x°
aliriq. 3) boraborliyindo boraborlik yalniz

3+ m m
X 3-49—x2 oldugundan (3—\/9— x? y =1.
3+ \/ﬁ

Beloliklo, verilmis tonlik 3—+/9—x® =1 irrasional tenliyino golir

vo buradan X; = \5, X, = —/5 alinir.

225. Verilmis funksiyanin ibtidai funksiyasinin imumi sokili
F(x)=e*® —x? +sinzx+C-dir. ibtidai funksiyanin  qrafiki
(-3;-7)  ndqtesindon  kegir,  odur ki, F(-3)=-7;
—7=¢"—9+sin(-37)+C,C =1.0Onda F(x)=e*? —x* +sinmx+1.

226. Funksiyanin téromesinin X, noqtesinde qiymati funksiyanin

x2 i 1 ﬁ . . . .
= sortilo miimkiindiir. Buradan
3

grafikino absisi X, noqtesindo bucaq omsalina borabordir, yoni
f(x,)=tga =k . y=—x diiz xttinin bucaq omsali -1 o berabordir.
f(x,)=tga =K. y=—x diiz xottinin bucaq omsali -1-o berabordir.
f/(x)=—6x*+12x 7. f/(x)=-1 sartindon X -i tapaq:
—6x2-12x-7=-1, , x?-2x+1=0, (x-1*=0, x=1.
Toxunanin tonliyi 6x° —12X+6=0y—y = f(x,)x—x,) sokildadir.
X, =1 oldugda y,=-2+6-7=-3, f'()=-6+12-7=-1,
y+3=-1(x—-1), y =—x—2. Bu tolob olunandir.

290



227. 9vvalca qeyd edak 164-169 masalalorinin hallinds vektorlarin
skalyar hasilinin torifindon vo xassalorindon istifads etdik. Ug mochullu
tonliklor sisteminin (227-236) hollino do skalyar hasilin totbigini

gostorok. Malumdur ki, a-b= ‘EHE‘ cosSc . |COS 0(| <1 oldugundan
ab|<[a]- o ®
A
ab< ‘5‘ : ‘E‘ @)
Qeyd edok ki,
a) (1) barabarsizliyinda e_l, b vektorlari kollienar olduqda;

b) (2) baerabarsizliyinds 5,6 vektorlart eyni istigamatli olduqda
barabarlik alinir.
a(a;;b,c,) ve b(a,;b,;c,) vektorlari verilirss, onda

ab=a,a, +hb, +cc, vo ‘5‘ =a, +b’+¢”,
‘5‘ =ya,+b,>+¢c,%. (1), (2) borabarsizliklorindon borabarlik

a = 1a,
halinda a=Ab, 1#0 almr ki, bu da {b, =Ab, (3) sistemilo
c, = 4c,

eynigiicliidiir. Bilirik ki, xotti tonliklor sistemini ardicil olaraq
machullarin sayini azaltmaqgla ve ya Kramer metodunun totbiqi ilo
homigs hall etmok olar (sistemin determinanti sifirdan forqli iss). 227-
236 xotti olmayan tonliklor sistemidir.

Baxilan sistems (227) ii¢ doayigen vo iki tonlik daxil oldugundan,
ilk baxigdan belo demok olar ki, onun sonsuz sayda holli vardir.

a(x;y;z) vo b(;1;1)
vektorlarina baxaq. Onda skalyar hasil ab=x+ y+z=1 vo

‘5‘ =w/X2 + y2 +7° 2%; ‘6‘ = \/§, bundan olavo ‘EHB‘ =1.
a-b=1vs H ‘5‘ =1 olduguna goéra a-b= H ‘5‘ aling. Beloaliklo, (3)
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sortine goro X=Y =2, X+Y+2z=1 sortini nozoro aldiqda iso

1
=Z=— alingq. Demoli baxilan tonliklor sisteminin halli

X =
)—dir.

228. 5(x3;y3;z3), b(2;2;1) vektorlarma baxaq. Onda

‘5‘=1/x6+y6+26 =J1=1, ‘5‘:\/4+4+1:3 vo

Wl
wlrk <
w|

ah 3 3, .3 o : ‘a‘ ' ‘6‘ =3
ab=2x"+2y°+2z°=3. Verilmis sistem b ilo
ab=3
eynigiiclidiir, buradan 227 do gosterilon (3) sortine gora
3 3 3
X
> = y7 =" demoli x* =22° vo y® =27°. Alinnus bu giymotlori

sistemin birinci tenliyindo yerino yazib 4z° +4z°+12z°=3 vo ya

Z=#i aliriq. Odur ki, X:#Z A y:i/z. Demali verilmig
3 3 3
sistemin holli 3X/Z; i/z’?’\/I -dir.

3 V3 \3

229. Ilk baxisda belo goriiniir ki, bu sistem qeyri-miioyyandir
(bagqa soOzlo sonsuz sayda holli var). Hoqigotdo iso sistemin halli

yoxdur. 5(5x5;4y4;3zz) Vo 5(%,%,%) vektorlarima baxaq. Onda

‘5‘ =\/25x12 +16y°® +92%, ‘5‘ = i+i+1 ,ab=x°+y* + 22
25 16 9
=1
va verilon sistem ¢ 7 sistemils eynigiicliidiir.
ab=—
15
Digor torofdon
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x6+y4+zzs\/25x12+16y8+924~ 1,11 78 287
25 16 9 60 60 15

i AT
,yoni ab< E, bu isa sistemin ikinci tonliyina ziddir. Demali verilmis

sistemin halli yoxdur.
230. x=0,y =0,z =0 sistemin holli olmadigindan, onun birinci
tonliyinin hor

torofini (Xyz)2 -9 boliib verilon sistemlo eynigiiclii

1 4
+—2+—2=9

x> y? oz
x> +4y*+2° =4
3x—6y+\/§z:2

. 12 =
sistemini aliriq. a(—;—;—] Vo b(X;Zy;Z) vektorlarina baxaq.
X'y z

Onda  ab=2+2+2=6, |[a|= /i?_ % ;iz V9 =3,
‘5‘:4/X2+4y2+22 =J4=2. Belolikla, EBZ‘EHB‘, onda a,b

vektorlar1 kollienardir, odur ki, onlarin koordinatlar1 miitonasibdir:
2 1 2 ) 9 X2

—IX=—:12y= —: z, buradan x*=1z%> vo y?="—. Verilmis
X y 4
) xX* o, , 4 2

sistemin ikinci tonliyindon X“+4-—+X" =4, X" =—,X=+*—

4 3 NE)

) 1 2 : . . .
aling. Odur ki, y =% § , 2= i—s. Bilavasite yoxlama ilo miisyyen
2 2

olunur ki ii— Vo ——'—i'i tgcliiklori verilmis
(V33743 3" J3'\3

sistemin hoalloridir.
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231. Verilmis sistemi
(x+2)(x+y+5)+(y+3)y+z-1)=0
(x+2)(x+3)+(y+3)3z-7)=0
Ox+y+5)+9(y+z-1) =(x+3) +(32-7)°
@ _
sokildo  yazaq.  a(x+2;y+3), b(x+y+5y+z-1),
2

E(X +3:3z- 7) vektorlarina baxaq. Onda ab=0 , ac = 0, 962 =c .

a=0 iso, onda X=-2,y=-3 vo (1) sisteminin {giincii

47 — - -
tonliyindon 2z ZE tapiriq. @ #0, onda b,c vektorlar1 kollienardir,

odur ki, c=43b. iki hal mimkindir: 1) c=23b, onda
Xx+3=3(x+y+5) [2x-3y=12
3z-7=3(y+z-1)" |3y=-4

in qgiymotini verilmis sistemin birinci tonliyindon  tapiriq:

, buradan y:—g, X=-4.12-

(—4+2)(—4+3)+(—§+3}3z—7):0 vo ya
- — X+3=-3(X+Yy+5

2+52:§;z:§. 2) ¢=-3b. Onda (x+y )

3 15 3x-7=-3(y+z-1)

buradan x = 3 ;14 Y= 10 ; 6z . Bu giymatlori (1) sisteminin ikinci

tonliyinds yerina yazib Z-in qiymatlorini tapiriq, lakin yoxlama ilo
miloyyon edirik ki, alinan adadlorin iki ii¢liiyli sistemin halli deyil.

Beloliklo, iki —2;—3;£ Vo —4;—£;§ hollari alinir.
15 3 15

232. a(X";y”;Z”), B(X'”l; y”+l;2"+1) vektorlarina baxaq. Onda
\/X2n+y2n+22n =\/§’ ‘B‘z\/XZn+2+y2n+2+22n+2 =\/§’

4
A o y2nHl 2n+1 2n+l - o AR
a-b=x""+y" 42" =3, demoli ab=|a||b|. Buradan alinir

ki, 5,6 vektorlart arasindaki bucaq sifra berabordir vo 227-doki (3)
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sortino goro aliniq ki, a=b, yeni X" =x", y
buradan iss sistemin yegans halli (1; 1; 1) —dir.
233. Askardir ki, (O;O;O) sistemin hollidir. Forz edok ki,

X#0;y#0; Z#0. Onda sistemin I vo III tonliklorinin har birini
X2 +y*+22=3

x?y?z% —a, 11 iso xyz-s bolib {x*+y®+2z°=3 aling. Bu
x*+yt+z4 =3

sistemin iso halli (l; 1 l) -dir. (232-yo baxmali, n =1)

,t 1-—cost

234. sin E = diisturundan istifado edorak sistemin

birinci tonliyini —COSX—COSYy—C0SZ =3,
l1-cosx+1-cosy+1-cosz=6,
l-cosx 1-cosy 1-cosz
+ +

2 2 2
sokilds yazaq. Sistemin ikinci tonliyini doyismayib, nohayat {igiinciinii
sadoalosdirak:
C0S? X —2C0SX+C0s? y—2c0osy +c0s*z—2c0sz=9;

1-2c0sX+Cos” x+1—2cosy+cos? y+1—2cosz+cos’z=12;

=3 sin2X4+sin2 L 4sin2 2 =3
2 2 2

2 2 2
(1-cosx) . (1-cosy) . (1-cosz)

=3,
4 4 4
sin® X 4sin Y +sint £ =3
2 2 2
sin? X +sin2 Y 4sin2 £ =3
2 2 2
Belolikla, {sin® > +sin3 Y +sin® £ =3
2 2 2
sin X 4sint Y ysintL=3 |
2 2 2
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232-doki tonliklor sisteminin xiisusi hali olan (n=1, doyisenlor

.oX . . Z . X . . Z
sm—,sml,sm—) sistem alinir. Demoli sm—:smlzsm—:l,
2 2 2 2 2 2
buradan §:£+2ﬂn,1:£+27zk,5:£+2ﬂm, X=m+4xn,

2 2 2 2 2
y=m+4rk, z=rx+4xm,burada
nk,meZ. Demoli baxilan sistemin halli

(7(4n +1); 7(4k +1); z(4m +1)) dir.
235. Verilmis sistemin birinci iki tenliyinin halli yalniz (%,%,%)

licliiyii oldugundan (227-yo baxmali) bunun {igiincii tonliyin do halli
oldugunu yoxlamaq kifaystdir. Yoxlama ilo miioyyan edirik ki,

111
(g X § ; §) sistemin ti¢lincii tonliyinin ds hallidir.

236. E(ZX;ZV;ZZ), 5(1;1;1) vektorlarma baxaq. Onda

=@ @+ (@ =Va + 4 47 =243,

b|=v1+1+1=+/3, demoli a-b=|alb|. 227-ci mosolonin halli ilo
Vi+1+1=4/3

2 2V 2°

olagodar gostorilon (3) sortino osason ER = EN = E buradan
X=Yy=12z. Onda sistemin birinci tonliyindon 2*+2"+2* =6,
2" =2, x=1.

Belaliklo, y=1,z=1. (l; 1;1) tigliiyli sistemin tgiincii tonliyinin
va sistemin hallidir.

Vektorun totbiqilo tonliklor sistemi hollinin asagidaki timumi
sxemini bilmek lazimdir.

ab=2"+2+2°=6 V2 ‘5

1) a vo b vektorlarmm daxil edilmosi

2) a , b vektorlarinin modulunu vo onlarin skalyar hasilini
hesablamag.

3) 227 mosslesinin halli ilo olagodar gdsterilon (1) vo (2)
miinasibatlori ilo sortin 6donildiyini yoxlamagq.
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4) yena 227-do gostorilon (3) sorti ddanilirss, onda a = Ab.

5) Cavabimn yoxlanilmasi vo yazilmasi. Bu sxem osasinda xotti
olmayan tonliklor sisteminin vektorlarin skalyarhasilinin totbiqi ilo
hallinin bir imumi metodunu sagirdlor dyronirlor.

237. Bu sistemin miihiim xiisusiyysti ondan ibarotdir ki, X,Y,z

doyigenlorini
A,
)

2 dovrii ovoz etdikdo yalmiz tonliklorin yerinin
doyismasindon basqa sozlo

y® -9z +272-27=0
verilmis sistemlo eyni olan {z°—9x? +27x—-27=0 tonliklor

X3 —9y? +27y-27=0
sistemi almir. Odur ki, belo sistemo dovrii sistem deyilir. Dovrii
sistemlorin miixtalif hall {isullar1 vardir. Bunlardan biri verilon sistemi
hall etmok igiin biitiin doyisenlori eyni X=Yy =2 =1t g0tiirmokdir.
Onda sistemin cirlasmis tonliyi adlanan t°—9t* +27t—27 =0
tonliyini aliriq. Buradan (t—3)°=0 vo t=3 taping. Odur ki,
X =3,y =3,z =23 verilmis sistemin yegano hallidir. Bu hallin yegans
oldugunu gdstorok. Bunun fi¢iin oksini forz etmo metodundan istifado
edok. Forz edok ki, (a; b; C) tapilandan forqli hor hansi holdir.
X=a,Y =Db,z =c oldugda verilmis sistemdon alinan tonliklorin sol vo

sag toroflorini toplayib (a— 3)3 +(b— 3)3 +(c— 3)3 =0 (1) aling.

Yeni sistemoa daxil olan tonliklorin har birini iss a = %/ 9b® —27b+ 27,

b=+/9c? —27c+27, c=+9a%-27a+27 kimi yazmaq olar.

Qyd ok ki g(t)=9t2—27t+27227r7=g(§),

2
a:mz%, b=3 g(c)zi, c=3 g(a)zg.



Forziyyoya goro (a;b;c) halli (3;3;3)-d9n farglidir, odur Ki,
a,b,c odadlorindon heg olmasa biri 3-0 barabar deyil. Forz edok ki,

3
a#3.0nda ae (%;3) is9, onda g(t) funksiyasinin bu araligda

monotonlugunu bilorok c=3/g(a)<3/g(3)=3 Vo

b= 3\/@ < m =3 aling. Lakin a,b,C -in belo giymotlorinds (1)

baraborliyi 6dons bilmoz. Belaliklo, @ < 3 ola bilmoz. @ > 3 iso, onda

c=3/g(a)>3/g(8)=3, b=3%g(c)>3/g(3)=3. Yeno (1)

baraborliyi 3denilmir. Odur ki, (3;3;3) sistemin yegano hollidir.

T . - {X—y=sinx

238. Gorindiiyii kimi ovvalki sistem kimi . -do
y—X=siny

dovrl sistemdir. Odur ki, X =y =t olarsa onda sistemin sint=0

cirlagmig tonliyi alinir. Bu tonliyin halli 7z n,ne Z adadi oldugundan

(7[ n, n) baxilan sistemin hallidir. Gostorak ki, bu sistemin basqa halli

yoxdur. Forz edok ki, X=a,y =b sistemin hallidir, hom do a#Db.

Onda bu qiymati sistemin tonliklarinds yerino yazib, birinci tonliyin
hadlarindon ikinci tonliyin hadlarini ¢ix1b

2(a—b)=sina-sinb < a- b_mnEEEcmggﬂ- aliriq.
a-b +
Sln | > | COSa—b <1 oldugundan, sonuncu

alinir. Bu

baorabarsizlikdon forziyyomizin oksine olan |a - b| < @
da onu gostarir ki, verilmis sistemin halli yalniz (ﬂn; 7zn), ne Z dir.
239. Sistemin (1+t)(1+t2 )(1+t4)= 1+t" cirlasmus tonliyinden
(237, 238-5 baxmali). Onun iki t; =—1 vo t, =0 hollini aliriq. Bu iso
sistemin (-1; -1) va (0; 0) hollorino uygundur. Gostorak ki, baxilan
sistemin basqa holli yoxdur. Forz edok ki, (X; y) verilmis sistemin

hallidir vo X# -1, X#0. x>0 iso, onda avvalco birinci tonlikdon
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y > X, sonra isa ikinci tonlikdon — X >y aliriq, bu iss ola bilmoaz.
~1<x<0 halina da baxaq. 1+X>0 vo (1+Xx)x <0 oldugundan
ovval  birinci  tonlikdon 1+y’ >0 y>-1, sonra iso
L+ x)1+x* 1+ x")=x"+  +x1+x)1+ x> +x*)< x7 oldugunu
nozoro almagla Y’ < X’ & y < X berabarsizliyini aling. —1<y <0
oldugundan, sistemin ikinci tenliyindon, ovvalki miihakimeni tokrar

etmoklo Y’ > X' ziddiyyatine golirik. Analoji olaraq X < —1 oldugda
da ziddiyyet alinir. Beloliklo, verilmis sistemin holli yalmz (-1; -1), (0;
0)-dir.

: 240. ©vvalca timumilegdirmoys baxaq. Bels tonliklorin timumi
sokli ¢)((p(X)) = X(A) -dir, burada ¢(X) har hans1 funksiyadir. Moktob
riyaziyyat kursunda ayrica belo mévzu olmasa da ali maktoblora qabul
imtahanlarinda ve olimpiadalarda (p((p(X)) =X sokildo yazmaq
miimkiin olan tonliklor toklif olunur.

Masalon

1) (x2 =5x+5)" —5(x* —5x+5)+5=X;

2) J3/x+24 =x;

3) sin(sinx) = x;

4) \/6-2J6-2X =X
tonliklori (A) sokilds tonliklordir. Dogrudan da 1) -4) tenliklorindo
uygun olaraq @(X)= x> —=5x+5, @(x)=%/x+24, ¢(x)=sinx (A)
tonliyi ilo yanasi qD(X) = X (B) tenliyins baxmagq olar. Askardir ki, (B)
tonliyi (A)-dan sadadir. Odur ki, (A) tonliyini holl etmok G¢lin bu
voziyyotdon istifado etmok lazimdir. Lakin ovolco bunu asagidaki
hokmloar vasitasila asaslandirmaq lazimdir.
Teorem 1. (B) tonliyinin ixtiyari kokii (A) tonliyinin kokiidiir.
- Dogrudan da forz edok ki, X, (B) tonliyinin hollidir. Onda
@(X,)=X, ododi boraborliyi dogrudur. Bu boraborliyin iki dofs

yazilmasi noticasindo qo((p(xo )) = ¢(XO ) =X,, yoni (0((0(X0 )) =X,
aliriq. Bu iso o demokdir ki, X, odadi (A tonliyinin kokiidiir. 1 teoremi

299



isbat olundu. Qeyd edok ki, burada vo sonralar tonliyin yalniz haqiqi
koklarine baxilir.

Teorem 2. Forz edak ki, (D(X) funksiyast X ¢oxlugunda ciddi artir
vo ixtiyari X, € X Ugln (p(XO)e X . Onda (A) va (B) tonliklori X
coxlugunda eynigiicliidiir.

- X ¢oxlugu go(x) funksiyasinin toyin oblast ils iist-lista diiss bilor,
yaxud onun bir hissasi olar. Yuxarida gostorildiyi kimi (B) tonliyinin
ixtiyari kokii (A) tonliyinin kokiidiir. Indi gostorak ki, (D(X) funksiyasi
X ¢oxlugunda ciddi artirsa vo ixtiyari X, € X Uglin (p(XO)e X iso
onda (A) tenliyinin X ¢oxluguna daxil olan ixtiyari kokii (B) tonliyinin
kokiidiir. Forz edok ki, X, € X oadadi (A) tenliyinin do kokiidiir, onda
go(go(xo ))z X, odadi borabarliyi do dogrudur. Isbat edok ki, onda
@(Xy) = X, ododi boraborliyi do dogrudur. Sksini forz edok, yoni forz
edok ki, @(X,)# X,. Onda @(X,)> X, iso @(X,)e X vo X, € X
oldugunu nozors alsaq (/)(X) funksiyasinin X ¢oxlugunda artan
olmasma osason aliriq ki, ¢((0(X0 )) > (D(XO) ododi boraboarsizliyi
dogrudur. Buradan (0(X0)> X, odadi borabarsizliyindon istifado
etmoklo ¢((/)(X0 )) > X, aliriq ki, bu da (0((0(X0 )) =X, sortino ziddir.
@(x,)< X, iso onda @(X,)e X vo X, € X oldugunu nazers alsaq
(o(x) funksiyast X c¢oxlugunda artan oldugundan alinq ki,
¢((p(XO )< ¢(XO) ododi borabarsizliyi dogrudur. Buradan alinir ki,
(p((p(x0 ))< X,, bu iso (p((p(xo )): X, sortino ziddir. Beloliklo,
(p(XO);t X, olmas1 forziyyesi dogru deyil. Onda (p(XO)z X, bora-
barliyi dogrudur, basqa s6zlo X, ododi (B) tonliyinin kokiidiir. (A) vo

(B) tonliklorindon he¢ olmasa birinin, X ¢oxluguna daxil olan, kokii
yoxdursa, onda digar tonliyinde homin ¢oxluga daxil olan kokil yoxdur.
Dogrudan da forz edok ki, (B) tenliyinin X ¢oxluguna daxil olan kokii

yoxdur. Onda forz etsok ki, (A) tenliyinin X, € X kokii vardir va
(p(XO)E X, onda yuxarida gostorildiyi kimi (B) tonliyinin do homin
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kokii vardir, bu iso (B) tenliyinin kokiiniin olmamas1 sortina ziddir.
Analoji olaraq, lakin 1 teoremindon istifado etmokls isbat edilir ki, (A)
tonliyinin X ¢oxluguna daxil olan kokii yoxdursa, onda (B) tenliyinin
do X ¢oxluguna daxil olan kokii yoxdur. 2 teoremi tam isbat olundu.

Qeyd edoak ki, ¢(X) funksiyas1 X ¢oxlugunda ciddi artirsa v ixtiyari
x € X UGN g(x,)e X isa, onda p(x)=x, P(p(x))=x, p(p(p(x)))= x

va s. Tanliklori X ¢oxlugunda eynigiicliidiir.
Tabii olaraq sual yaranir: 2 teoremina analoji, lakin ciddi azalan

(o(x) funksiyasi ti¢iin hokm dogrudurmu?

go(x):i/l—x funksiyasina baxaq. Bu funksiya R c¢oxlugunda
ciddi azalandir vo ixtiyari X, € R tgin ¢(x,)e R. @(x)=x tonliyi

¥1-x =X sokildedir. Bu tonlik ise, asanligqla gostormok olar ki,
yegana X, € (O;l) kokii olan, x* +x—1=0 tenliyi ilo eynigiicliidiir.

@(p(x)) = X tonliyi 3/1-%/1— x = x sokildodir. Onun kéklori arasinda

(D(X)z X tonliyinin kokii olmayan O vo 1 odadlori vardir. Belaliklo,
homin funksiya ti¢iin (A) va (B) tonliklari eynigiiclii deyildir. Demali,
ciddi azalan (p(X) funksiyasi {igiin 2 teoremins analoji olan (A) va (B)

tonliklorinin eynigiicliilityli haqqinda hokm timumiyyatlo dogru deyil.
Indi baxilan tonliyin 2 teoereminin totbigilo hollini vermak olar.

q)(X): ¥Xx+24 funksiyast R ¢oxlugunda ciddi artir vo ixtiyari

X, € R giin ¢(x,)e R. Onda 2 teoremins asason /3/x+24 =x (1)
tonliyi 3/x+24 =x (1) ilo eynigiicliidiir. (1%) tenliyi iso x® —x—24=0
tonliyi ilo eynigiicliidiir. Sonuncu tonliyin iso yegana X, =3 koki
vardir. Beloliklo, onunla eynigiiclii (1) tonliyinin do yegano X, =3
kokii vardir. Bu kokii Bezu teoreminin totbigi ilo yaxud sol torofi
vuruglarina ayirmaqla (x® +3x? —3x? +8x—9x—24)= 0, x(x—3)+3x(x~3)+8(x~3)
tapmaqg mimkdindr.

Qeyd edoak ki, sagirdlorin moaktabda istifads etdiyi anoanavi yolla (1)
tonliyinin hor torofini ardicil olaraq 3-cii doracedon gqiivvato yik-

soltmaklo X° —72x° +1728x° — x —13848 =0 tonliyini almaq olar
ki, onun holli yuxarida gostorilona nisbaton miirakkabdir. 1), 3), 4)
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tonliklori do uygun olaraq x> —=5X+5=X, SinX =X (yegano X =0
koki var). /6 —2X = X tonliklori ilo eynigiicliidiir. Bu tonliklorin halli
iso agkardir.

241. f (U) =u® funksiyas1 R-do ciddi artan oldugundan, onda
gostorilon ~ fakta  (teoremo)  osason  verilmis  tonlik (1)
arcctg (x2 +1002): arcctg(2004x—1001) (1)  tonliyi ilo
eynigucludr. go(u) =arcctgu funksiyast R-do ciddi azaldigindan,
onda  gdstarilon fakta  (teoremoa) Jsason 1" tonliyi
x* +1002 = 2004x —1001 (1") tenliyi ilo eynigiiclidiir. Bu tonliyin
isoiki X, =1 vo X, = 2003 kokii vardir. (1”) tonliyi ilo eynigiiclii olan
verilmis (1) tonliyinin do homin koklori vardir.

1 u
242. f(u) = (E) funksiyas1 R-do ciddi azaldigindan, onda 241-

1

x3-x-1
doki fakta (teoremo) osason [E] =(— (1) tonliyi

2
U —x-1=Yx*+x> -1 (1) ilo eynigiclidir. @Uu)=3u
funksiyasi R-do ciddi artan oldugundan, 241-doki fakta (teoremo)
osason (1) tenliyi X’ —x-1=x3+x*-3 (1) tonliyi ilo
eynigiiclidir. Buradan X, =—2; X, =1. (1) tenliyi ilo eynigiiclii olan
(1) tenliyinin ds koklari -2 va 1 dir.

243. f (u) =arccosu funksiyasmin varliq oblasti [— 1 1]
araligidir. Burada funksiya ciddi azalir. Odur ki, gosterilon fakta

x> —8=9x—26

(teoremo) osason baxilan (1) tonliyi { (1/) sistemi ilo

]3\/ x+x2-3

-1<9x-26<1
eynigiiclidiir. Verilon tonliyin vo sistemin iki X, =3;X, =6 halli
vardir. Bunlardan ikigat boraborsizliyi yalmiz X, =3 ododi ddoyir.

Beloliklo (1') sistemin vo onunla eynigiiclii baxilan (1) tonliyin homin
kokii vardir.
244, 9vvalco gostarilon faktin (teoremin) isbatini verak. Forz edok

Ki, X,
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f(a(x)= f(B(x)

odadi {ax(x)e J (A) sisteminin hallidir. Bu o demokdir
pel

ki, u, = Ot(XO) vo u, = ,B(XO) ododi ifadolorinin monasi vardir,

onlardan hor biri J arahigina daxildir vo f(u,)= f(u,). Gosterak ki,

buradan U, =u, almir. Forz edok ki, f(u) J araliginda ciddi artir.

Onda u, <u, iss f(u, )< f(u,),u, >u, iso, onda f(u,)> f(u,)

almr ki, bu da f(u )= f(u,)-o ziddir. Beloliklo, dogrudan da

a(x)= B(x)
U, =U,, U, € J, U, € J oldugundan iso X, ododi {ex(x)e J
J

B(x)

(B)

m Mm

sisteminin hallidir.
Analoji olaraq gostormok olar ki, f(u) funksiyas1 J-do ciddi

azalirsa, onda (A) sisteminin halli olan X, odadi (B) sisteminin hallidir.

Yuxarida deyilonlor onu gosterir ki, (A) sisteminin ixtiyari halli (B)
sisteminin hollidir. X, ododi (B) sisteminin hollidirse, onda bu o

demokdir ki, U, = (){(Xl ), u, = ﬂ(Xl) ododi ifadolori J aralifina
daxildir, bunun monasi vardir vo U, = U, . Lakin onda f(u,)= f(u,).
Beloliklo aliriq ki, a(x,)e J, B(x,)e I vo f(a(x,))= f(B(x,)), bu
150 o demokdir ki, X; adadi (A) sisteminin hallidir. Belaliklo gostorildi

ki, (A) va (B) sistemlorindon he¢ olmasa birinin hollinin olmasi molum
oldugu halda onlar eynigiicliidiir. GoOstarak ki, (A) sisteminin halli
yoxdursa, onda (B) sisteminin do hslli yoxdur. ©ksini forz edoak, yani
forz edok ki, (B) sisteminin halli vardir. Onda yuxaridaki isbata osason
(A) sisteminin do holli vardir, bu isa (A) sisteminin halli olmamasi
sortina ziddir. Beloalikls, forziyyomiz dogru deyil, bu iss o demokdir ki,
(B) sisteminin holli yoxdur. Analoji olaraq isbat etmok olar ki, (B)
sisteminin holli yoxdursa, onda (A) sisteminindo hoalli yoxdur.
Belalikla, (A) va (B) sistemlorindon he¢ olmasa birinin holli yoxdursa,
onda bu sistemlor eynigiicliidiir.
Gostorilon fakt (teorem) tam isbat olundu.
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241, 243 mosalalarinin halli ilo slagadar gostorilon faktlarin isbati
verilmadi, ¢linki onlar burada isbat edilonin xiisusi hallaridir.

Indi verilon tonliyi hall etmok olar. f; (u) =u' +u? funksiyaya
baxsaq, o 0ziiniin biitiin R varliq oblastinda ciddi monoton deyildir,
odur ki, 241, 243, 244-do gostorilon faktlarin (teoremlorin) heg birini
ona tatbiq etmak olmaz. Lakin O{(X) = (X2 +4x - 3)2 , B(x)=(x +1)2 ,
f (U) =u® +Uu" isaro etsok, onda aliriq ki, ixtiyari
xe R icin  a(x)=0, B(x)=0,  odur ki,
(k2 +4x -3+ (x2 +4x=3" = (x+1° +(x+1)? (1)  tonliyi
Hab)=tB0) |
a(x)= 0 (1) sistemi ilo eynigiicliidiir. f (u) funksiyasi
Bx)z0
I= [0; +o0) arahginda ciddi artir. Odur ki, mosolonin hallinin
ovvolinde gdstordiyimiz fakta (teoremo) osason (1') sistemi
a(x)=B(x)

a(X)ZO (1") sistemi ilo eynigiicliddiir. ixtiyari Xe R (iglin
B(x)=0

a(x)>0, B(x)>0 oldugundan (1") sistemi ()= B(x) tenliyi ilo,

yoni (x? +4x—3)f —(x+1)* =0 (1") tonliyi ilo eynigiiclidir.
Beloliklo, verilmis (1) tonliyi (1) ilo eynigiiclidiir. Sonuncu tonliyi
(X2 +3x— 4)(X2 +5X — 2) =0 sokildo yazmaq olar. Buradan iso

_—5-+/33 X _ —5++/33
2 2
adadlar baxilan tonliyin kokloridir.

245, f(u):( 1 ]” i funksiyasinin varliq oblast1 R-dir, bu ¢oxlugda
2

f (u) ciddi monoton deyildir, odur ki, ona 241, 243, 244 masalslori ilo
slagadar gostarilon faktlarin (teoremlarin) heg birisi totbiq edilo bilmoaz.

1+sin x 1+c0S X
Lakin  baxilan [1) —(L+sinx)® = (l) —(+cosx)® (D)
2 2

X, =1, X,=-4; X, aling. Bu
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tonliyinin halli ilo olagodar ixtiyari X€ R tgiin 1+sSinx>0 vo
1+c0osx >0 (1) oldugunu bilorok a(x)=1+sinx, B(x) =1+ cosx

f(alx))= f(B(x)

isaro edib aliriq ki, (1) tonliyi ( ) 0 (1) sistemi ilo
0

B(x)

>
eyniglcludar. J = [0;+<>°) araliginda f( ) funksiyasi ciddi azalandir.
Odur ki, 244 ilo olagadar gostorilen fakta (teorems) asason (1”) sistemi

a(x)= B(x)

a(X)Z 0 (1" sistemi ilo eynigiicliidiir. (1"} sortini nazoro alaraq

B(x)=0
miioyyon  edirik ki, (1)  sistemi Ot(X) = ﬁ(X) Vo ya
1+sinx =1+cos X tonliyi ilo eynigiicliidiir. Bu

tonliyin isa hallar seriyast X, = % + 7K,k € Z dir.

Belaliklo baxilan (1) tanliyinin kokii da %+ 7K,k e Z olur.
246. 2+0 oldugundan 2[x|= X tenliyinin hor torafini 2-ys béliib
X
[X] = 2 aliriq. ©dadin tam hissasinin torifine gors (haqiqi x adadinin

tam hissasi N < X olan an boyiik n adadins deyilir. Haqiqi X adadinin
tam hissasi [X] vo ya E(X) ilo isars olunur. Yaxud hazirki derslikdoki

torif: hor bir X adadine [X] adadini gars1 qoyan funksiyaya X odadinin

X
tam hissosi deyilir vo f(X)z [X] kimi isaro olunur). Ee Z, yoni

X
=n,ne Z, buradan X=2n. [X]=E tonliyinin sol torofindo

N | X

[X] =X- {X} baraborliyini nozers alib X —{x}= g , buradan {x}= g

yaza bilorik. Burada {X} - haqiqi X oadadinin kosr hissasidir: haqiqi X
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odadinin kosr hissasi X—[X] komiyystine deyilir vo {X} ilo isaro
olunur. {X} -in giymotlor oblast1 [0;1) yarimintervali oldugundan

X
Ee [0;1), yoni X € [0; 2). Xe Z oldugundan buradan verilmis tonlik

Ugin x=0,x=1 alimr. Lakin X =2n oldugundan bu koklordon
yalmz X =0 verilmis tonliyi 6dayir.
247. 3#0 oldugundan 3{x}= X tonliyinin her terafini 3-a boliib

{X}:g aling. {x}-in qiymotlor goxlugu [0;1), yoni {x}e [0;1)
oldugundan ge [0;1), buradan Xxe [0;3). {x}=x- [X] oldugunu
bilorok X—[X]:g, buradan %Xz [X] aliriq. [X]e Z oldugundan
2 2 3n e
EXG Z , onda §X =n,ne Z, buradan X = > Miioyyon edildiyino
goro X€ [0;3) Vo X=3?n,ne Z , odur ki, verilmis tonliyin halli
X=0,x= g -dir. Cinki x= 3%‘]—in [0;3)—9 daxil olmas1 iiciin
n=0,n=1 olabilor, onda X = 37n-d9n x=0,Xx =% alinir.

248. {x}e [0:1) oldugundan, 5x+2¢€ [0;1) voya 0<5x+2<1,
buradan xe [—%;—% . Tonliyin sol torofinda {X}z X— [X] yazib

[x]=—4x-2 alng. [x]e Z oldugundan —4x-2€Z, onda

n+2 2 1 n+2
—4x—-2=n, X=——. Xe|l——=:1—= Vo X=———
4 5 5 4

1 .
oldugundan verilmis tonliyin koki X = —Z -dir.

249. 1ki hala baxaq:
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1) [X]—lZ 0. Onda |[X]—1| = [X]—l va barabarsizlik [X]—lZ 0
[x]>1
[x]>4

soklina diisiir. Onda { barabarsizliklor sistemini vo buradan

xe [4;+ 00) aliriq.
2) [x]-1<0. onda [x]-1=1-[x] vo borabarsizlik 1— [x]>3
soklo diisiir. Onda {H <1 5 barabarsizliklor sistemini vo buradan
X[< -

Xe (-ei=1) alirq.

ilo ekvivalent oldugundan
~[x]=3

[x]-1 > 3 barabarsizliyinin halli (- eo;~1)U[4;+ ) néqtolor goxlugudur.

Verilmis boraborsizlik [[X]El >3

250. Ovvalcoa isbat edok ki, ab>0 iso la+b|=|a+]o] borabarliyi
dogrudur. Dogrudan da bu beraborliyin hor torofini kvadrata
yiiksaltdikdon sonra \a+b\2 _ ‘a‘z +2ab) +\b\2 , a’+2ab+b?=a’+ Z‘ab‘ +b?,
buradan |ab| =ab aling. Sonuncu boraborlik iso ab>0 oldugda
dogrudur. Bu fakt1 verilmis tonliys totbiq etmakls deys bilorik ki, X-in
(sinx—0,5)(0,5—10g, X) > 0 berabarsizliyini 6doyon qiymotlari onun
sinx—-0,5>0

kokii  olacaqdir. Alinmig  berabarsizlik ki ,
0,5-1log, x>0

{SII’IX—O,SSO borabarsizliklor sistemi ilo eynigiicliidiir. Birinci

—log, x<0
sistemin halli [%,\/E] pargasi, ikincinin holli iso [55 27K 13l+ zﬂk]

ke N u{o} soklinda pargalarin birlogsmasidir. Belaliklo, V€I‘111’I11$ tonliyin

halli: [’g;ﬁ] [5éf+zﬂk +2ﬂk]keNu{0} -dir.

251. Ixtiyari iki miixtolif y = X +mx+m? vo y= x> +nx+n°
parabola yegana ndqtedo (X =—-m-n,y= m? +m? + mn) kasisir.
Onda tolob edilon miimkiindiirsa parabolalarin kasisme ndqtslarinin
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miqdar1 parabolalar ciitiiniin sayma borabor olmalidir. Parabolalarin
k(k -1
say1 k olarsa onda sorto goro % =2013. Bu iso miimkiin diiyil,

¢linki 2013 sado odoaddir.
252. X + px+100 iighodlinin diskriminanti D = p* — 400 -dir.

|p|>20 oldugda D>0, p=%20 oldugda D=0. Belolikls,

p| > 20 olduqda alnmus iighadlilorin hor birinin iki kokii, p =20

olduqda isa har birinin bir kokil vardir. Qeyd edok ki, Viyet teoremina
gora X2 + px+100 kvadrat iichadlisinin iki hoqiqi kékiiniin comi p-y
borabardir. Onda p-ya uygun olaraq alinmis biitiin kvadrat iichadlilorin
koklari comi
100+ 99 + 98 +...+ 22 + 21+ 20 + (= 20) + (= 21) + (- 22) + (— 98) + (- 99) + (-100) = 0
olar.

253. Gorindiiyli kimi baxilan tonliys daxil olan funksiyani
tapmaq tolob olunur [13]. 2f(x)+ f(1—x)=x? (1) serti funksional
tonlik adlanir. Funksional tonliklor miixtslif tisullarla hell edilir. Bu
usullardan biri geyri-miioyyon amsallar metodudur. Funksional ton-
liyin xarici formasina gore axtarilan funksiyanin iimumi soklini
milayyon etmok miimkiin oldugda onu tatbiq etmok olar. Funksional
tonliyin holli tam vo ya kosr-rasional funksiyalar i¢orisindo axtarilan
hallarda geyri-miioyyon omsallar metodundan daha ¢ox istifads
olunur. (1) boraborliyi funksional tonlikdir. Moaktabds bu istilah
islodilmadiyindon onu basqa sozlo sort adlandirmaq olar. (1) ton-
liyinin sol torofindo asili olmayan X doyisoni vo f funksiyasinin
giymatlori tizorindo yalniz xotti omoliyyat aparildigindan, sag torofdo
iso  kvadrat funksiya oldugundan axtarilan funksyanin da

f(x)=ax? +bx +c sokildo kvadrat funksiya oldugunu giiman etmok
tobiidir. Burada a,b,c qeyri-miioyyon omsallardir, onlar1 tapmagq
lazimdir. Homin  funksiyan1 (1) tonliyindo yerino yazib
2(ax? +bx+c)+all—x)? +b(l—x)+c = x> < 3ax’ + (b—2a)x+(a+b+3c) = X
eyniliyini aliriq. Dayisonin eyni qiivvatlorinin omsallar1 barabar olan
iki coxhadli eyniliklo
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. 3a=1 .
barabordir: b_2a—0 Bu sistemdon 3 =

a+b+3c=0

=

,;bzg;czl alinir.
3 3 3

Onda funksional tenliyin helli (x)= E(XZ +2x-1) olar. Isbat edak ki,
3

basqa hoall yoxdur. Forz edok ki, g (X) funksiyas: da hoqiqi adadlor
coxlugunda (1) beraberliyini 6doyir. Onda elo X, € R vardir ki,
9(x) = f(x,). Onda x=x,, x=1- x, oldugda 2g(x,)+g1-x,)=x,",
29(1- Xo )+ g (XO )=0- Xo )2 boraborliklori 6denilmslidir. Buradan

iso almir Ki, g(xo)zé(xoz +2X, _1)= f(xo)' Demali, 9(X0)= f(XO).

Alinan ziddiyyat forziyoni inkar edir. Beloliklo, mosoloni yegano halli
vardir.

254. Hollin iki {isulunu gostorak.
. 1) [—1; 3] parcasinin uclarinda funksiyanin qiymatlori
y(-1)=15,y(3) = 23;

/ . 3
2) (=1;3) intervalinda bohran ndqtosi y’ =0 tonliyinden X, :Z

tapihir (x, € (~1;3)). Onda y 3.1
4] 4
11, 11. _ 11, oal _9a-
3) y . =mind—;15;23: ==, Yimax = Max —,15,23 =23;
m 4 4 4
4) E(y)= [11; 23]. Bu funksiyanin qiymatlor ¢oxlugudur.
4

II. Tam kvadrat ayirmaqla mosoloni asanligqla holl etmok olar:

2 3
y = 4[)( - 3) + E x e [-1;3]. Parabolanin tops ndqtosinin absisi X = Z
4 4

adadi (—1; 3) intervalina daxil oldugundan, parabolanin qollar1 iso
yuxar1 yonaldiyindon vy, = y(%):lzl. On boyik Y, Oiymoti [— 1 3]
pargasinin uclarindan birinds alinir. X =3 ndqtosi parabolanin tops

noqtesinin absisindon uzaqda yerlssdiyinden Y, ., = y(3) =23.
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255. Hallin iki tisulunu gostorak:
I. Verilmis kosr-rasional funksiya X =—-2 vo X =1 néqtolorindon

2
X“+x+1

forgli butiin odod oxunda toyin olunmusdur. y =— diizgiin
X°+Xx-2

olmayan kosrdir. Tam hissoni aymb -1 3 alirq.
X +x-2

t=x?+x-2 §’ y=1+p isaro edok. Onda verilmis funksiyani ii¢
t

!p:

funksiyanin kompozisiyas: Yy = y(p(t(x))) soklindo gostoro bilerik.
Bundan sonra hor bir elementar funksiyanin onlarin daxil olma
ardiciliginda qgiymotlor ¢oxlugunu tapaq. Onda birinci t(X)

funksiyasinin E(t) qiymatlor ¢oxlugu p(t) funksiyasinin D(p) tayin
oblast1 olacaqdir ( p(t) funksiyasinin toyin olmadigi ndqtolor miistosna
olmagla); analoji olaraq E(p) < D(y).

2
1) t:x2+x—2:[x+1) LN E(t):[—9;+oo];
2 4 4

2) p :%,te [—%;O)u(0;+oo).

Bilmoak lazimdir ki, p(t) funksiyasi verilmis funksiyanin dayismo
oblastinin  hor bir aralifinda monoton azalandir, odur ki,

E(p)=(p(0—); p(—%]u ploo) p(0+)] vo ya E(D)=[—w:—3]U(O;+M). Burada
p(0-), p(+ o), p(0+) isarolori uygun olaraq limitlori ovoz edir.

.3
Masalan, p(O —) = IIET()]?

3) y=1+p,pe[—w;—;‘]u(o;+oo>:»E(y)=(-m;-g]u<1;+oo).

Demoli verilmis funksiyanin qiymatlor coxlugu
E(y) = [_oo;—;:| ()] (1;+ oo)'dir.
II. Verilmis funksiyan geyri-milayyen sokilda

(y-1)x*+(y-1)x-2y—-1=0  kimi yazmaq olar. Buradan
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. y-1+y9y*-6y-3; y_120, 9y’—6y-3>0 Sistemindon (y “1y _ 1
=2 —v=7 "7 = 1 =4 Y2 =

y-1 3
tapandan  sonra) verilmis funksiyanin = doyisme  oblastinin

(_ o0l — 1] U (L) Oldugunu alirig.
3

256. Ji+4i-x? =u, 1-41-x’ =s olsun. Onda {U+l‘/‘=2 ,

ut+ et =2
2% —16u¥+14=0, u?s* —8u+7=0, u=4=3;
us=1 —u=g=1.JU9=T7 sisteminin iso haqiqgi kokii yoxdur.
u+v=2 u+d=2
Beloliklo 1++/1—x? =1 (1) tonliyini vo buradan X =1 alirig.

Maosolonin hollindon goriiniir ki, (1) verilmis tonlikds eynigiiclidiir.
Lakin bu eynigiicliiliiyii osaslandirmaq lazimdir. Belo asaslanma miim-

kiindiir. Bunun tigiin f(x)=2/x funksiyasinm [0;e0) -da yuxaridan

gabarigliginin torifini, habelo miivafiq teoremlorin isbatin1 vermok
lazimdir. Bu halda verilmis tanliyi sifahi hall etmok olardi.

Onu da geyd edok ki, f(X) funksiyasi1 verilmis araliqda iki dofs
diferensiallanadirsa vo X-in homin araligdan gétiiriilmiis biitiin qiy-
motlorindo  f”(X)>0 iso onda f(x) bu araliqda asagidan ciddi
gabariqdir.

257. Verilmis funksiyanin tayin oblasti D(f)=(—e0;0)u (0;+ o),
yoni sifirdan forqli biitiin hoqiqi adadlordir. E(f) doyismo oblastini
tapmagq li¢iin bes hala baxaq:

1
1) J1+-<0 :2) 1+1 <0 13) [1+150:4) [14150;5) 1+2<0
X X X X X

1+2x<0 1+2x>0 1+2x<0 1+2x>0 1+2x<0
Forz edak ki, 1) sistemi 6donilir: |1+l<o .Buhalda _1cy<1 vo
X 2

1+2x<0

A(X)<O, burada A(x):arctg(1+l]+arctg(1+2x). Onda X-in
X

2 X
oldugundan

(_1;_ 1 ) araligindan gotiirilmiis biitlin qiymotlorinds 2 4 2x + 1 <0
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1+1+1+2x 2+2x+l

tgA(X) = X 1 = Xl =-1
1—[1+—}1+2x) —2-2x-=
X X

. T s
Demali, A(X) = —E Vo f (X) =arctgl+ A(x) = %_% =0. Indi 2)

sisteminin 6denilmasi halina baxaq: {1+i<0 . Bu halda _%< x<0 VO
1+2x>0
B(x)> 0, burada B(x)= arctgl+arctg(1+ 2x).
tgB(x)-i hesablayaq: 1gB(x) = SFL+2X _ 242X =_[1+1).

1-11+2x) —2x X

1
Demoli, B(x)= —arctg(1+xj vo
f(x)= arctg(1+ )+ B(x)= arctg(1+ j— arctg[1+ J: 0
X X X

1
3) halina baxagq: {1+X>0. Burada Xx<-1 wvo C(X)>O,

1+2x<0
1 l+1+l 2+E .
c(x)=arctgl+arctg| 1+ = |* th(X)zixl= T =-0+20)> demali,
X 1-1-|1+=| ==
X X
C(x)=-arctg(l+2x) vo f(x)=C(x)+arctg(l+2x)=—arctg(l+2x)+arc(l+2x)=0.
4) halinda 141 sistemi 6donilmoalidir. Burada X >0,
X
1+2x>0
D(x)>0,
D(x)= arctg(l+ 1]+ arctg(L+2x)
X
1 1 3
1+=+1+2x 242x+= . Onda _or Vo
X X D(x)
tgD(x)= 1 = =1 4
1—[1+7}1+2x) —2-2%x-=
X X
f(x)=arctgl+ D(x):%-r%z:;z-
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5) halinda X=-1 vo vya x:_%. X=-1 1iso, onda

f(-1)=arctgl+ arctg(1+ 11]+ arctg(l+2(-1))=0- x= > iso, onda

1 1 1 . Belalikla, x<0
f[_ZJZ arctgl+ arctg 1+—1 +arctg(1+ 2-(—2J): 0

2
oldugda f(x)=0, x>0 oldugda f(x)=7.
Indi baxilan funksiyanin dayismo oblastin1 asanligla yazmagq olar:
E(f)={0;x}.
258.  Verilmis  tonlikdo  kosinusu  sinusla ifado  edok:
4sin®x =a—7c0s2X; 4sin’x=a-7(1-2sin’x); 4sin®x-14sin*x+7=a.

Yalniz @ ododi 4sin® x—14sin? x + 7 ifadesinin giymotler coxluguna
daxil  olmadigda  alimmig  sonuncu  tonliyin  holli  olmaz.
y = 4sin® x—14sin2 x+ 7 ifadesinin qiymotlor goxlugunu tapaq. t = sin X

olsun, burada te [— 1, 1]. y =4t> —14t* +7 funksiyasmmn [— 1 1]
pargasinda E(y) giymatlor ¢oxlugunu tapaq. Bunun iglin avvalco onun
toromosini tapaq: Y’ =12t> —28t =4t(3t—7). Onda t=0 wvo ;_7

3

oldugda y”=0. Standart alqoritmidon istifado edorok y(x) funksiyasim

[— 1, 1] pargasinda artma vo azalma araliglarini miioyyan edak.

-1 (-1, 0) 0 0; 1) 1
y + 0 -
y -11 / 7 \ -3

Beloaliklo, [— 1 1] parasinda kosilmoyon y =4t® —14t* +7
funksiyasi ovvalca -11-don 7-yo (7 adadi maksimum deyil) godor artir,
sonra isa 7-don -3-0 qodor azalir. Demoli, —1<t<1 olduqda

E(y)= [-11;7]. Buradan alinir ki, verilmis sin® x —14sin? x+7 =a
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tonliyinin a-in [—11;7] pargasinin xaricinda yerlogon qgiymatlorinda
kokii yoxdur. Yoni @€ (—oo;—11) U (7;0).
259. Komokgi arqument daxil etmok metodundan istifado ilo

2 ECOS7X—£Sin 7x [=—J2 cos ~-cos 7x —sin Zsin 7x=—\/§,
2 2 3 3 2
5z  2m
cos(7x+ﬂ]:_\/E , | X=gg T 7 "E? aliriq. ©vval birinci
2 137 2mn
X=——"—+-——meZ
84 7

seriyadan gostorilon intercala daxil olan kokii miisyyon edirik:

2w st 2m 6z ;23 5,19 agkardr ki, n=2, onda

5 84 7 77120 24

57r+ 2r-n 53

84 7 84

koki segirik: 27 137 2mm 6z 23 . 213 ‘hyradan m=2
5 84 7 7 120 24

voya m=3.0nda M-in bu qiymotlerinde , _ 137 272 _357 vaya
84 7 84

X = 23 . Ikinci seriyadan gostorilon intervala daxil olan

_ 3z 27-3_59
—t—==—7

84 7 84

Demoli Verilmis tonliyin gostarilon intervala daxil olan koklari
57372' 35 T 77[ _dlr
84" 84" 84

260. Bozi trigonometrik tonliklori hall etmok iigiin SIN X vo COS X
funksiyalarinin mohdudlugundan istifado etmok miinasib olur. Verilon

tonliyin hoallinds bu tsuldan istifado olunur. gjnx 4+ cosx = +/2 sin[x + ”]

oldugundan, onda sin(x + Z)g 1-don istifads edib Sin X+ cOS X < \/E

2
vo belaliklo (x—”) ++/2 < /2, buradan (x— 4 ]2 <o Yazariq. Verilmis
4 4=

tonliyin kokii vardirsa, onda x — 7 _ 0,x= 7 olmasi zoruridir (lakin kafi

4 4

deyil). x=7 qiymotini bilavasito verilmis tonlikdo yerino yazmaqla
4

miioyyan edilir ki, bu adad onun kokiidiir.
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2)

)] 43

Sakdil 72.

X
261. y= (%) funksiyast biitiin
toyin oblastinda toyin olunmusdur (¢ilinki
qiivvetin osast 1-don kigikdir), yoni X

arqumentinin qiymati artirildiqda

funksiyanin qiymoti azalir. Funksiya

yalniz miisbat qiymaotlor alir, basqa sozlo . \ *
grafik absis oxundan yuxarida yerlagir. Bu
calismani monotonlugu va igare sabitliyini ekl 73
aragdirmadan da yerino yetirmok olar.

I 1
Qrafikin (-1; 3), (0; 1) va [1;5) noqtalordon kegdiyini yoxlamaq
kifayatdir (Sakil 72).

262. Funksiyanin giymstlor ¢oxlugu qrafikin biitiin ndqtslorinin
ordinatidir. Verilmis halda bu (—3;4) intervalidir (Sokil 73).
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263. Verilmis araliqda arqu-
mentin iki gqiymati {i¢iin arqumentin
bdyuk qiymatino funksiyanin boyiik
qiymoti uygun olarsa Y= f(x)
funksiyasit bu araliqda artir. Bu ara-
l1ga uygun olaraq absis oxu boyunca
soldan saga horokor zamani qrafikin
bir hissosi “yuxar1 yonoalir”. Analoji
olaraq funksiyanin araliqda azalmasi
miisyyen edilir: Arqument artdiqda
funksiyanin qiymoti azalir. (qrafik
“asagl yonalir”). Gostorilon 74-ci
sokildo funksiya iki araliqda azalir:
[-12] vo [4;6].

264. y=3Inx+5,2 funksiyasinin qrafikino absisi X, =6 olan

noqtads toxunanin bucaq amsali bu funksiyanin téromasinin X, =6

oldugda aldig1 giymetdir. Verilmis

. : 3 .
funksiyanm téromosi Yy’ =— -dir.
X

Onda y’(6)=0,5.

265. y = f(x) funksiyasinmn
téromasinin X, noqtesindoki qiy-
moati bu funksiyanin qgrafikino absisi
Xo =2 olan noqtedo ¢okilmis
toxunanin bucaq amsalina barabar-
dir, yoni f’(2)=3.

266. Absis oxuna paralel diz
xottin toxunant Yy =a tonliyi ilo

Sakil 75,

verilir, burada a hor hansi adoddir. Bu tonliyi y =0-X+a sokildo
yazmaq olar. Demali absis oxuna paralel diiz xattin bucaq omsali sifra
boraberdir. Onda absis oxuna paralel vo M (XO; yo) ndqtosindon kegon

toxunanin da bucaq omsali sifra borabordir. Demali, toromonin X,

noqtesindoki qiymeti do sifirdir.

316

Verilmis funksiyanin tdromosi



f’(x)=6x+15 oldugundan 6X+15=0, x=-2,5. Demoli M
ndqtasinin absisi -2,5-dir.

267. Verilmis diiz xattin bucaq omsal1 2-ys barabordir, demsli bu
diiz xotto paralel olan toxunanin da bucaq omsali 2-dir. Funksiyanin
grafikine toxunanin bucaq amsali bu funksiyanin téromasinin toxunma
noqtosindoki qiymeotino borabar oldugundan Yy’ =2 tenliyini aliriq.

1 1
y’:gx 3-dir. Onda —x % =2 tonliyindon toxunma ndqtasinin

absisini X = 1 tapiriq
27 '

268. Piramidanin oturacaginin torafi X olsun, onda ASB (zlinln
perimetri p oldugundan piramidanin yan tillorinin hor birinin uzunlugu

_X 2 2 2 2 . .
pT, handirliya \/(P-X) _LzJP —2px-x"  hocmi 1S9

4 2 2
vl AP =2px=X gy (Sokil 75).
3 2
f(X)=X2\/P2 - px—x° =\/p2x“—2px5 —x° funksiyasini

aragdirmaq lazmdir. Piramidanin hocmi X-in, alinmis funksiya on
bdyiik qiymat aldigi qiymstinds, an bdyiik olacaqdir. y = \/; artan

funksiya oldugundan, y=,/p?x* —2px®—x® funksiyas1 kokiin altindak1
ifadonin on bdyiik qiymotindo tolob olunan qiymoti alir. Kokin

’

altindaki ifasdnin tSromasi (p?x* —2px® —x°®) =4p?x® —10px* —6x° =
=2x° (2 p? —5px —3x> )—dir. X>0 oldugundan (tilin uzunlugu)
toromo yalniz X = % olduqda sifira barabar olur ve bu ndqteds

isarasini miisbatdo monfiyo doyisir.

o P
Dogrudan da 3x? +2px—2p? =0, x=>.Onda P=X__ 3 _P
3 2 2 3
p

Demali, har bir tillorinin uzunlugu 5 olan piramidanin hacmi an

boyik olar.
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269. Maddi noqtonin V(t) siiroti onun X(t) koordinatinin
toromosidir. Demoli X(t) funksiyas1 toromosinin t=2 ndoqtosinda
qiymatini tapmaq lazimdir: V(t)= x'(t)= 2t —e*"; V(2)=2-2—¢° =3.

270. Kvadrat kokiin torifina uygun olaraq verilmis funksiyanin

4
X_
toyin oblasti —5 5 >0 borabarsizliyin hollindon alinir. Bu
14x - 48 —x

barabarsizlik 189 asagidaki sistemlorlo eynigiiclidiir:
X-=5>0 Xx-5=0
) voya )
14x—-48—-x° >0 14x - 48— X
Birinci sistemin halli (5; + 00) Vo (6;8) coxluglarmin kesismesidir,

yani (6;8) araligidir. ikinci sistemin holli iso 5 ododidir. Beloliklo,

baxilan sistemlor mocmusunun holli {5} (6;8) coxlugudur. Bu
¢oxluqgda isa yalniz iki tam odod vardir: 5 vo 7.

271. Piyadanin siiroti %-40:4(km/s)-dir. Forz edok ki,

motosiklet¢i mantaqgalor arasindaki mosafani x saata geds bilar, onda
piyada homin mosafoni (X+4,5) saata gedor. Belaliklo, piyada vo

motosiklet¢i uygun olar 4(X+4,5) km vo 40x km mosafolori gat

edirlor. Sorto goro bu mosafalor borabordir, odur ki, 4(X +4,5) = 40x,
buradan x=0,5 almr. Beloliklo, iki montoqo arasindaki mosafd
0,5-40 = 20 (km)-dir.

272. Bu masalani hoall edarken neca isa iki yol sahasine baxmaq
faydalidir: planlagdirilmig vo real. Tabii ki, onlar uzunlugca barabordir,
lakin onlar1 kegmoyo sorf edilon vaxt va suratlor forglidir. Plana goro
sorf edilon 2 saatdaki siiroti Xkm/S olsun, Onda mosafo 2X olar.

2
Realligda iso sirot (x+3)km/s, vaxt 1=s, demoli mosafo
3
5}
g(x+3)km. Real olaraq gedilon yolun uzunlugu planlasdirilmisla
- ) 5
eynidir. Odur m,2x:§&+3)v9bmwm1X=15.demm
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velosipedgi 2 saaatda 15 km/s siirotlo 2-15=30(km) mosafoni qot
etmoli idi.
273. Horokotdoki doyisiklik dayanma aninda baslandi. Avtobus

1
yolun g-ni getdikdon sonra yolun 5 hissosi qalmigdir. Yolun bu

hissasinin gedilmasi ii¢lin sorf olunan vaxti XS. ilo isars edok. Onda
ovvaldon nozords tutulan suratlo getmoali olan yol 50xkm olar.

1
Avtobus % :Z—Osaat dayandigindan yolun qalan hissasinin
o 1 o .
gedilmosing X—2—O aat sorf etmisdir, onda hoqiqi qalan yol

1
60(x—%}<m -0 borabordir. Masalonin sortino gors planlasdirilmig

moasafs (50X km)), hogigaton gedilmo [60(X_2i0]km:| barabordir.

Beloliklo, 60[X — 2—10): 50x tonliyini vo buradan X =0,3(saat)

alirng. Demoli  yolun % hissasi  50-0,3=15(km) vo ya

6o(x—2—10)=15(km)-dir, onda biitin yol 15-6=90(km) olur.

Demali avtobus comisi 90 km yol getmisdir.

274. Tokrar maqsadilo birlikde haroksts aid belo masalalor hall
etmok moaslohatdir. Birlikdo horokoat bakidan avtobusun ¢ixmasi
anindan baglayir. Bu vaxta qodor Zaqataladan g¢ixan masin

5 350

70~§=T(km) yol getmisdir vo masinlar arasindaki mosafo

420 - % = 9—;0 (km) olmusdur. Magmlar aralarindaki moasafa

910 oo
Tkm olanda bir-birina 70+60=130 km/saat suratlo yaxinlagmislar
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va buna %:130: zl(saat) vaxt sorf etmiglor. Onda Zaqataladan

2 1
¢ixan masin goriiso qodar 1§ + 25 =4 (saat) yolda olmusdur.

275. Bu masala do birlikds horakats aiddir. Birlikdo harokat magin
A moantogasindon ¢ixdigr andan baslanir. Bu vaxta qader avtobus 40

3
km/saat suratlo 30 km getmisdir (30 - 40 :Z)- bu avtobusun yolun

birinci hissasindaki harokstidir. Avtobus yolun ikinci hissesine A
moantagsindon 30 km mosafods baslamis vo B moantagasinda
qurtarmigdir. Forz edak ki, avtobus yolun ikinci hissasini getmoya t saat
sorf etmigdir. Avtobusun suroti 40 km/saat oldugundan bu masafs 40t
km-o barabordir, imumiyyatlo iso A montagsindon B-ya gadar avtobus
(30+40t)km getmisdir. Birlikdo horakat avtobus B mantagsine catanda
qurtarir. t saatda (avtobusun yolun ikinci hissasini kegmaya sorf etdiyi
vaxt) avtobus 60 km/s suratlo 60 t km getmisdir vo B montagoasina

1
godar 60- o =5(km) yolu galmigdir. Beloliklo, A montaqasindon B-
yo gador moasafa (60t+5) km-o borabordir. Sorto gora 30+40t=60t+5
tonliyi alinir. Onda t = %saat .

A vo B moantogaleri arasindaki maesafs iso 30+40t vo ya 60t+5

ifadslorinds t = % yazmaqla alimir: 304+ 49. % =60- % +5=80(km)-

276. Harokoto aid bir sira masololords toyyaronin horoksti zamani
kiiloyin siirati, cayda horoket zamani iso axinin siirati nozeors alinir. Bu
tip masalalords iki osas siiroto baxilir — miiharrikin vo ya insanlarin
qiivvasilo yaradilan toyyaronin, gominin, qayigin 6z siiroti vo ya kiilok
olmadiqda vo ya durgun sudaki siirat vo kiiloyin vo ya axinin siiroti.
Digor iki siirati kiilok vo ya axin istiqgamatds siiratlori asas siiratlo (com
va ya forq vasitosilo) ifado etmok olar.

Verilmis masoaloda asas siirat toyyaranin 6z siirati 690 km/saatdir
va verilmayan kiiloyin siiratidir. Kiiloyin siiratini X km/saat ilo isars
edok. Onda kiilok istigamatinds toyyara 5,5 saatda (690+x) km/saat
stiratlo 5,5(690+x) km, kiiloyin oksi istigamotinds iso 6 saatda (690-x)
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km/s siiratlo 6(690-x)km ucur. Sorto gore hor iki istiqgamatds toyyars
eyni mosafoni ugdugundan 5,5- (690 + X) = 6(690 — X) tonliyini aliriq,
buradan X =30km/saat (kiiloyin siiroti). Onda 6(690-30)=3960
(km)) vo ya 5,5(690+30)=3960 (km). (toyyaranin u¢dugu masafalor).
Hor iki istigamotda toyyara 3960 - 2 = 7920 (km) ugmusdur.

277. Verilmis masoaloda asas suratlor katerin 6z siirati 15 km/saat
vo verilmoyon axin siirotidir. Axin siirotini X km/saat ilo isaro edok.

Onda kater axin istiqgamatinda (15+x) km/s siirotlo

saat, axinin
15+ x

oksina isa (15-x) km/s siiratlo 1 60

c saat horokot edir. Xilasedici halqa
—X

. . 25 : .
axin istiqgamatinds 25 km iizmays — saat sorf edir. Sorto gore katerin
X
hor iki istigamoto birlikds sorf etdiyi vaxt, xilasedici halqanin 25km
60 60 25

mosafada lizma vaxtina barabardir. Buna asasan =
15+x 15-x X

12 + 12 =E tonliyi alinir. 0 < X <15 oldugundan bu
15+x 15-x X

tonliyin hor torofini (15+X)(15—X)X-0 vurub almmis tenliklo
eynigucli

(12(15—x)+12(15+ x))x = 5(15+ x)(15—- x)va ya x?+72x—225=0
tonliyini aliriq. Buradan Xx=-36+39=23(km/s). Onda Kkaterin

Vo ya

yuxartya dogru horokato sorf etdiyi vaxt

60 3 =5(saat) olar.

278. Birgo iso aid masalalori holl edorkon, borabarsiiratli horokotdo
oldugu kimi, bilmak lazimdir ki, i z = Xy diisturu ilo tosvir olunur,

burada X omok mohsuldarligi (horokat siiratine analoji), y — is vaxti
(harakat vaxti), z — goriilon isin hacmi (kegilon yol).

Forz edak ki, zavod X masin buraxmalidir, onda sifaris 20X masin
olar. Oslindo zavod hor giin (X+ 2) masin buraxmigdir vo 18 giindo
18(X + 2) masgin  hazir olmusdur. Moasalonin  sortine  goéro
20x =18(x +2), buradan X =18. Beloliklo zavod 20-x = 20-18 = 360
masin buraxmisdir.
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279. Masals iki borunun birgs isino aiddir. Forz edok ki, birinci

X
boru hovuza 1m?® suyu X doqiqoys, basqa sozlo %0 saata vurur, onda

saata vurar.

N _ . X+4
ikinci boru hovuza 1m® suyu (X + 4) dagigaya, yoni

Bu o demokdir ki, birinci boru 1 saatda hovuza @m‘?, digori iso

X
60 6 60
———m? su vurur. Mesolonin sertine géro —m® su ——m?-den
X+4 X X+4
100 60 60
——m?® coxdur. Onda — ———— =20 tenliyini aliriq. Bu tonlikden
5} X X+4

x> +4x-12=0 X, =—6,X, =2
x(x+4) = g {X(X+4)¢O

aliriq. Masalonin sortine gors X >0 olmalidir. Odur ki, X =2. Onda
ikinci boru hovuza 1m?® suyu 6 dogigays vurur, Habelo o, 1 saatda

10m?, 5 saatda iso 50m® suyu hovuza vurur.
280. Olyazmasini 1 gabul edok. Farz edak ki, birinci torclimaginin
biitiin isi yerino yetirmosi iigiin X saat lazimdir, onda bunun {i¢iin ikinci

sado ¢evirmoalordon sonra {

torclimogiyo (X + 4)saat lazimdir. Birinci torciimoginin mohsuldarligi

(1/ S) , ikinci torclimaginin mohsuldarligi iso

” L 1 (1/S) olar. Basqa

s0zla birinci va ikinci torciimagi uygun olar 1 saatda isin — va
X X+4
hissolorini yerina yetirir. Ilk 2 saatda —, sonraki 6 saatda iso
X
6 . .
e olyazmasi torclimo olunmusdur. Comisi
X X+4
2 6 . . .
—+—+—— | olyazmasi torciima olunmusdur ki, bu da masalonin
X X X+4

4
sortina goéra olyazmasinin 80% vo ya g-nii togkil edir. Onda
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alariq. Sarta goro
X+4

X -in qiymati miisbat olmalidir. Belalikla, birinci torciimagi alyazmasini
16 saata torctimo eda bilor.
281. Forz edok ki, amanat hor il X% artirilmigdir. Onda bir ildon

sonra hesabda ( 5000+ _X_.2000 | manat vo ya (2000+20x) manat olar.
100

§+L _4 tonliyini vo buradan )% =25 X, =16
X 5x(x+4)#0

Onda ikinci ilin sonunda hesabda
(2000 + 20x) + ﬁ(zooo +20x) = (0,2x2 + 40x + 2000) Manat olar.

Sorto goro bu 2420 manata borabordir. Onda
0,2x> +40x + 2000 = 2420 vo buradan X; =-210,x, =10 alariq. Sorto
goro X -in giymoti miisbot odod olmalidir. Demoli amanat hor il 10%
artirilmigdir.

282. Birinci arintido giimiisiin miqdar1 0,6 - 300q =180q, ikincido
iso 0,8-900g =720q -dir. Onda yeni orintido giimisiin kiitlosi
180g+720g=900q, yeni orintinin kiitlasi 300g+900q=1200q, burada

9009 1 0096 = 75% .
00q

glimiisiin faiz miqdari

283. Ovvalca qarisiqda X1 spirt olarsa, onda burada su 4x| olar.
yeni qarigiqda spirtin miqdar1 doyismir (x1), burada suyun miqdar
(4x+20)l, ganigigm miqdan (X +4x+20)l, burada spirtin faiz

X . . .
miqdar1 isa ———-100% olur ki, bu da masalonin sortino gora
(5x+20)
. 100x .
12%-5 borabordir. Onda =20, buradan X =6 aliriq. Demali,
5x+20

avvalca garisiqda 6 1 spirt,24 1 su olmusdur.
284 \/x2 +y?—2x-22y+122 = 237 —\/x2 +Y2+2x+2y+2
- =
log(,.,)+log} =0

\/(x+1)2 +(y+1) +\/(X—1)2 +(y—-11)° =+/22 +12°
e 1 o

+—=
log®? " log!
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Az+7ZB = AB,buradaZ ={x;y},A={-11},B = {1;11}

I |0951X+y)y B =Y
log{“V log}
12 1 4
1= 1)— __ X+=|X+—=|=0
yri=(ord) 2(< AZ =tAB=t(2;12), y=6x+5 ( ZI 3)
©{0<x+1<2 x+1 o |[&171sx<1 o {-1<x<1 e
(x+1)y=1 buradat:Te[O,l] (x+1)6x+5)=1 |y=6x+5
x+1#0
1
X=-=
o 2
{y =2
285. Verilmis funksiya X >-—2 olduqda diferensiallanandir,
, 3 . : ,
f (X) =-1+ 22 Funksiyanin qrafikino toxunan absis oxuna
X+
paralel oldugundan, toxunanin bucaq omsali sifra borabordir. Yeni
_1+-3 _q, buradan =X=2+3_, J=x*+1=0 . Butoxunma
X+2 X+2 X+2=0

ndqtasinin absisidir. Toxunma ndqtesinin ordinat iss f(1)=4+3In3-

dir. Toxunma noqtesinin tapilan koordinatlar1 gostorir ki, funksiyanin
grafikina toxunan absis oxunun iizerins diismiir. Lakin ona paraleldir.

286. 1++/x=t> olsun, onda 1-4x=2-t° vo tonlik
t+32-t* =2 voya 2-t® =2-t soklino diisor. Alinmis tonliyin hor
torofini ii¢ doracodon qilivvato yiiksaldib (tok doracedon qiivvate
yiiksaltmada eynigiicliiliik alinir). (t —1)2 =0 vo buradan t =1 alinq.

Onda 1++/x=1,x=0.
287. Tonliyin sol torafi hondassi silsilonin sonlu sayda hadlsrinin
comidir. Malumdur ki, bu comi g — b, —b,q diisturu ilo hesablamaq

1-q
1 1 1 . 111
olar, burada p == b =-——— q=-=. Belalikls, _2 1004 2_ 341
2 1024 2 Sh 1 1024
1+=

Onda 341 _x+1 puradan X =169,5.
1024 512
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8x—-3

288. y' = 5 . toromosi menfi olmadigda X-in
4x°—-3x-10 In10
.. |4x*-3x-10>0 .
tolob olunan qiymati sortindon tapilir. Sonuncu sort
8x-3=0
X>2

X < —=1,25 ils eynigiicliidiir, buradan iso X > 2 aliriq. Onda X -in an
x>0,375
kicik tam qiymati 3-dr.

16
289. Qrafikls diiz xottin M vo N kasisma noqtalari y=7
y=15x+8

tonliklor sistemindon tapihir. Bu sistemdon 15x® +8x—16=0 (1)
tonliyi alinir. (1) tonliyinin diskriminanti miisbotdir vo iki miixtalif
X, X, kokii vardir. Qrafiko M va N ndqtalorinds toxunanlarin tonliklori

16 32 16

uygun olaraq beladir: Yy = —— — X vo y =————X. Toxunanin
X X X, X,

tonliyi y = f(x,)+ f'(X,)(X=X,) -dir. Bu toxunanlarm kesismo
32 16 32 16

ndqtsinin - X absisi ———X=————X tonliyini &dayir.
XX X, X,

Buradan eynicevirmodon vo hor iki torofi sifirdan forqli X; — X,
- _ . 2%, X, .
vuruguna ixtisar etdikden sonra X = alirig. (1)-den Viyet

1 2

teoremind gora X, - X, = —%, X, +X, = —%. Odur ki, x=4.

290. Funksiyanin artmast sorti f '(X) 20 dir, odur ki,
f’(x)=6x* —6ax+3a>0 borabarsizliyi X-in biitiin qiymotlorindo
odonilmolidir. Demoli f '(X) kvadrat ti¢hadlisinin diskriminanti

a? —2a miisbot olmamalidir. Yoni a®> —2a <0.
Buradan a e [0;2] aliriq.
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291. Tanliyi belo yazmagq olar:

10 1+ 9 1+ 8 1+i .. |l|=11. Métarizs igarisindoki
x+10 X+9 X+8 x+1

ifadalori ardicil ¢evirmaklo

10 1902 (148 (142 X*2) ||=11,
Xx+10 X+9 X+8 X+2 xX+1
10 1+ 9 1+ 8 ...1+i~X—Jr3 . =11,
x+10 X+9 X+8 X+3 x+1

10 14 9 'x+9 _11,
X+9 x+1

10 x+10 =11, buradan X = —i.
x+10 x+1 11
Asanliqla yoxlamaq olar ki, bu odod verilmis tonliyi o6doyir.
Tanliyin hslli ils slagadar qisa yazilislarin alinmasindaki araliq hesab-

lamalar1 aparmagi miistaqil is kimi sagirdlora tapsirmaq moslshatdir.
292.

M= [44..4-88..8= [44..400..0—-44..4 = [44..4-10'° —44..4 =
200 100 100

100 100 100 100

= /44...4@10100—1i=\/4-11...1-9-11...1:2-3~11...1:66...6
—— —— —— —— —
100 100 100 100 100 |

293. o =3,5x isaro edok, onda 2« =7X; 10,5x = 3cr, bundan

sin3a
sonra 1+ 2¢co0s2¢ =

eyniliyini isbat etmok lazimdir.

SIhx
sin3a _sin(ar+2¢r) _ sinacos2a + cosasin 200 2sinacos’® o 2
- = - = - =C0S20+ —————— =C0S20 + 2C0S° o =
sina sina sina sina

= oS 2 + (1+ oS 2c) = 1+ 2.cos 2cx .
294. Ovvoalca iki molum boraborsizliyi xatirlamaq lazimdir:

1 1 1
1) a,b,c>0 iso, onda —+—+—2 L Bu berabarsizliyi
a b ¢ a+b+c

isbat etmoak ticiin Kosi barabarsizliyinin iki dofs tatbiqi lazimdir:
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3 3 9

Jabc a+b+c a+b+c'
3

® |
+
Ull—‘
Oll—\

1
2) a+b+c=1 iso, onda a2+b2+C22§ . Dogrudan da

2 2
a2+b2+C2=1+ a_l + b_l + C_l ZE- Indi verilmis
3 3 3 3 3

borabarsizliyi isbat etmak olar. tg Zgz): —1 eyniliyino vo 1)

2

cos” ¢
barabarsizliyina asason
g a+tg°f+gy=—Fy—t———+——-32— 5 —=3
cos‘« cos”f cos”y COS“+c0s” B +cos” y

. i . 1 . . .
, sm2a+sm2,6+sm2,82§ oldugundan (sina+sin S +siny=1

sarting va 2) barabarsizliyino asason)

9 3 9 o9 zz.Odurki,
cosza+coszﬂ+cosz7_3—(sin2a+sin2ﬂ+sin2y)_s_}_ 8
tgza+tgzﬁ+tgzy2%—3:§.

295. Tonliyin hollindo *f(x)=g(x) tenliyindo f(x), g(x)
qarsiligh tors funksiyalardirsa vo haomin tonliyin X toyin oblastinda
artandirlarsa, onda bu tonlik X-do f (X) =X, g(X) = X tonliklorinin hor

birilo eynigiicliidiir’ teoremindon istifade etmok moqsadouygundur.
Konkret misallar iizorinds teoremin dogrulugunu osaslandirmaq olar.

Mosolon, y = x® vo y 23{/; funksiyalar1 R-do artandir, odur ki,
x3 23&/; tonliyi x> =X vo 3/Xx=x tonliklorinin hor birilo
eynigiicliidiir. Gostorilon teoremo ossason verilmis tonliyi belo hall
3
X°+6

7
9(x)=%/7x—6 funksiyalar: biitin odod oxunda toyin olunmusdur,

etmok olar. Verilmis tonlik iiciin deyo bilorik ki, f(X)z \£)
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kosilmozdir vo ciddi artandir, odur ki, E(f)=E(g)=R wvo

x+6

funksiyalarin hor birinin torsi vardir. =Y tonliyini X-o

nozoran hoall edib X =3/7y—6 vo ya X-lo Y -in yerini doyisdikdon
sonra Yy =3%/7x—6 alirq. Buradan almir ki, f*(x)=g(x), yoni

f(X) Vo g(X) qarsiligh tors funksiyalardir. Onda gostorilon teorema
3
X°+6

uygun olaraq verilmis tonlik =X & X’ =7x+6=0 ilo eyni-

giliclidiir. Sonuncu tenlikden iso (X3 - X)— 6(x—1)=0 yazdigdan

sonra X, =1, X, = 2,X; = -3 aliriq.

296. X- verilmig {igrogomli adod, y — iso ¢ixilan natural adad
olsun, onda

Iogzﬂ-|092le:>Ioga><Iog2x—y(IogZ><+Iog3><)+y2=y2:>y=M=
y y log, x+log, x
1
log,’log,” 1 og buradan x=6" < {6,36,216,1296,...}-
1 .1 log’+log,” 9
log,? log,’

Bu ¢oxluqda yalniz bir iigrogomli adad 216 vardir.

297. 85° + X =0 olarsa, onda 5°—x=90° - vo verilmis
tonlik tgo +ctgar =2 sokila diisor. Buradan
tg o — 2tgar +1=0, tgar = 1. Odur ki, 85° + x = 45° +180°n,ne Z
va on kigik miisbat kok n=1 oldugda X =140° alinur.

298. Askardir ki, X =0 tonliyin kokii deyil. X # 0 olduqda tonliyi
A= 27x% +62,5 _ 62,5

X+

sakilds yazaq va onunla eynigiiclii
27x° 27x°
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y=a sistemina kec¢ok. Bu sistemin nego kokii olmasi

= x4 525
27x?

mosalasini yalnmiz qgrafik iisulu ilo hall etmok olar. Sistemin birinci
tonliyi absis oxuna paralel iifigi diiz xottir, onda X #0 oldugda

y=X+ 625  funksiyasmin  qrafikini

272 g
qurmaq qalir. y=1- 125 oldugundan,
27x°
S ) :
X, = — olduqda téromo sifra barabardir.
25
Odur ki, (—e0;0) vo (5;+w)
3
araliglarinda funksiya artir, ,(q.2 ° *
"3 Sakil 76.
olduqda iso azalir. X, ndqtesindo 0

3 22725 6
Noticads baxilan funksiyanin qrafikinin eskizi (Sokil 76) alinir.
a> 25 iso y=a ifigi diiz xatti onu ti¢ ndqtads kasir, bu sorti ddoyan
on kicik tam odad iso a = 3-dir.

299. y= f(X) funksiyasinin dovrii 3-0 borabar vo hoqiqi adadlor
¢oxlugunda toyin olundugundan f(x+3n)= f(x), burada n-ixtiyari
tam ododdir. Onda f(g)=f(2+2:3)=(2)=5 VO f(-4)=f(2-2-3)=f(2)=5-
Onda 2f(g)-3f(-4)=2-5-3-5=-5.

300. (Q.HE)X+(2—\f3):2asin2y+c032y<:>(2+«/§)X+ Al =

minimum qiymsat alir, demoli bu noqtado y(g)_ 5,129 _15_,..

1 x 1 _
mcosZy]@(2+\/§) +(2+\/§)X =

cosZyJ@ (2+\/§)x + (2+i/§)x =

=+4a’ +1 22 sin2y +
vé4a? +1
=+4a%+

v 1

sin2y +

2a 1
véda? +1 Vda? +1
=+/4a® +1-sin 2y+arccosi :

v4a® +1
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y=a*a>0, a=1 ustli funksiyasi vo Yy =sinX trigonometrik

funksiyasi haqiqi adadlor ¢oxlugunda toyin olunmusdur. t > 0 oldugda

t+} >2 Vo |sin u| <1 oldugundan a-nin (X; y) haqiqi adadlar ciitiiniin
t

varligmmi tomin edon verilmis tonliyi 6doyon qiymatlori +/4a%+1>2

sartini ddomoalidir. Buradan as 3 ahnr.
4a’ +1>4 &
a<-B
2
301.
log,(x—4)" —log,(x—2)-9=0 < 4log,” ¥ —log,"?-9=0 < 3log,"? =9
Ix-2 X=-6
elog," =3 x-2=8o
x=10
302.
2¢0s? 2x = (a+1)cos 2x & 2cos? 2x —(a+1)cos2x = 0 & cos 2X(2c0s 2X —
cos2x =0
-(@a+)=0e a+1’
COS2X =——
2
[_”;3”:| parcasinda birinci tonli- ¥
4

yin {i¢ kokii vardir, odur ki, ikinci
tonliyin kokii olmadiqgda vo ya onun
koklori birinci tonliyin kdklori ilo eyni

oldugda masolonin sorti 6donilo bilar,
a+l

. —>1
yoni [la+y_, 2 as1 cavabl
a+l
S|—<-leo|a<-3 &
a+l 2 2
TZO a=—1 a=-1 Sakil 77.

belo do yazmaq olar: (-eo;-3)u{-1}u L +=).
303. f”(x)=6x oldugundan X <0 oldugda f”(x)<0,x>0

oldugda iso f ”(X) >0. Odur ki, baxilan funksiya X <0 oldugda

yuxaridan, X > 0 olduqda iss asagidan qabariqdir (Sakil 77).
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304. 1)jeSinX cosxdx = Je“”x(sin x) dx = _[e“”xd(sin x)=e'+C=e""* +C,
burada t = sin X avozlonmasi aparilmisdir.

2) jxcos x2dx :%Icos x2dx? :%J.costdt = %sint +C :%sin x2+C

burada t = x°.
3) t =+/x olsun, onda X =t? vo dx = 2tdt .
Buradan
2tdt 2+t-2 2 dt
=2 —off1-—2— bt =2[dt—4[-2 =
o A =l (g el

=2t—4In(2+1)+C = 24/x —4In(2+x )+ C . u(t) funksiyasinm ibtidai
funksiyast  U(t) iso, yoni Juft )dt =U(t)+C (1). Onda
Julp(x)¢'(x)dx) = u(p(x))+C (2) vaya [u(p(x)de(x)) = u(p(x))+C (3).

(3) vo ya (2) diisturlar1 doyisoni avozetmo metodu ilo inteqrallama
diisturlart adlanir. Onlar (1) diisturundan t-in yerinda diferensiallanan

t= ¢(X) funksiyasini yazmaqla almir. (3) diisturu f(X) funksiyasi
f(x)=u(ep(x))p’(x) sokildo verildikds vo ya U(t) ibtidai funksiyasi
yoni (1) inteqrali molum olduqda Jf(X)dX inteqralin1 hesablamaga

imkan verir. 303 (1, 2, 3)-do artiq belo niimunoni gdstordik. Indi (3)
diisturunun mithiim xiisusi hallarini gostorak:

a) Forz edok ki, f(x) funksiyasinmn ibtidai funksiyas: F(x)-dir,
yani J' f(x)dx = F(x)+C barabarliyi dogrudur. Onda

jf(ax+b)dx=§|:(ax+b)+c,a¢o (4). Burada ¢(x)=ax+b.
f(ax+b)dx:1f(ax+b)d(ax+b).
a

b) j t)+C boraborliyinden istifade edib, @(x)#0 iso

J¢¢(X()jx Zfd;é() _ |n|¢(x)|+C (5) alirq.

a+l

c) jt“dt -t

+C, a # -1t > 0 oldugundan
o+l
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Jo(x)e(x)dx = [ (x)dg(x )=¢’;(i‘)+c (6)

Burada o # —1,¢(x)> 0.
303 (4-11) inteqrallarini (4)-(6) disturlarmin tatbiqils hesablayirig.
4)

)_5(5x+3)9 (5x+3)°

_[(5x+3)8dx:%J'(Sx+3)8d(5x+3_ g tC="p €
] Injx+a|+C,k =1
X
5) = 1-k
Jx+a) u+c,k¢1
6 xdx (x +a) 1
)j = ZJ 2 +a In‘x +a‘+C
dx X2 +a
7 [ =Jx2+a+C
J‘«/x2+a J.Z\/X +a
8) Jctgxdx = J_—dx = -[M =Insin x|+ C
sin X sin X
X
9) dx dx (a): - x
j\/az—xz J 1 —~ _[1 -7 arcsma+C,a>O
vl )
oa) s
10) farctg +C az0

)

11)J- dx :J.i 1 1 Yo 1 ij dx :In\x—a\_ln\x+a\+
x+a

x2-a? J2alx-a x+a] 2alx-a 2a 2a 2a

X—a
+C,a=0
X+a

+C :iln
2a
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12) +vJa’+x®> =t—x ovozlomosinden istifado edok. Onda

2
al+x’ =t -2+ x®, (U A Sonteat a-teal e
2t 2t 2t 2t

t* +a’ alariq. Bu qiymaotlari verilmis inteqralda yerina yazib

1
dx==-
2 t?

t? +a?

1

dx _ E t2 ﬂ _ _ 2 2

jm—j T —j ; —In\t\+C—In‘x+ a’ +x
2t

13) 303(12)-nin timumilasdirilmasi magsadilo verilon bu inteqrali

hesablamag Gctn \/axz +bx+c=t- \/EX avazlomasindan istifada

2
etmok olar. Onda +ax?+bx+c=t—+ax-don x=_t -C |
b+2++a

+c aling.

2t24/a + 2th + 2+/ac

(b +2tva )2

Jax? +bx+c = Vat® +bt +/ac alinir. Bu qiymeotlori  verilmis
b+ 2tf

inteqralda yerina ya21b sade cevirmoalor apardiqdan  sonra

J. j vo  burada b+2+\/§:u
Jax? +bx+c b+2+\/_
u->b 2

avazlomosindon istifado edib t=—r dt=——=du,

2\/a’ 2\/a

j at —Inu+c, = In‘b+2(\/§x+\/ax2+bx+c]+C1
b+2tva \/_ Ja

dx =

aliriq.
303 (14-17) soklinds inteqrallari hesablamaq igiin inteqralalti
funksiyanin suratini,maxracin toromasini ayirmagqla,

ax+f = 2%; (2ax + b) + - % borabarliyindon  istifadoe  edorok

cevirmak maqgsadouygundur. Goriindityii kimi 303(14) va 303(15)
uygun olarag 303(16) vo 303(17)-nin lmumilosdirilmosidir. Bu
deyilani xiisusi hal ii¢lin sonuncu iki inteqral tizorindo gostarak:
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303 (16). 3x+4=g(2x+3)+4—g=g(2x+3)—% oldugundan

[ f 2x+3 _71 d(x2+3x+5)_;j
x2+3x+5 x* +3x+5 x? +3x+5 29 X +3x+5 2! x2+3x+5
Sonra mexrecds tam kvadrati ayiraq:

2 2 2 2
x2+3x+5:(x+§] +5—g:[x+§] +u =(x+3) +(\/ﬁJ =t>+a% burada
2 4 2) 4 2 2
3 V11

. dt 1 t
t=Xx+—, a=7. Odur ki, j 5 2:—arctgg+C,a;«r&0

2 a“ +t a
diisturundan istifada edib
3
dx d(x+5) 2 2X+3 1
_ =% arct c aling.
jX2+3X+5 J( 3 2 {\/H]Z \/ﬁarcg \/ﬁ +
X+= | +| —=
2 2

2X+3+C
1

Belolikla, J‘%dx_il (x +3x+5)—farctg
X2 +3x +

303 (17 4x -5 _ 1 2x o 1-2x ‘e dx _
(0 '[\/ 7 o J Vx—x? 2Ix/x—xzd 3J.\/x—xz

-2 -3
J\/ I\/
2 2
X_Xz:(;J —(x—] Vo J _ arcsin & +Ca>0 oldugundan

J’\/ _J (X_i) = arcsin(2x—1)+C
)
Belaliklo, J' 4XX x5 dx = 4v/x — x? —3arcsin(2x —1)+C -

Umumilosdirmani (yoni 303 (14-15)-in hollini) gdstarilon 303 (16-
17) xiisusi hallaria analoji olaraq yerino yetirmak olar.
303 (18). Forz edok ki, u(x) Vo V(X) eyni araligda toyin olmus X -

don asili diferensiallanan funksiyalardir. Onda d(uv)=udv +vdu (1).

Jd (uv) =uv+C  oldugundan (1) disturundan almir ki,
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judv+ j vdu = Jd(uV): uv+C. Odur ki, hisso-hisso inteqrallama
adlanan judv =uv —jvdu (2) diisturu dogrudur. Verilmis inteqralda

u(x)= InXx vo V(X) = X isare edok. d(In x)=£dx va (2) diisturundan
X

istifado  edib .[In xdx = xInx—J'xd(In X)= xlnx—‘[xidx: xInx—x+C
X

alirq.
303 (19). u(x)=x vo V(X) =sin X isars edok. d(sinx)=cosxdx vo

(2) diisturundan istifado edib '[xcoxdx =Xxsinx— j sin xdx = xsin x+cosx +C

aling.

303 (20). _[ X’ dx:jx4 BELE IV _[ X’ _1dx+j o :X—g—x+arctgx+C :

1+x° 1+x° 1+x2 1+x* 3

304. inteqralaltl funksiyanm y=+2x-x? yoni y?4(x-1>=1y>0
grafikini quraq. Bu qrafik moerkazi &
A(1; 0) noqtesinds vo radiusu 1 olan
(Sokil 78) yarimgevrodir. Inteqral
yarimgevra vo X =05, y=0 diz

xotlorils shato olunmus oyrixatli trape-
siyanin sahosino borabordir. Bu saho

ABC iigbucaginin vo CAD sektorunun mD
saholori comina berabordir. ABC
tichucaginda AB=0,5, Bc=05/3, Sakil 78.
ZCAB=60". s(agc) V3, doraco

olclisi 120° olan sektorun sahosi

s(cap)="Z. Beloliklo,
3
'[\/Zx—xzdx=§+%. i

305. Konusu oturacaq miiste-
visinin paralel miistovilorlo “elementar
konuslara” ayiraq (Sokil 79). Miistavi
ilo kosmo naticesinde oturacaqlar
konusun oturacagindan X vo X+ AX
mosafodo olan alinmis konuslardan
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H-x
H ’

hindurliyd AX -dir. Onun hacmi toqriban oturacaginin radiusu homin

radius olan silindrin hocmino yoni V(X) =7 r?AX, Kkiitlosi iso

birino baxaq. Onun oturacaginin radiusu I = I’(X)z R-

m(x) = r?dAx dir. Baxilan silindri X hiindiirliyiine qaldirmaq iigtin
tolob olunan isi AA ilo isaro edok. Onda AA =7 r?dgxAx vo ya

AA ,
A_ =7 rzdgx. Burada limito kegib A" =7 rzdgx alirg. Onda
X

ﬂdeg 7zR2dg

J —x xdx—

_(HEE 2He Xt H_ﬂRZHng
2 3 4 1

306. Suyun miiqavimat qiivvasi bir terafdon tacillo, diger torafden
iso mosolonin sortino gdro siirotlo miitonasibdir. Beloliklo, siiratin
toromasino borabor olan tacil, siirotin 6zl ilo miitonasibdir, yaoni

, dv dv
V' =kv, i = kv, Xvaln = kdt . Dayisonlorino ayrilan diferensial tonlik

A=T7[r2ngdX= JH X— 2Hx? + X° Jdx =
0

dv
aldig. Almmis tenliyin her torofini inteqrallayib JV = J.kdt,

In|v| =kt+C,, |V| =e "% v(t)=ce"'. Qayign baslangic siiroti 10
m/san oldugundan v(0)=10, 10=Ce°, C =10. 5 saniyodon sonra

qayigm siiroti 8 m/san oldugundan V(5)=8, 8 =10e*, k = 038 .

Siirotin no vaxt lm/san godor azaldigini miioyyanlosdirmok {igiin

In0,1 5In0,1
1=10e*" tonliyindon t-ni tapmaq lazimdir, t = ——, t =

k ~ In08

307. S :ldR2 :ln-4=27:.
2 2

308. f(-5)=1+10=11.
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309.

y= S+ 2x+3= 2 x4 2x43= T o 2 ox+3- 2
y y y

X% +2x+3

D=1-3=%_2 D3>0 omahdr. F_250, 2*72Y

y y y
E(y): (O; 2]; OBQ 2-yo borabardir. Verilmis funksiyanin qiymatlor

>0,

coxlugunu belo do tapmaq olar: y=m>0, y >0,

y:LS%:Z: y<2.Buradan 0<y<2.

(x+1)* +2

310. 5—” -1V rib sin5—”<0 5—” Il riib c035—<0 7—” 1
3 3 7 7 8

rib tg7—”<0;

3- 1l rib ctg3<0; sm57cos5—”tg7—”ctg3>0

311 f(=3)= (3), f(—4)=f(4), f(=3)< f(~4)

312. Molumdur ki, f(x) funksiyasiin osas diivrii T olarsa, onda
f(x£T)=f(x+2T)=..= f(x+nT),ne Z beraborliklori dogru-
dur. Odur ki, f(14)= f(2+3-4)= f(2)=3.

313. Ovvalca f(X) = {X} funksiyasinin dovrii funksiya oldugunu
gostormak lazimdir. Dogrudan da X adodini miisbat tam vo vahidlar
gador artirsaq, onun kaosr hissasi doyismaz qalar:

f(x+n)={x+n}=x+n-[x+n]=x+n-(x]+n)=x+n-[x]-
-N=X-— [X] = {X}, burada n miisbat tam adaddir. Demoli f (X) = {X}
dovrii funksiyadir. Bu dovr iso istonilon miisbat n tam ododdir. Miisbot

tam odadlar igarisinda an kigiyi 1-o beraber oldugu iigiin baxilan
funksiyanin an kigik miisbat dovrii T=1-dir.

Qeyd edok ki, f(x)=[x] funksiyasi dévrii funksiya deyil. [2]-do
bu fakt oksini farz etma metodu ilo isbat olunur.
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314. —=t isaro edok. Onda

Xx=2t-1= f(t)=2t-1+2=2t+1= f(x)=2x+1
2
315, y=ax’—4x+5= a(x2 —ix)+5=a(x—3) _4is,
a a a
Bu funksiya (— oo;l] -do azalan, [1;+<><>)-da artan oldugundan a >0 vo

E =1 olmalidir. Odur ki, a = 2 -dir.
a

316. f(x)=x° +x% = 2x = X(x? + x— 2) = x(x = 1)(x + 2)
funksiyasinin  sifirlan X=0,Xx=1,Xx=-2  -dir.  Odur ki,
X€ (—o0;—2)u(0;1) oldugda y <0, xe (—2;0)u (L;+ o) oldugda
iso Yy > 0 (Sokil 80).

Salil B0,
317. x=0 oldugda y = Jx-1 funksiyasinin qrafikini quraq va
omun bu hissesini Oy oxuna )

nozoron  simmetrik  kogiirak
(Sakil 81). Funksiyanin sifirlarini

tapag: [\ -1=0=x=Lx=-1.

Sokildon gorilinir ki,

X€ (—o0;=1)U (L +o0)-da

y>0, x-e (—1,1):d9 y<q. | —
(— oo; O] araliginda verilmig 43 21 o] 73 4 x

funksiya azalir, [0;+ w) -da Saldl 81,

artir.
318. f(— x):-f(x) oldu-
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gundan f(x)= tok funksiyadir. X >0 oldugda X +9 > 6Xx

x?+9

2X 1
(a®+Db*>2ab borabarsizliyine gore) = s < 3 Borabarlik
X"+

1 .
X = 3 olduqda alimr. Demoli f(3)= 3 verilmis funksiyanin ©BQ-dir.

1
Funksiya tok oldugundan f(— 3):—5 vo bu qiymot funksiyanin

OKQ-dir.

319. Sektorun gdvsiiniin uzunlugu |, radiusu R olsun. Sektorun
perimetri | + 2R oldugundan, sorto gora 2l =1+ 2R, | = 2R. Qo6vsin
uzunlugu | = oR diisturu ilo hesablanir, burada & morkozi bucaqdir.

Onda a=L=£=2radian.
R R

. T . T
320. Sorto goro m = 23|n3-g, onda m= Zsmz =2.
321. Malum teorema gore y = f(X) funksiyas1 osas dovrii T olan
T
dovrii funksiyasidirsa Yy = Af (kx+b)-nin osas dovrii — -dir.

N

Buradan alinir ki, COSX funksiyasinin osas dovrii 27 oldugu igiin

2

y= iCOS(% + %) funksiyasinin osas dovrii T = 2772- = 37 -dir.

3
322.

3sin4t +3sin(4t +ZJ= 3sin4t +3sin 4t + cos%+ 3cos4tsin % = 3(1+\F2J><

2
xsin4t+¥cos4t [“2+ sm4t+“ cos4t] 2
V2++/2 sinq)\/z—\/i

2 2

++/2 sin(4t + )

. Burada cos¢ = oldugundan ¢ birinci

riibiin bucagidir.
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323. 'y, = x? funksiyasi [0;00) araliginda artan oldugundan
y= x> +1 do homin araliqda artan funksiyadir vo ona goro do tors

funksiyast vardir. X’ =y—-1=Xx>0 oldugundan X=.y—1.

Demoli ¥y =+/Xx—1, f(x)=+/x-1 (Sokil 82).

324. tg(arctger + arctg) = tg (7 — arctgy);
tg(arctger) +tg(arct o+
glarctga)+tg(arctyf) _ o). p__,.

1-tg(arctger)-tg(arctg) 1-of
a+p+y=afy.

325. y = arccos x funksiyasi azalan oldugundan

arccos(—0,4) > arccos0,4 .
¥
d Z) =B +38
Y .I'ch:'I" +J')
o] x
ol 1 2z 3 4 x S, —a-3
Salal 82, Salal 83
1+ COS arccos 3
326. cos( arccos= ] \F e
327, ctgx=t ovozr edok. Onda t?—(/3-1f-+3<0

barabarsizliyini aliriq. Buradan —1<t < \/§ taplrlq. Ovazlomays gora

-1< Cth<\/§ ikiqat borabarsizliyini hall etmok lazimdir.

3
arcctg(-1)=r —% = Tﬂ arcctg+/3 = % oldugunda gore ikigat

3
borabarsizliyi Ctg Tﬂ < ctgx < ctg% (1) sokildo yaza bilorik. Ctgx
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funksiyasi (0;71') araliginda azalan funksiyadir. Cctgx-in dovri
funksiya oldugunu da nozoro almaqla (1) borabarsizliyindon

3
TE+ m> X > %+ zn,ne Z alrq. Beloliklo verilmis barabor-

/4 3
sizliyin hollari (E + 7m; 7 +7n ) ne Z goxlugudur.

328. 7, =-4i oldugundan alriq: [21”2 ]6 =(‘4i +i‘3)5 =[‘3(1”))6 -
3, 12i 12i

2(_1+iJ6_((1+i)2)3_(1+2i+i2)3 I AR

G ) T aE T ey 21y 2°(y) 28 sz

. —\2
329. z=a+bi olsun. Sorto goro Z = (Z) olmalidir. Buradan
a+bi=(a—-hi)> vo ya a+bi=a?—b?—2abi boraborliyindon

2 12

a=a —

{b 9ah sistemini aliriq. Sistemin ikinci tonliyini b(1+2a)=0
=-2a

1
soklindo yazmaq olar. Buradan b=0 vo ya a= _E aling. b=0

oldugda sistemin birinci tonliyindon &, =0 vo a, =1 tapilir. Yoni

z,=0+0i vo z,=140-1 ododlori mosslonin sortini ddoyir. Bu

1
halda z, vo z, hoqiqi ododlordir. a:—E oldugda sistemin birinci

_i_bZ

3
tonliyindan _E_ vo ya b? =Z, aliriq ki, buradan da

1

b=i—3. Belaliklo, Z=—£+—3i Vo Z=————3i axtarilan
2 2 2 2 2

kompleks adadlordir.

330. z; wvo Z_2 vektorlart (Sakil 83) istigamotindo yonolmis iki
eyni uzunluglu vektoru toplasaq, tonbdlon boyunca yonalmis vektoru

alarq. ‘Z_l‘ =+/6%+8% =10, ‘Z‘ =42 +(-5)* =5 oldugundan
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1- _
—Z1 Vo Z2 vektorlari  eyni  uzunlugdadir. = Demali,

2

6 +8i . . . -
+4—-31=7+1 oldugundan 7 +1i odadino uygun vektor Z1 va

Z; vektorlarmin omolo gatirdiyi bucagin tonbdloni iizro ydnalib.
Buradan alinir ki, gdsterilon tonbdlon iizerinds yerlogon noqtelora

uygun kompleks adadlor (7 + i)- k soklindadir, ke R,k > 0.
331. x=Rcosa = 4005%:4-§: 24/3;
1

. . T
y=Rsina@=4-sin s =4.—=2. Demali, Polyar koordinatlar1 4 vo

% noqtonin Dekart koordinatlari (2\/§ : 2) -dir.

332. Z=R(cosamtisinoz):R(cosZHsinZJ:\gzR+iR\2F2

oldugundan , _,_ (\/ZER 1J \/;R Buradan‘ ‘”=\/[ﬁR—1JZ+[*ZERJZ

2

V2 V2

2 2
oldugundan, sorto goroe [7 R —1) +[7R] =1 tonliyini hsall edib

R=0 vo R=+2 aliriq. Z #0 oldugundan R =+/2 olur. Onda axtarilan

kompleks adad z:f-ﬁﬂw/?\/f:lﬂ-dir.

7+27zk £+2ﬂk
333. i =cosZ +isinZ oldugundan 3i = cos-2 +isin k=0,12"
2 2 3 3
Buradan
T 1
W, _cos—+|sm— £+—Iy
6 6 2 2

57 .. 5«m Ty .. .4
W, =C0S—+isin— =cos| # —— |+isin| 7 —— |=
6 6 6 6
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f 1.

T .. T
=—COS—+isin=—=——+=1i,
6 6 2

/4 or 3 3r
W, = C0S— +1isin— = cos—+isin—=-1.
6 6 2 2

334. X, =3+4i axtarilan hoqiqi omsalli tonliyin kokiidiirsa,
X, =3—4i qosma kompleks adadi do onun kékii olmalidir. Odur ki,
tonlik (X + 1)(X 3—4i)x—3+4i) soklindo olmahdir. Buradan
(x +1)l(x 3)° —(4i) J 0; (x+1)(x> —6x+25)=0;
x® —5x* +19%x+25 =0 tonliyini aliriq.

- -
335. 2, -1, vo 2, -1, forqlori M;M, vo M,M, vektorlarina
-
uygundur (Sokil 84). MM, vo 7V o
-
M,;M, vektorlar1 bir diiz xatt {izo- M
rindo yerlosir vo istiqgamatlori eynidir. 1
Odur ki, onlara uygun Z, -7, vo 3

21

Z, — 7, kompleks ododlorin eyni bir

@ arqumentlori olmalidir. Beloliklo, —5 .

z,—12, =r(cosp+ising), Sakil 34

2, -2, = p(cosp+ising), burada

I vo p hoqiqi adadlordir. o4 = r , demali sortdoki nisbot hoqiqi
IL3=12, P

ododdir.

336. y=Ccos@+ising funksiyasina baxaq. Bu barabarliyin hor

torofini diferensiallayib :yz—SIn(/)+ICOS¢ i?sing+icosp =i(cosp+ising)=iy
4

dy dy

aliriq. Demoali, =1y, buradan —=idep vo ya Iny=igp,
y

y=¢'?. Demoli, €' =cosg+ising (1). Burada ¢ ovozino —¢
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yazag. Onda e’ =cosg—ising (2). (1) vo (2) -don
e’ +e '’ —e™
COS(p=T; Sln(p=T alinir.

337. vJa+bi =x+1iy (A) olsun. Bu barabarliyin hor torofini

kvadrata  yiiksoldib ~ a+bi=x?—y?+2xyialinq.  Buradan

x> —y®=a (1), 2xy=b (2). Hor iki tenliyin hor torofini kvadrata

4 2,2 _ 42
ytiksaldib {X Z_EX 3;2 =2 vo buradan (x2 +y2), =+a® +b?;
4x°y° =

2 2
(X2 + y2) =—+a’+bh? aliriq. -y =4 ,
i x? +y? =+a’+b?

x° =%(\/a2 +Db? +a), y? :%(\/az +b® —a) vo ya
[ A2 2 [ A2 2
X=+ M' y:i M X Vo y -in

2 2
qiymatlarini (A)-da yerins yazib

2 2 2 2
m=i VJa“+b +a+i Va‘+b‘ —-a
2

alirig. Bu b>0

2
olan hal Ugtinddr. b<0 oldugda iso
[22 2 [02 , ne _
vJa-bi =4 \/ a +2b +a —i\/ a +2b a alinir.

338. |Z -1- i| <4 borabarsizliyini Z = X+1y oldugunu nozora
almagla |X +iy—1— i| <4 voya |(X ~D+(y —l)i| < 4 sokilds yazmaq
olar. Boraborsizliyin sol torofindoki modal isarosindoki kompleks
ododin modulu R = (X ~1)° + (y —l)2 -dir. Demali axtarilan noqtaler

radiusu 4, morkozi (1; l) ndqtesinds olan dairenin daxilinde vo onun
cevrasi iizarinds yerlagir.

344



339.
I|m(ﬁ_1I3,(3_x)2+ﬁ+1]_|i 3 x4 l(3 X +33-x -3 /3 X)t —3/3=x - 1
= (4- 2x{d3 X) +\/7+1J 2 22— x{dS X) +\/7+1)

1 1.
=i _1
pakd (m ﬁ+l) 20+1+1) 6
arcsin 8x
340. |imM:§|im8—X:§:L6
X—0 thX 5 x—=0 thX 5
5x

son

x+3 x+3 x+3
341 gim( 22 S X223 Cimlas -2
x| X+ 2 x> X+ 2 X3 X+2
3

ifado do t=-—

avoz etsak, X=—2—§:>X+3:1—§ )
X+2 t t

X = oo-da t = 0 olar. Onda

Iim[1+(—32ﬂx+3 = Iim(1+t)l’§ =lim(1+t)- |im[(1+t)ir =l.e®=¢?

X+ t—0 t—0 t—0

342. Verilmis funksiyanin X = 3 ndqtasinds kosilmoz olmasi ligiin
f(3-0)= f(3+0) boraborliyi 6donilmolidir:

2 _
£(3-0)= lim f(x)= lim 2 =% _ — |im 2X(X=3) _ ) limx =2.36;
x—3-0 x-3-0 X —3 x=3-0 X—3 x—3-0
f(3+0)= lim f(x)= lim (ax+2)=3a+2, Onda 3a+2:6:>3a:4:a:1%

Xx—3+0 x—3+0

343. f(x)=x*+4x+3 funksiyasi [-1;0] parcasinda kasil-
mozdir. f(-1)=-2<0 vo f(0)=3>0 oldugundan, Kosi teore-
mino ( f(x) funksiyas: [a;b] pargasinda kosilmoz vo onun uc

noqtalorinde miixtalif isarali qiymeotlor alirsa, [a; b] parcasinin daxi-
linds heg olmasa bir ndqts var ki, funksiya hamin noqtads sifra gevrilir)

goro  f(x)-in [-1;0]-da kokii vardir. f(—0,6)=0,384>0 vo
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f(-08)=-0,712<0  oldugundan,  f(x)-in  [-0,8;—0,6]
pargasinda kokii var v 0,1 doqiglikls bu kok X, = —0,7 -dir.
344. (x,;y,) vo (X,;y,) nogtolorinden kegon diiz xottin bucaq

f(xz)_ f(xl)

X =X

omsalt k=tgo = disturu  ilo  hesablanir.

f(x,)=y,=2"=1; f(X2)= Y, =2'=2 oldugundan k:%:l.

345. x#1 olduqda verilmis funksiyani ¢ (y)- x-1x>1ise
—(x-1), x<1lise
soklindo yazaraq asanliqla gostormok olar ki, X>1 oldugda
f/(x)=(x-1) =1, x<1 olduqda iso f’(x)=(1—x) =-1. indi

X, =1 noqtesindo arqumentin va funksiyanin artimina baxaq: x =1+ Ax,

Ax=x-1; Af = (%, +A%)— (%)= f(L+Ax)- f(1)=f(x)- f{L)=|x-1
X — 1, x>1lolduqgda,
oldugundan ﬁ = H = a . Buradan x>1
Ax x-1 [-1x<1oldugda
oldugda t1+0)= tim 2F = im1=1, x<1 oldugda
Mx—0+ AX Ax—0

f/(1-0)= lim A _ lim1=1, X <1 oldugda

AX—0- AX ~ Ax—0

f'(1-0)= lim Af _ lim(-1)=-1 almr. Bu iss o demokdir ki,
M0+ AX Ax—0

f (X) = |X —ll funksiyasi X =1 ndqtasinds diferensiallanan deyil.
346. Ho. Mosolon, f(x)= |X - 2| vo g(x)=6- |X - 2|
funksiyalarinin hor birinin X =2 ndqtesinds téromasi yoxdur. Lakin
f(X)+ g(X) =6 funksiyasmnn biitin oded oxunda téromosi var, yoni

diferensiallanandir.
347. Yox. Ciinki verilmis y = f(X) funksiyasinin X, noqtosindo

sifirdan forqli f’(X) toromosi vardirsa, onda bu funksiyanin torsi olan

x=g(y) funksiyasimmn Yo = f(XO) noqtosindo téromasi var vo bu
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, 1 .
toromo ( (yo): m (1) dusturu ilo hesablanir. Buradan goriiniir
0

ki, f'(x,)>0=9"(y,)>0. Demoli funksiyamin tSromosi

miisbatdirsa, onun tars funksiyasinin toramasi do miisbatdir.

348. f,(x):(Sin 2x—+/2x) =2c0s2x—+/2; f(x)=0;

s

2c0s2X—~/2=0; C0S2X = ; 2x:i%+2nk Vo ya

olarsa, 2c052x—\/§< 0;

o N

X=i%+ﬂk,kez. f'(x)<

cost<%; buradan x e (%+7Zk; 7?ﬂ-+7zk]ke Z.

’

349.1) y':(arcsin(sin)),— (sinx) _ cosx _ cosx

- J1-sin? x - Jcos? x - |cos x|

2)
y = (22) =22 In 2(cos 2x)’ =22 |n 2(-sin 2x)(2x), =-2.2°%.|n2-sin2x =
=—In2-sin2x-2°°>*
3)
1

, ’ 1 " xIn7 1
= (/I = I = =
y ( og7x) 2,/log; x (log; %) 2,/log, x  2xIn7,/log, x

350. Funksiyalarin grafiklorinin hansi bucaq altinda kesisdiyini
miloyyon etmok Tligiin qrafiklorin kosismo noqtesinds onlara ¢okilon
toxunanlarin arasindaki bucagi tapmaq lazimdir. Verilmis y =12 —X

vo Y= 4\/; funksiyalarinin ~ kosismo  ndqtosinin  absisini
12— x = 4/x tonliyindon tapmaq olar. X+ 4/x =12 =0. Buradan

\/; =-6, \/_ = 2 alinir, birinci tonliyin halli yoxdur, ikinci tonlikdon
iso Xx=4. y=12—-x funksiyasmmn grafikinin OX oxunun miisbat
istigamoti ilo omolo gotirdiyi bucagin tangensi absisi X =4 olan
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noqtodo tgar = f'(x,)= f(4)=1 oldugundan o =135°, y = 44/
funksiyasinin qrafikinin ise bu ndqtede OX oxu ilo amolo gatirdiyi
, Z 2 0
bucagn tangensi | f'(x)=—= | tgB=——==1 vo B=45
( Jx V4
oldugundan o — 3 = 90° alarig. Bu verilmis funksiyalarin qrafiklorine

X =4 noqtosindo ¢okilmis toxunanlar arasindaki bucaqdir. Demsli
verilmis funksiyalarin qrafiklori 90° bucaq altinda kesisirlor.

351. Funksiyanin uygun téromolori tapib verilmis tonlikdo yerino
yazmagq lazimdir.

352. a)(t) bucaq siirati (o(t)—nin t-yo goro téromasino barabardir.
Odur ki, @(t)=¢(t)=3t—2. t=5san anindaki bucaq siireti iso
olt)=3-5—2=13rad / san -dir.

353. f(x)=cosx qgobul etsok, f’(x)=—sinx; 61° =60°+1°;

X, =60°; Ax=1° :%rad ifadolorini f (x)= f(x,)+ f’(x,)Ax

toqribi borabarliyindo NoZars alib
c0s61° = cos60° + (~sin 60°)-1° 1B 2 —05- ”f?; =0,5-0,0148 ~ 0,485 -
2 2 180 360
2 2 2
i 30=(102) 1 Zs 0=0 1-F =0 v =

t=2+42; t >0 oldugundan t = \/E san. aninda corayan siddati sifira
barabar olar.

355. f(x)=x*—4x—1 funksiyas: biitin odod oxunda kesil-
mozdir.  f/(x)=4x®—4 oldugundan [L+c0) araliginda f(x)
funksiyas artan, (—oo;l] arahiginda iso azalandir. [-1;0] aralig f(x)
funksiyasinin azalma araligina daxildir. Digor torofdon parganin uc
ndqtolorinds  f(—1)=(-1)*" —4(-1)-1=4>0 vo f(0)=-1<0,
yoni funksiya oks isaralidir. Hor hansi par¢anin uc noqtelorinds verilmis

funksiya oks isarali oldugda, bu parcada azalan va kasilmaz olarsa, bela
funksiyanin qrafiki absis oxunu yalmiz bir noqtods kesor. Demali,

x> —4x—-1=0 tonliyinin [-10] parcasinda yegano kokii var. Bu
348



koki  f,(x)=x* vo f,(x)=4x+1 funksiyalarmmn qrafiklorinin
kasismo noqtasinin absisi kimi tapmaq olar.

356. 1) f(0)=sin0°+cos0° =1; f(z)=sinz+coszw=-1;
2) f/(x)=cosx—sinx; f(x)=0; cosx—sinx=0; tgx=1;

/A
X =Z+ﬂk,k€ Z vs |0;7] araligina diison kok X, =%—dir. Onda

[~ :sin£+cos£=£+£:\/§. 3) Funksiyanin
4 4 4 2 2

téromosinin olmadigi néqte yoxdur. 4) f (0) =1 f (7'[ ) =-1.

T
f Z = \/E gqiymotlorini  miiqayiss  etmoklo  alirnq ki,

max f(x)=+2 mi =_
na (x) x/_wlﬂr}f(x) 1.

357. 1) Funksiyanin toyin oblasti: D(f)=R;2) f(~x)=—f(x)
vo f(=x)# f(x) oldugundan, funksiya no tokdir, no do ciitdiir; 3)
Funksiya dovrii deyil; 4) Funksiya ordinat oxu ils (0;1) , absis oxu ilo
189 (1;0) noqtosindo kasisir; 5) Verilmis funksiya biitiin odod oxunda
kosilmozdir; 6) Funksiyanin isaro sabitliyi araliglar1 f (X) >0 vo
f (X) < 0 borabarsizliklorindon alimir ki, uygun olaraq X € (— oo;l) Vo
X € (L + oo)-dir (Sakil 85);

7) Funksiyanin asimptotlar

yoxdur. 8) Funksiyanin artma, \
, X as
azalma arahqlar f (X)=—732. k
3 f—
(1 X ) Sakil 85.

xe R dcin f'(x)<0 oldugundan
verilmis funksiya biitiin odod oxunda azalandir; 9) Funksiyanin

ekstremum noqtaleri va ekstremumlart yoxdur. (— 2;%/5), (0;1),
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(2;—3&/7) slave noqtolorindon va 1)-9) morhalslorinin naticslarindon
istifads edorok funksiyanin grafikini qururuq (Sokil 86).

o]

bd

Salkil 87
\ 358. Konusun radiusunu

1 yarimkiironin radiusu ilo ifado
\ edok. (Sokil 87). Konusun
1o \\ x radiusu r, hindirliya  h,

yarimkiironin  radiusu isa R

olsun. ABOK -dan
Sakil 86. r2:R2—h2, I’2:R2—h2,
burada O0<r<R, O<h<R.

T
Konusun hacmi diisturunda (V =§r2h)bu ifadoni nozors alsaq,

Vzgh(Rz—h2)=%(hR2_h2) alariq. V(h)=%(hR2—h2)

funksiyasinin on boyiik qiymotini tapmaq lazimdir:
R? R

“(h)="(R? —3h2)=0> h2="_, h=—, onda
v'(h) : (R?-3n%)=0 3 N
R 2R’ R . L
r’=R?-h?=R?2-__= . h=— noqtosindo téromonin isarosi
3 3 J3
“+”-don “-"-yo doyisdiyindon bu ndqte maksimum ndqtasidir. Onda
2 3 3
V(max)zéﬂrzh:}n-ZR R_2mR :zﬁﬂR R=3 qiymatini
3 37 3 3 93 27

sonuncu diisturda yerins yazib V (max) =2\/3r (Sm3 ) aliriq.

359. f(x)= cos(% - x): sin x funksiyasinin ibtidai funksiyasinin
T
iimumi ifadesi F(x)=—-cosx+C soklindodirr C=0 vo C= >

350



T
gotiirmoklo F,(x)=—cosx, F,(x)=—cosx+ £} alariq. Askardir ki,
F, (X) funksiyasinin qrafiki Fl(X)-in grafikindon ordinat oxu boyunca
T
— qodor paralel kogiirmoklo almir. Eyni noticoni belo miihakimo

etmoklo do  almaq  olar: f(x)=sinx funksiyasimin
F,(x)=—cosx+C, vo F,(x)=—cosx+C, kimi iki ibtidai

funksiyasim yazaq. Sorto goro F,(x)—F,(x)=C,-C, = % -dir.
Buradan C, =C, +%. Yoni F,(x)=—-cosx+C,,
F,(x)=—cosx+C, + % . Burada C,=0  gbtiirsok

F,(x)=—cosx, Fz(x)z—cosx+%.

360. X(t) funksiyasi ﬂ(t)-nin ibtidai funksiyas1 oldugundan
2t*
X(t) = = " 3t+C =t>-3t+C. Sorto géro X(0)=0 oldugundan
C =0.0nda x(t)=t® —3t axtarilan funksiyadr.

361l. y=¢ (X - Cz) (1) tonliyini iki dofo diferensiallayib
y'=2c, (X—Cz) va Yy’ =2c, (2) alirig. (1) va (2) tonliklorindon C;
vo C, parametrlorini konar edib axtarlan 2yy” =(y’)’ tonliyino
golirik. Asanligla gdostermak olar ki, (1) funksiyasi bu tonliyi eyniliya
cevirir.

362. Ha. 263. y2 — Xy + x*-c?=0 tonliyini y-o gore kvadrat

tonlik kimi holl edok: y:xﬂxz—4x2+4cz Vo xedactoad

2 2
2 2
y= x=v4c? -3x* (1) alariq. Buradan y'=1[;___6X _ VA4cT -3 -3X
2 2 2y/4c®-3x? 2

(2). (1) va (2) ifadalorini verilmis diferensial tonlikdo yerino yazdiqda
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X —/4c? —3x?

eynilik aliriq. Eyni qayda ilo y = > funksiyasindan

téromo aldigda da homin noticoyo golirik.
364. X'(t) vo Xx”(t) -ni tapaq. x’(t):%~cos(0,4t +%)= %cos[OAH%],

x”(t)=—£~0,4sin 04t+7 — 2 sin 04t+7Z |  Gorindiyt — kimi
15 4 75 4

X(t) = %sin(OAt + %) funksiyas1  X”(t)+ 2i5 X(t)=0 tonliyinin

hallidir.

365. y"+9y=0 oldugundan @’ =9 vo @=3. Verilmis
diferensial tonliyin  hollini  y(t) = Asin(at + @)= Asin(3t + ¢)
soklindo axtaraq. Onda Y’ = 3Acos(3t + ). Sorto goro y(0)=3 vo

) 3
. sinp=—
Asing =3
y’(O): 9 oldugundan ¢ = A . Onda tgp =1,
3Acosp =9 3
cosQ =—
A
¢)=%. Digor torafdon sin2¢+cosz¢:%+%:i—i. Odur ki,

A? =18, A= 3\/5 . Beloaliklo verilmis diferensial tonliyin axtarilan
holli y =342 sin(St + %) soklindodir.

Buradan Yy’ vo y” -i taptb y vo Yy”-in qiymetlorini verilmis
tonlikds yerine yazmagqla alinan naticonin dogrulugunu yoxlamagq olar.
366. Sorto goro T, =0°S oldugundan cismin temperaturu

T'(t)=—KT(t) tonliyini &doyir. Buradan C(ij_'lt' =—KT vo ya

dT—T = —kdt. Bu borabarlikdon inteqrallamaqla J'le_—T = —det Vo ya

In|T| =—kt+C alirnig. Sonuncu barabarlik cismin temperaturunun
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doyisms ganunudur. Sorts géra T(0)=200°S, T(L0)=100°S. Buradan
1

e®=200; e =100. Onda 200-e7'* =100, e™™ =3
Sonuncu boraborliyi (e J* =% Vo ya g+ =( % )10 soklindo yazmaq olar.

t

Onda g« 2(1 )‘0. Demoli cismin

2
temperaturunun  doyisms ganunu
t

T= e—kt+C — efkt .ec — 200[;)10 'dlr

Buradan s; _ »q0. ( 1 J‘O tonliyini holl
2

edorak aliriq ki, 20 doqigadon sonra

cismin temperaturu 50°S olar.
367. f(x)= VX funksiyasinin

ibtidai funksiyalarindan biri

2XA/X < .
F(x) = :;/_ oldugundan S(OAB) — |:(4)_ F(O) - 2 L;\/Z - 5% (saha
vahidi) (Sokil88).

xtz -t = x2 =X X2 —X
368. |:(X)=J'72 oldugundan  pr(x)= X ~X. Z —~=o-dan
51+t 1+x 1+x

x=0,x=1 alirig. Demali

Xomin =L Xpax =0 (Sokil 89). - -
i} = 1
369. Nyutonun ikinci _
ganununa gora F(t)=m-al(t). Fakal 85.
2
Fi)_ " e :
Buradan a(t)=?= =12t-0,4t7; ()= ja(t)dt
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=12t2_04.(t2)+cl =0.6t> +%+C1 sarto gora 13(1)=3III/58.I’1 . Onda
, A5 : 2
0,2

06+02+C, =3; C,=22. 9(t)=06t> +—+22 Vo
t

3
S(t)= [ otk = I(O,GtZ + ?’22 + 2,2}1t = o,es-%-oé—ﬂ 2,2t 2

saniyadon 5 saniyayadok zaman miiddstindo cismin getdiyi yol
AS =5(5)-5(2)=0,25° - 2°)- 0,2(%—%}
+2,2(5-2)=0,2-117+0,2-0,3+2,2-3=23,4+0,06 + 6,6 = 30,06 (m).

Son naticoni miioyyon inteqralin totbiqi
ila do almaq olar:

AS = j(o,at2 92 2,2}1'[ =30,06(m)-

t2

370. Adoaton, konkret mosaloalori hall
edorkon baxilan ¢oxluglar miioyyan bir U

Sakil 90,

Sokil 01.

coxlugunun alt ¢oxluglar1 olur. Belo ¢oxluga universal vo ya osas
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coxlug deyilir. Qeyd olunan universal c¢oxlugda A-nin U-ya
tamamlayicist A il isars edilir. Yoni A= A’ =u\A={ x/xeu,x¢ A}.

Eyler-Ven diagramlar ilo universal ¢oxluqda A vo A’ ¢oxluglar oyani
olarag 90-c1 sokildoaki kimi tosvir olunur. Masoalonin hsallindon avval bu

deyilonlori sagirdlors xatirlatmaq, sonra iso (ANB), (AUB),

A"UB’, A'nB’ yazilislarinin uygun olaraq A vo B ¢oxluglarinin
kosismoasinin, birlosmesinin  tamamlayicilari, tamamlayicilariin
birlosmasi vo kosismosi oldugunda diggati colb etmok lazimdir. Indi
gostarilon xassalorin isbatin1 vermak olar: xe (An B)’ o xXe AnB o xe A

voya x¢ Bo xe A’ voya xe B < xe AUB’.
’

Analoji olarag xe (AUB) @ x¢ AUBo xg A o

X¢ B xe A" vo xe B e xe AAnB’.
371. 91-ci sokildo tolob olunan tasvirlor, 370-ci masolods iso

’ ’

(AUB) =A""B’ vo (AnB) = A"UB’ oldugu gostrilir.

372. (A\C)\(B\C)={x|(xe A\C)xe (B\C)}={x|xe A
vo Xe C’ vo xe B’voya xe C }={x|xe Avoxe C’voxe B’vo
yaxe A vo xeC’'voxeC={x|xe(AnC'nB)vo ya
xe (AnC’'nC)}={x|xe (AnC'nB")vo ya

xe @t={x|xe A vo XG(BUC)’}Z ={x|xe A voxe B’vo
xe C'}=(A\B)\C =(A\C)\B
373.

(A/B), ={x|xe uva[xe A/B],}Z{X|XG uval[xe Avo
X & B], ={x|xeuvs
xe A'voyaxe B}={x|xe uvo
xe (NUB)l={x|xe (AUA)voxe (N UB)l={x|xe A'vo  ya
xe Avoxe B}={x|xe AU(ANB)}=A"U(ANB)
374. (AnNB)N(B'nA)=(AnA)N(BNB)=AND=0.
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375. Strixlonmis hisss A vo B c¢oxluglarinin birlogsmasi olan
AUB ¢oxlugunun C-do olmayan hissesi, yoni C /(AU B) forqidir
(Sakil 92).

Salil 93,

376. A

B, C c¢oxluglarinin  birlogsmasindoki  hissalari
m,a,n,b,d,c, p ilo isaro edok (Sokil 93). C ¢oxlugunun AU B

coxlugunda olmayan hissasinin, yoni (Au B)\ C c¢oxlugunun ele-
mentlori sayin tapmaliy1q. Malumdur ki,
n(AuBuUC)=n(A)+n(B)+n(C)-n(AnB)-n(AnC)-n(BNC)
vo n(AUB)=n(A)+n(B)-n(AOB) [3, soh 156, teorem 2]. Sarta gora
n(A)+n(B)+n(C)-n(AnB)-n(AnC)-n(BNC)=30 vo
n(A)+n(B)-n(AnB)=22. Onda n(c)+22-n(AnC)-n(BNC)=30,
n(ANC)+n(BNC)=32-30=2 alar.

Demoli, N(ANC)+n(BNC)=2 vo ya d+c+b=2. Onda
p=n(c)+2=8+2=10 vo m+a+n=30-10=20 olar. Demali,
n[(AUB)\C=m+a+n=20.

377. A vo B coxluglarinin simmetrik forqi
AAB = (A\B)U(B\A) kimi toyin edilir (Sokil 94). Ona gdro
AAB = (A\B)U(B\A)=(AnB)u(BNA)=(A"nB)u
U(B'nA)=(A"\B)U(B’'\A")= A’AB’.
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Sakeil 94.

378. [[ANB)UC|\(ANBNC).

379. Rasional vo irrasional ododlor ¢oxlugunun hor biri hoqiqi
adadlor ¢oxlugunun kesismoyan alt goxluglaridir. Yoni Q < R, / < R
vo QNn/=@, QuUJ=R. Demoli, hagigi odadlor coxlugunu
rasional va irrasional adad ¢oxlugu iizrs iki sinifs ayirmagq olar.

380. Ilk 200 natural ododlor ¢oxlugunu U ilo (baxilan masolodo
universal ¢oxlug), 3-o, 5-0 vo 7-ya boliinon odadlor ¢oxlugunu iso
uygun olaraq A, B vo C ils isara edok. Onda 3, 5 vo 7 roqemlorinin heg
birina boliinmayon adadlorin
x=nu\(AUBUC)]=n(u)-n(AuBUC)=n(u)-n(A)-n(B)-n(C)+n(AnB)+n(ANC)+

+n(BNC)-n(AnBANC)olar. ANB ¢oxlugu hom 3-o, hom
do 5-5 boliinan, yani 15 béliinen; ANC ¢oxlugu hom 3-5, hom dos 7-
ya boliinan, yani 21-0 boliinan, B N C ¢oxlugu iso hom 5-5, hom do 7-
ya boliinan, yani 35-5 boliinon adadlor, AN B N C ¢oxlugu iso hom 3-
9, ham doa 7-ya, yani 105-2 boliinan adadlar ¢oxlugudur.

n(u)=200; n(A)= [200] 66 ; n(B):[@]:m;

3 5
n(c)= [230] 28;
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n(AmB):[%]:l?); n(AmC):[@]:g;
n(BmC):[%]:s;

n(AnBNC)= [@] =1-dir.
105

Onda axtarilan adod X =200—-66—-40—-28+13+9+5-1=92
olar.

381. Riyaziyyat dornoyindo istirak edon sagirdlor ¢oxlugunu A,
fizika dornayinds istirak edon sagirdlor ¢oxlugunu B ilo isare edak,
onda hor iki dornakds istirak edan sagirdlor ¢oxlugu A B olar. Onda
n(AuB)=n(A)+n(B)-n(AnB)=90+80-40=130, yoni sa-
girdlorin 130 nofori riyaziyyat vo fizika dornoklorinin he¢ olmasa
birinda istirak edir. Demali, 150-130=20 nofor sagird adi ¢okilon
dornoklorin heg birindo istirak etmir.

382.

Ax(B\C)={x|xe Avoxe B\C}={x|xe Avoxe Bvoxe C}.
Digor torafdon
(AxB)\(AxC)={x|xe (AxB)voxe (AxC)}={x|[xe Ava
xe B]vo[xe Aveyaxe C[}= = X|xe Avoxe Bvoxg C}
oldugundan Ax(B\C)=(AxB)\(AxC).

383. Malumdur ki, ragamlarinin comi 3-a béliinan ixtiyari adad 3-2
bolunar. abcdefgh soklinds 8 raqomli adadin do 3-5 béliinmasi iigiin

onun ragomlari comi 3-o boliinmslidir. Bu adadi 7 raqeminin har birini
3 isulla segmak olar. Yoni bu ragomlarden hor biri ya 4, ya 5 ya da 9
ola bilar. Qalan bir rogomi iso bir iisulla segmok miimkiindiir. Sadslik
iiciin homin bir rogomi sonuncu rogom hesab etmok olar. Onda biitiin
iisullarm  saytr 3-3-3-3-3.3-3.1=3"-dir. Umumi noticonin
konkretlogdirilmosino do sagirdlorin diqqotini colb etmok olar. Ik 7
rogom 4, 5, 9, 4, 5, 9, 4 iso 8-ci rogam 5 olmalidir. Onda alinan
45945945 odadi 3-2 boliinar. Homin gayda ilo alinmis 7 roqomli adad
4594595 olarsa 8-ci rogom 4 olmalidir vo s.
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384. Belo iigrogemli odedlorin sayr AS =5-4-3 =60 -dur.

Ragomloarin say1 5
oldugundan, hor raqom 60:5=12 dofs tokrar olunur. Ugragomli

odod abc olsun. Onda
Y abc =100a+10b+¢=100(1+2+3+4+5)+10(1+2+3+4+5)+1+2+3+4+5=
12 defe 12 defe 12

=15-12(100+10+1)=180-111=19980 .
1 2 92

385. —,—,...,— moxroci 93 olan diizglin kosrloridir. Bu

93 93 93
kasrlardan suratlorinds 3 va 31 vuruqlar olanlar ixtisar olunandir. 92-
yo godor olan natural odadlor igerisinde 3-o boliinen adadlorin say1

92 2
—=30+§ oldugundan, 30-dur. 31-o béliinon odoadlorin say1 isa

3
92 30 5 , . o
ﬁ = 2+E oldugundan 2-dir. Demali, 30+2=32 sayda kosr ixtisar

olunan, 92-32=60 sayda kasr isa ixtisar olunmayandir.

386. Moasoalonin sortindon almir ki, tok oadadlor do tok némrali
yerlords olur.

Baxilan ¢oxlugda ciit vo tok oadadlor ¢oxluglarindan hor birini n!
iisulla diizmok olar. Onda vurma prinsipine goro axtarilan biitiin
miimkiin tisullarin say1 nin!= (n!)2 olar.

387. Verilmis ¢oxlugun iki elementini yanasi qoyaraq onlar1 bir
element hesab edok. Onda bu ¢oxlugun elementlori say1 (n-1) olar. Bu

elementlordon diizolmis biitiin permutasiyalarin say1 (n —l)! -dir.
Yanasi elementlori iso 6z aralarinda 2!= 2 iisulla diizmok olar. Onda
verilmis iki elementli yanasi olan biitiin permutasiyalarin say1 2(n —1)!
olar. Digor torafdon n elementdon diizolon biitiin permutasiyalarin say1
Nn!-dir. Odur ki, verilmis iki elementli yanasi olmayan permutasiyalarin
say1 Nl=2(n—1)1= (n—1)in - 2(n —=1)l= (n =1)(n — 2) -dir.
388.

nl=362880=2"-3*.5.7=1.2-3-(2.2)-5-(2-3)-7-8-9=1-2-3-4-5-6-7x
x8-9=91; nI=9!, n=9.
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389. Verilmis 6 rogamdon diizolon biitiin {igroqemli adadlarin say1
(roqomlori tokrarlanmayan) A63 , bunlardan 3-5 boéliinanlori isa 123, 126,

135, 213, 234, 246, 345, 456-dir. 3-o0 bolinon belo ododlerin hor
birindon diizolon permutasiyalarin say1 3!=6 oldugundan, biitiin belo
3-0 boliinen tigraqoamli odadlorin say1 8-6 =48, axtarilan adadlorin
sayriso A> —48=6-5-4—48 =72 olar.

390. 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8 9 rogomlorindon diizolon vo raqomlori
tokrarlanmayan bir, iki vo ii¢ roqamli adadlorin say1r uygun olaraq
A, Al A)-dir. Onda 1000 don kigik olan belo ododlorin sayi
A+ A +A =9+9-8+9-8-7=585-dir.

391. 1) 3 qiz yanas1 olduqda onlar1 bir nafar kimi gotiirsok 7+1=8
nafor alinar. 8 nafori 8! iisulla siraya diizmak olar. Digar torafdon qizlar
6z aralarinda 3! iisulla siraya diiziilo bilor. Onda axtarhan miixtolif

variantlarin say1 8!3! olar. 2) Qizlarin yanagi olmamasi ii¢lin onlarin har
biri iki oglan arasinda olmalidir. 7 oglan arasinda 6 yer oldugundan, bu

yerlordo 3 qiz1 Ag iisulla siraya diizmok olar. Digor torofdon 7 oglan 6z
aralarinda 7 {isulla diiziilo bilor. Onda tslob olunan biitiin miimkiin
variantlarm say1 7! A olar.
392. Baxilan funksiyanin tayin oblasti
Xx—-32=20 X3
X—3<7-X& {X<5 & 3<x<5 oldugundan, D(f)={3;4;5}.
7-x20 X<7

Onda X = 3;4;5qiymetlorindo uygun olarag AX’ funksiyasin
giymatlori 1; 3; 2-yo berabor olur. Demoli verilmis funksiyanin
qiymotlor coxlugu E(f)={1,2,3}-dir.

393. 3 meyve daxil olan hodiyyado 1 alma 2 nar, 2 alma 1 nar, 3
alma ola bilor. Bir alma 2 nardan ibarot 3 meyvas daxil olan hadiyyeni

C51 -C62 tsulla, iki alma bir nardan ibarat 3 meyva daxil olan hadiyyani
C2-C, tsulla, 3 almadan ibarst hodiyyeni iso CZ-Cg isulla
hazirlamaq  mimkiindiir.  Onda  Dbiitin = hadiyyolorin  say1

Cl.C2+CZ-CL+C2-C° =75+60+10 =145 olar.
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394. Verilmis ¢oxlugun elementlorindon diizolmis {igroqomli,
roqomlori tokrarlanmayan, odedlorin say1 AS =6-5-4=120 -dir.

Ododlorin  500-don kigik olmast iglin 1, 3 vo 4 rogomlori ilo
baslanmalidir. Bu ragamlorin har birils baglayan tigraqomli adadlorin

say1 A52 -dir. Onda 1, 3, 4 rogemlorinin hamisi ils baslayan tigroqomli
odedlorin say1 3AZ =3-5-4=60 dir. Eyni qayda ilo adodlorin 700-
dan boyiik olmasi li¢lin bu adadlor 8 va 9 ragomlerilo baslamalidir. Bu
rogemlorls baslayan adadlorin say1 iss 2A2 =2-5-4 =40 olar.
395. 1) Comi 8+6=14 kiiracik oldugundan, onlardan 5 kiiraciyi
s 10-11-12-13-14
Y 1.2.3.4:5

ag kiiraciyi CB3 tisulla, 2 qurmizi kiiraciyi CG2 iisulla segmok miimkiin

=14-13-12 = 2002 iisulla segmak olar. 2) 3

oldugundan, vurma prinsipina goro, biitiin  {isullarin  say1

Cs-CZ =840 olar. 3) 5 ag kiiraciyi Cy =C; 2% =56 usulla

secmok miimkiindiir. 4) Kiirociklorin eyni rangli olmasi ii¢lin ya onlarin
5-do ag wvi ya 5-do qurmizi olmalidir. Belo disullarin say1

Ce+CJ=C+Ci =56+6=062-dir.
396. Funksiyanin toyin oblasti,

2x—-82=0 X=4
0<2x-8<x+1
& 12X—-8< X+l Ix<9 ©4<x<9
X+1>0
x=>-1 x=>-1

oldugundan, D(f)=1{4;5;6;7;8;9} -dir. x=4,5,6,7,8,9 olduqda
f(X)ZCXZJfl_8 funksiyasi uygun olaraq CJ =1, CZ=15,
Cf =C73 =35, Cg6 =C82 =28, Cg =C; =9, Cllg =1qiymatlorini
alir. Demaoli baxilan funksiyanin giymatlor coxlugu
E(f)=1{1,9;15;28;35} -dur.

397. 1) 15 saygacdan 10-nu C, = C;, = 3003 sayda iisulla segmo

imkani var. 2) Montyor ilk iki saygact C; iisulla, digar 8 saygaci iso

361



C/, iisulla qurasdinildigindan, onun C2 -C2 =CJ, = C/, sayda segmo
imkani olur. 3) Montyor ya birinci ya da ikinci saygaci
quragdirilmalidirsa, belos iisullarin say1 C; -dir. O digoer 9 saygaci C193

iisulla qurasdirdigindan, segmo imkaninin say1 C; - C., = 2C} -dir.
4) Montyor ilk 5 saygacdan 3-nu C53 iisulla, digor 7 saygaci iso

C17O tisulla quragdirdigindan, onun C53 -C170 sayda segcmo imkani var.

5) O, ilk 5 saygacdan an az1 ii¢linii quragdirmalidirsa, o ya 3
saygaci, ya 4, ya da 5 saygaci qurasdirmalidir. Birinci halda se¢mo

imkanlarmin say1 CJ-C/, ikinci halda C.-CJ, iiciincii halda iso
c.cg sayda oldugundan, biitiin Gsullarin say1 C-CJ +C; -C}, +C: -C;)
olur.

6) O, son 5 saygacin an azi 3-nii qurasdirmalidirsa, demali son 5
saygacdan ya he¢ birini, ya birini, ya ikisini, ya da {g¢lni
qurasdirmalidir. Birinci halda segmo imkanlarinin say1 C -C,), ikinci
halda c;}-c;, Uglincl halda ¢2.ct, dordiincii halda iso C¢-Cj; sayda
oldugundan, biitiin tisullarin say1 ¢2.c? +c2.c? +cl.cl +c.cd olur.

398. 1) 1-ci kompiiter 3 informasiyani sz tsulla, 2-ci komputer 3
informasiyani Cg’ usulla, 3-cti kompiiter 3 informasiyani Cg usulla, 4-
cli kompiiter son 3 informasiyant C;’ tsulla ala bildiyindon biitlin
iisullarm say1 C., - CZ -C? - C? olar.

2) Kompiiterlordon biri 6 informasiyant sz usulla, 2-ci kompdter
2 informasiyan1 C/ Usulla, 3-cii kompiiter 2 informasiyan1 C Usulla,
4-cli kompiiter iso son iki informasiyani C22 iisulla ala bildiyinden,
biitiin tisullarm say1 CJ, -CZ - CZ - C2 -dir.

3) Kompiiterlordon hansisa 6 informasiya qobul etmolidir. Bu 4
kompiiterdon ixtiyari biri ola bildiyinden, onlar Ci isulla segmok olar.
Haor bir se¢ilmis kompiiter iiclin iso mosols 2) variantinda oldugu kimi
holl edildiyindon, biitiin iisullarin say1 C; -CS, -CZ-CZ -C? olar,
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399. Ugbucagqlari iki qayda ilo qurmagq olar (Sakil 96).

B e e e

I

Salil 96,

I halda tigbucagin bir tops noqtesi |, diiz xatti izorinds, digor iki
topo nodqtesi iso |, diiz xotti lizorindo gétiiriilo bilor, I halda iso
ticbucagin bir topa ndqtesi |, diiz xatti iizorinda, digar iki tops ndqtasi
iso |, diiz xatti izorindo gétiiriilo bilor. I halda n néqtodon bir ndqtoni
C! dsulla, m noqtedon iki ndqteni Cliisulla segmok olar, onda
{icbucaqlarin say1 C* -C2 -dir. I halda m ndqteden bir néqteni C', n

ndqtodon iki néqtoni C?

, usulla se¢gmok miimkiindiir, onda

iicbucaglarin say1 C; -an olar. Belolikls, iki halda birlikde qurulan
biitiin iigbucaqlarm say1 C'C2 +CC’ olar.
400. Umumiyyatlo (X + a)m binomunun agilisinda (k +1) -ci hadd

m-k o k

Toa =(-1)°Cix™*a* diisturu ilo hesablanir. Odur ki, (\/; -2 )18 binomunun

agiigmda (k+1)-ci hoddi T, =(-1)Ck (\/; )lgik (4\/5 )k sokilda
18-k
yazmaq oalr. Sorto goro (\/;)HH =x% onda x 2 =x°, k=2.

Demoli axtarilan hodd T,, =Cj x*42=153,2x* vo vya
T, =153/2x° -dir.
401. Binomun acilisinda (k + 1)-ci hadd Ti. =Cs (\/g)gfk (%E)k =C{ 32 .23

oldugundan, haddin tam odod olmasi iiglin 9-k ciit odod olmalidir.
Bunun dcin k =1,3,5,7 olmalidir. Digor torofdon k ododi 3-o

bolinmslidir. Bu iso yalmiz k=3 oldugda miimkiindiir. Belsliklo,
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binomun ayrihisinda tam olan hadd T,,, =CJ -3°-2=54C; = 4536-
dir.

402.  Verilmis  binomun  agilisinda (k +1) -ci  hadd

X K 14k k

T,..=Cf, (\/§ )124 (4\/5) =C},-3 2 -5% oldugundan, hoadlorin
tam odod olmasi iigiin k ododi 4-in boloni yoni, Kk =4n olmalidir.
Sortdo 0<k<124; 0<4n<124; 0<n<31-dir. Demoali ayrilisin
32 hoddi tamdir. k=4n boraborliyindon alimir ki, n=0,1,2,...,31
oldugda k =0,4,8,...124 olur. Demoli k-in bu giymatlorindo alinan
hadlor tam odoadlordir. Belo hadlorin say1 iso qeyd etdiyimiz kimi 32-
dir.

403. (\/g + \/EX)ZO binomunun  acilisinda (k + 1) -ci  hodd
20-k k k k

T, =Ct(V5) -(Vax) =ck .5 2 .22 .x* di. indi a, =C}.5 2.2
omsallarindan on  boylyunli tapmaq G¢in  a, ; <a,, yoni

L koK
Cit.5 2.22 <Ck -5 2.22  boraborsizliyini  holl ~ etmok
kK k-
lazimdir. Sonuncu barabarsizliyin hor torafini 5 2 -2 2 ifadasine
1 1
5 > I I
bolsok Cx'-52<Ck-22 vo vya 2015 < 2012

(k—1p(21—k) ~ k!I(20—k)

V5 2
Ve k <7(v10 - 2).
21—k k 7° Wio-2)

Beloliklo, k=0,1,...,7 oldugda a, , <a, vo k=8 olduqda iso

a,, >a, boraborsizliklori ©6donir. Demoli on bdyik omsal

boraborsizliyini alariq. Buradan

1 1 1
maxa, =a, =CJ -5%°.2%° =C] .5°.52.2°.22 =C] -(52) - 2° . (5-2): =

0<k<8

1
=Cl(25-2)°-10% =CJ 503/10 .
404. Moalumdur ki, n doracali binomda binomial amsallarin comi

n
2"-dir. Yoni 3 Cy =CJ+Cy+..+C; =2".
k=0
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Dogrudan da (a + b)n binomunun agiliginda a = b =1gotiirsok

1+1) =2"= zn“c: =C2+C! +..+C! alariq. Demali, istonilon ¢oxhadlinin
k=0

omsallart comi bu c¢oxhodlinin x=1 oldugda qiymotino borabaor-

; Py — 5 Y 5 ) (32-5Y 1 5
dir. Odur ki, X =1 olduqda (Sﬁx—ﬁ) :(M‘E) :[T) - Loldugundan
baxilan ¢oxhadlinin amsallari comi li-e borabardir.

405. 1) Nyuton binomu disturunda a=1b=x g6tirib

1+X ZCH eyniliyini alariq. Bu eyniliyin hor torsfinin X
doyisonina goéra téromoasini alsaq n 1+ X ZKCK x* eyniliyini

alariq. Bu eynilikdo X =1 hesab edib ch: =n-2"" (1) eyniliyini

k=0

aliriq. Digor torofdon, (1+X n Zka x*?  eyniliyinin her
k=0

torafindon yena X doayisonine goro toromo alsaq
n
n(n-1)1+x)"* =Y k(k —1)C¥x*? eyniliyi almar. Buradan x =1

k=0

oldugda ZK(k—l)CQ:n(n—l)-Z”‘l (2) eyniliyi alimir.  (2)
k=

eyniliyini zn:sz: —Zn:kC:f =n(n—-1)-2"? soklindo yazmagq olar.
Burada (1) g;niliyini n;(;re alib

isznk =n-2""+n(n-1)-2"?=n-2"?(2+n-1)=n(n+1)- 2"
e}zf:liliyini aliriq. Burada k =0 oldugda comin 1-ci toplanani sifirdir.

n
Odur ki, 2 k’CK =n(n+1)-2" tolob edilon eyniliyi aliriq.
k=L
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n

1 1 n
2) 2(k +1)Ck = 2 kC’ + ZC: borabarliyinda EC: =2"
k=0 k=0

k=0 k=0

=

Vo 2 C: =n-2" eyniliklarini NoZara alsaq,
k=0

n
2 (k+1)CK =n-2""+2" =2"*(n+ 2) tolob edilon eyniliyi alarig.

k=0
nin-1) .. n(n-1)
2

406. Molumdur ki, — (x+1)"=x"+nx"* X

Bu barabarliyi (x+1) =(an x4 n(nz_l)xn—zl - n(nz—l)}(z x4l VO Y2

X% +nx+1,

(X +1)n = Ax® + nx +1soklindo yazmaq olar. Burada
A=x"? +nx"? +...+@' Analoji olaraq (x-1)" = Bx® +(-1)"*nx+(-1)"
yaza bilarik. Onda a, =(x+1)" +(x-1)" =x*(A+B)+ nx(1+ (- 1)"’1)+1+ (-1)"
olar. n-in tok giymeotlorindo bu ifade a, = cx® +2nx soklino diisiir,
burada C=A+B. Xususi halda a,=6"+8" iso, onda
a, =(7-1)"+(7+1) yazariq, n=2383 Ucin
Qg =C-7°+2-83-7=49c+1162 almr. Bu ifadonin 49-a boliinmo-

sindon alman qaliq, 1162-nin 49-a bolinmesindon alinan qaliga
baraboardir. Bu iso 35-dir.

n
407. Askardir ki, ZCZZ: =C) +C2 +C; +..+C2". Molumdur
k=0

ki, (a+b)“ binomunun agilisinda ciit ndmrali binomial omsallarin
comi tok némrali binomal amsallarin coming, bunlarin haor biri isa 2"t

. n . .
9 borabardir. Bu xassoyo osason (a+b) " binomunun agihsinda ciit

némrali binomial omsallarn comi C) +CZ +C, +..+C2l =22
-dir.
408. Nyuton binomuna asasan

18] crere A faot) L (1Yo 2) b (1o1)qo2) [1n=hA
n 1.2 nj 1.2.3 n n -2--n n n n

1
$kardlr kl, 1_1<1, 1_1 1_3 <1 1_& 1_% 1_n7_1 <1 OdUI’ kl,
n n n) n n)t n




1_1 <l+1+i+ 1 + ...+ 1 . Digsr tarofdon
n 1.2 1.2-3 1.2-3-...-n

1 1 1 1 1 1

< < < olduguna  gora,
1.2.3 27 1.2.3.4 2°7"1.2.3....n 2!

(1 + 1) <1+ (1+ 1 + iz + o+ il J Bu borabarsizliyin sag terofinde
n 2"

métorizo igorisindoki ifado vurugu Q =—, birinci hoddi b, =1 olan

N |-

n

1L

hendosi silsiladir. Odur ki, [1+i]n<1+ 2 =1+2(1—2in)<3. Demoli,
1-=

n

ne N dcun a, = 1+£ <3.
n

409. Binomun agilisinda tiglinctl hadd

1
_ezfyey2 (1Y _ 1 2 ana-dir. Sorto gore — C? =31. Buradan
T2+1_Cn(x ) (4) _ECHX S g 16 n
n(n-1)

32
410. Binomun agilisinda (k+1)-ci hadd diisturunda, yoni
T,.. = Ca® ™ b" boraberliyindo |a| = \/§|b| oldugunu nozors alsaq

k
25-%
T,..=C&3 2b* alarig. Mosolonin  sortine  gora {Tkﬂ > T

=31 voya n=32.

Tk+1 > Tk+2
k1 _k+1 . ..
olmalidir. Burada T, :c;j(;l325 2p® vo T, :nglgﬁ 2 p% qiymatlorini

yering yazib

50! 501/3 1 43 K< 51
> > <
ki(50—k) ™ (k—1)(51-k) |k ~ 51—k 3+l 50-43 51
= = = <k <
501 50! V3 1 50-4/3  43+1 J3+1
> > K>—r—
KI(B0—k) ™ (k+1)(49-k) [50—k ~k+1 J3+1

aliriq. 50-3 =17,68: 51 =18,63 oldugundan k=18 olar. Demali

J3+1 \/§+1

Toee = CL2p% . 3%

max

367



m!

411. Molumdur ki, C; =————. Bu diistura osason:
ni(m—n)
ma_ (41
" (m+1)(n-m)’
o (n+1) 1 (n+1)
"™ mi(h—m+1)! " (m-1)(h—-m+2)! nee
CM:CM" =5:5 boraborliyinden n-m+l =1 vo ya n=2m;
m+1
Cr :C"'=5:3  boraborliyindon n-m+2_5 voa  ya
m 3
n=2m
8m—-3n=6; sistemindon iso M =3,n =6 alinir.
8m-3n=6
412. C%,+C2* = (n+ Zi(n +1) + (n J;l)n =(n+1)°. Demali
Cr?+2 + Cr$+1 = (n +1)2 (1)

Forz edok ki, (1) boraborliyi n=k iicin dogrudur, yani
1 4+274+3% +..+k? =C2, +2(C2 +C2, +...+C2). isbat edok ki,
verilmis 12 +22+3% +..+n° =C2, +2(C2+C%, +..C2) (2

n+l1

baraborliyi n=k+1 ii¢lin do dogrudur. Bunun {igiin onu (1) eyniliyi ilo
toraf-torafs toplayag. Onda
1 4+22 43 +..+k? +(k+1)* =C2, +2(C?, +C? +...+C2) alnar. Belaliklo
(1) borabarliyi n=k dan n=k+1-o kec¢dikdo do dogrudur. Bilavasito
yoxlama ilo almir ki, o n=2 olduqda da dogrudur. Riyazi induksiya
prinsipina gora (2) baraborliyi ixtiyari natural N > 2 ii¢iin dogrudur.

413. )
abcd, abdc, abcl, ablc, abcf , abfc, abdl, abld, ablf , abfl, abdf , abfd

aranjemanlarin  say1 Af =12 dir. a,b horiflori gostorilon iki
elementlori ortasinda vo sonunda da ola bilor. Demoli axtarilan
aranjemanlarin say1 3- A; =36 olar.
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2) a,b horiflori siralart ilo forqlonmaklo daxil oldugda isa tolob
olunan aranjemanlarim say1 2-3- A? = 72 olar.
414.1) A} — Al =240 olar (a daxil olmayanlari imumi saydan

¢IX1r1q)

2) A>=60.

415. Qabaqriq n bucaqglida dérd tapa ndqtasi bir kesisma noqtasini
tayin edir. Odur ki, talob olunan ndqtslorin say1 C: -dir.

416. Brpanss = @+2+3+2+1+1) _ 10! _151200.
1213121117 1.2.2-3-2-11
_ I |
17 Py, B2 8 g
312! 2-3-2
418. P32 = ——— =210
312121
— I
419. P35 = i = 2520.
312151

420. Mosolonin sortine goro yazilan yeddi roqomli ododlorin hor
birinds 2, 0, 4 vo 3 rogomlori uygun olaraq 2, 1, 1 vo 3 dofo daxil
olmalidir. Bu rogomlorden diizsldilo bilon har bir yeddiraqomli odad,
birinci yerds sifir olan hallardan bagqa, verilmis rogomlordon diizolon
tokrarli permutasionlardir.

Odur ki, axtarilan yeddiraqomli adadlorin say1
U~ 7! 6!

P _P321 = :420—60:360 0|al‘
g2 32

421. Bu iisullari say1 Cag = CcX .., =CX% =C3 =10015005-dir.
—12

422. Cip =C2 —C, = 220.

423.C, =C"

n+p-1-

3,21

—5
424. Axtarilan odadlorin  sayr: 1) A3 =3°>=243; 2)

—3
As = 4% =64 olar.

425. Ogyalardan hor-hansi birini gotiirok. Onu istonilon qutuya
qoymagq olar. Beloliklo bu halda k imkan vardir. Indi basqa asyalardan

369



birini gotiirak. Birinci agyanin hansi qutuda olmasindan asili olmayaraq
onu da ixtiyari qutuda yerlosdirmak olar. Belalikls asya 2 olarsa, onlari
k qutuya k -k =k? iisulla qoymagq olar. 3 asyam k qutuya k® tsulla
gqoymaq miimkiindiir. n osya oldugundan, onlar1 k qutuya k" usulla
goymaq olar. Bu iso verilmis k elementdon hor birindo n element
olmagqla diizaldils bilen biitiin miimkiin miixtslif tokrarl aranjemanlarin
sayidir.

426. Mosalonin hollinin iki tisulunu gostorok.

I. Masalads 10000-dan kigik biitiin adadlarin saymi tapmaq lazim
golir. Demoali birraqomli, ikiroqomli, ilicragemli ve dordroqomli
odadlorin hamisinin birlikds say1 tapilmalidir. Hor bir birraqomli adodi
ovvalki ii¢ rogami sifir olan dord roqomlo yaza bilorik. Masolon, 2
rogomini 0002 kimi yazmaq olar, sifir roqgomi 0000 kimi yazila bilar.
Hor bir ikiraqomli odadi do avvalki iki raqomi sifir olan dord rogem
vasitasilo yaza bilorik. Masoalon, 35 odadini 0035 kimi yazariq. Eloco do
ticrogomli adadlori do birinci ragqomi sifir olan dord rogom vasitasilo
yaza bilorik. Masalon, 314 adodi 0314 kimi yazilir.

Beloliklo, baxilan masalonin tolobi belo do qoyula bilor: mosalonin
sortindoki 8 rogomdon gostorilon sokildo ne¢o dordragomli odod

diizaltmak olar? Axtarilan adadlorin say1 Ag =8* = 4096 -dir.

II. Birrogomli ododlorin say1 8-dir. ikiraqomli ododlorin say1 iso
7 -8 -dir. Dogrudan da birinci roqom sifirdan basqa verilon rogomlordon
hor biri ola biler. Ikinci rogem iso verilon 8 rogemin her biri ola bilar.
Demoli, verilon roqomlordon diizolon biitlin miixtolif ikiroqomli

odadlarin say1 Z; —Ké =64-8=56=7-8.

Eyni  miihakimoyo  osason  {igrogomli  oadodlorin  sayi1
KS —K; =8°-8°=7-8%, dordrogomli  ododlorin  say1  iso
Z\g —Z\Z =8%-8%=7-.8% olar. Beloliklo, tolob olunan biitiin
adodlorin say1 84+7-8+7-8%+7-8° =8" =4096.

427. Axtarillan oadadlorin son iki roqemi 12, 24, 32, 44, 52
olmalidir. Son iki roaqom miisyyan olduqdan sonra, svvalki iki roqami

K; isulla se¢gmoak olar. Odur ki, axtarilan biitiin dérdraqomli adadlorin
say1 SZE =125 olar.
428. A, = 2° = 256.
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429. f(x)=a, +a,x+a,x* +...+a x" (1) funksiyas: iigiin
f/(x)=1-a, +2a,x+3a,x* +4a,x>...+na, x"* )
f”(x)=2-1a, +3-2-a,x+4-3-a,x* +...+n(n-1)a x"> ©)
f”(x)=3-2-1a,+4-3-2a,x+...+n(n-1)(n-2)a, x"* (4)
vo s. yazmaq olar. (1), (2), (3) vo (4) barabarliklorindo X =0
gdtiirsok f(0)=a,, f/(0)=1-a,, f7(0)=1-2a,,
f0) . _f"0)
1.2
() e 1)

a, =1'2.3 alariq. Eyni qayda ilo a, =1'2.3.4, 5=1.2.3.4.5

va s. ixtiyari natural k adadi ti¢lin ise riyazi induksiya metoduna gora
f (k)(o)

a =—— "

1.2.3.--k

f”(0)=1-2-3-a, vo buradan a, = f(0), a, =

(5) ahnir. (5) boraborliyini 1-2-3---k =K!

(0
oldugunu nazoro almaqla a, = k(' ) (6) sokildo yazmagq olar. f 0 (X)

-yazilist va ya f(X) funksiyasmin sifirinci téromosi ifadosi ilo sadaco

olaraq f (X) funksiyasinin 6ziinii nozords tutsaq vo 0'=1 gabul etsok,

onda k=0 ii¢iin do (6) diisturu dogrudur.
430. Ovvalki masalodan (429) istifado etmak lazimdir. Bu halda

f(x)=(x+1)", f/(x)=10(x +1)°; f7(x)=10-9(x +1)°;
f”(x)=10-9-8-(x+1)". Odur ki, f”(0)=10-9-8-1" =720 429
f”(0) 720

=120

mosalasinin hoallindoki (6) diisturuna osason

3 123
aliriq. Demoali (X +l)10 goxhadlisindo X*- i smsal1 120-dir.
431, f(x)=(Bx-1)°; ' (x)=9(3x-1)° -3=27(3x-1)°;
f7(x)=27-8(3x-1)" -3= =6483x—-1)" Odur ki, tolob edilon
f7(0) 648 (-1)
2! 1.2

=-324 olar.

amsal
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432. Bu halda f(x):(x+a)“ coxhadlisine baxmaq lazimdir,
burada a wverilmis odaddir. Homin c¢oxhadlinin sorbast haddi
f(O)z a"-dir. X-in qiivvetlorinin omsallarin1 tapmaq {igiin 429
mosalasinin hallindoki (6) diisturundan istifads edok. Bu diistura asason

k
x* -nm omsali fk(lo)-dir, burada f*(0) ifadesi X =0 oldugda f(x)

coxhadlisinin k-ci téramasinin qiymatidir. Bu qiymati tapaq. Bu halda
f(x)=(x+a)";
f/(x)=n(x+a)";
f”(x)=n(n-1)(n-2)(x+a)""

f*(x)=n(n-1)(n-2)---(n—k +1)(x+a)"™
Odur ki, f*(0)=n(n-1)n-2)---(n—k+1)a"*. Demali,
f(x) goxhodlisinds X*-n omsali *(0)_n(n-1)n-2)---(n—k+1) ..

k! k!
n(n-1)n-2)---(n—k+1)
k!

f(X) ¢oxhadlisindo X* - 1 omsali C

olar. Burada = C: oldugunu nozars alsaq

r‘ja”‘k oldugunu aliriq. Onda X -
in omsali C}a"™, X2 -nin amsali an a"? olur vo s. Odur ki, verilon
¢oxhadlini

(a+x)"=a"+Cia"*

Xx+C2a"?x* +..+CMax" +Cx" (1)
sokilde yazmaq olar. Qeyd edok ki, (a+ X)n -in ayriliginda sayca

" x* goklindodir. (a—x)" hali iigiin iso

(k+1)-ci toplanan T, , =Ca
T _( 1)ka n-k  k . ..

k+1 == na X -don istifado etmok lazimdir. (1) diisturuna
Nyuton binomu disturu *, bu disturdaki 1,C’,CZ%...,C"*, C"

omsallarina ise binomal amsallar deyilir.

' (1) diisturunu holo Nyutondan avval Yakov Bernulli (1654-1705) ciddi
olaraq isbat etmigdir. Bernulli diinyaya 11 gérkomli riyaziyyatgt vermis

372



433. A, B, C hadisolerindon A vo B, B vo C, A vo C hadisalorinin
eyni zamanda bag vermasi uygun olarag ANB, BNC, AnC kimi
yazilir. Bu hadisslordon he¢ olmasa ikisinin bas vermosi hadisasinin
riyazi ifadosi iso (AN B)U (BN C)uU(C N A)-dir.

434, On ¢oxu bir gerbin yuxari diigmesi hadisalori
{(grrr),(rgrr),(rrgr), (rrrg), (rrrr )} -dir, burada gerb vo rogom sozlo-
rinin bas horiflori gostorilmisdir.

435. Elementar hadisslor fazasi:

u={12)13),@4),L5)16).1L7),(23),(2.4)(25).(26),(27).(34).(35),(36).(3,7).(4,5),(4,6),
(47).(56),(57),(6,7)}-

436. Qabda olan kiiraciklorin say1 12 oldugundan, bir kiiranin
secilmo sinaginda elementar hadisolor fozasinin elementlori say1
—1
Cr =C,,, =C,, =12-dir. Dogrudan da QQQQQMMMMAAA
goriindlilyii kimi elementlori 5, 4 vo 3 dofo tokrarlanan tokrarli
kombinezondur. Belo kombinezonlarin say1 isa gostorildiyi kimi Cllz-
dir.

437. 1) Ug atosin hor diciiniin hodofso doymosi hadisosi:
A NA NA; 2) Ug atosin hodofdon yaymmasi hadisasi:

E(\A_ZGE , 3) he¢ olmasa bir atosin hodofo doymaosi hadisesi:

AUA UA,.

438. {GR,RG, RR} hadisosi bas vermisdir. Bu iso RR hadisosinin
oksi olan hadisadir.

439. Mosolonin sortindon goriiniir ki, 600 pomidordan 500-i
bitmigdir. Onda okilon stilin bitmosi ehtimalinin toqribi qiymaoti

500 5 .
== =2 dir.
600 6

440. I, II va III zarin atilmasinda alinan naticalor ¢oxlugunu A, B
vo C ilo isaro edok. A=B=C= {1,2,3,4,5,6} oldugundan, eyni
imkanli hadisalorin say1 U = AXBXC Dekart hasilinin elementlorinin

isvecrali alimlor ailosinin tizvlorinden biri olmusdur. Nyuton iso n-in kosr va
monfi qiymatlori {iglin do (1) diisturunu totbiq etmok ideyasini vermigdir. Bu
ideyadan ali riyaziyyatin bir ¢ox masalolarinin hollinds genis istifads edilir.
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say1 Uglin yazilmis ifadedon tapilir:
n(u)=n(A)-n(B)-n(C)=6-6-6=216.

Indi bu hadiss iigiin olverisli noticalorin saym tapaq. I, I vo III
zorin atilmasinda {ist iizo diison xallarin sado adad olmasi goxlugunu

A,B, vo C, ilo isaro etsok, A =B, =C, ={2,3,5} oldugundan
olverisli noticalorin sayr n(u,)=n(A )-n(B,)-n(C,)=3-3-3=27
olar.

441. 1) Oyrenilmis 149 sualdan 5 suala cavab vermoklo alinan

iisullarin say1 C., oldugundan, tolobo biletin biitin suallarmni bilir

hadisasi tigiin olverisli naticalorin say1 C.q -dir.

Digor torofdon, imtahana salinmig biitiin suallarin say1 150
oldugundan, bu hadiso tigiin biitiin miimkiin naticelorin say1 C, olur.
Onda hamin hadisanin ehtimali

Gl 149-148-147-146-145 145 29 gy,
C:, 150.149.148.147-146 150 30
2) Talabenin bilmadiyi 150-149=1 sualin diigmosi Cé isulla bas

vera bildiyindon, onun biletin bir sualimi bilmir hadisssinin ehtimali

Cé 515 1 .
= = -dir. Bu iso
Cr, 150-149-148-147-146 149-28-147-146
oldugca kigik adoddir.

442. 1) B, R, C, © hariflorindon diizolo bilon biitiin tokrarsiz
permutasiyalarin say1 4!=24 oldugundan, ¢ixarilan kartlarda “cobr”

1
sOziinlin alinmasi hadisasinin ehtimali p = ﬂ olar. 2) “Riyaziyyat”

soziinds 1, a, y horiflori uygun olaraq 2, 2, 3 dofs tokrar olur, galan
hoariflorin hor biri isa bu s6zo bir dofo daxildir. Odur ki, 10 hoarifdon
diizelon  biitin ~ miixtolif ~ tokrarli  permutasiyalarin  say1

—(10) 10!

Piosors = TR =151200 oldugundan, ¢ixarilan Kkartlarda

“Riyaziyyyat” s6ziiniin alinmasi hadisasinin ehtimali p =

-dir
151200
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443. 12 qumiz kiiracikden 3 kiirociyi C., Gsulla, 20-12=8 sayda
ag kiirodon 5-3=2 kiirociyi CB2 iisulla segcmok olar. Digor torofdon 20

kiiracikdon 5 kiiraciyi C250 isulla segcmok olar. Odur ki, masolonin
Cy,-C; 385

= olar
Cx 969

sortindo gostorilon hadisenin ehtimali p =

444. Hallin iki tisulunu gosterak.

1) 0,1,2,3....9 ragomlorinin hor birini 10 dsulla segmok miim-
kiindiir. Onda iki roqgomi 10-10 =100 iisulla segmok olar. Masalonin
sortino gora telefonun son iki rogomlorinds 00, 11, 22, 33, 44, 55, 66,
77, 88, 99 kimi 10 sayda variant yoxdur. Qalan 100-10=90 variantdan
yalniz biri dogru oldugundan, yigilan némranin diizglin olmasi ehtimal

_ 1 dir
P=g0 "
2) 0,1,2,3,...9 rogemlorindon diizeldilon biitiin miimkiin ikiroqemli

—2
ododlorin say1 A =10? =100. Bu ododlorden rogomlari eyni olan
ikiragomli adadlorin saymi ¢ixdigda (100-10=90) alinan variantlardan

1
yalniz biri dogru oldugundan talab olunan ehtimal p = % -dir.

445. 1) Kiirociklor  miixtolifdir  hadisesinin ~ ehtimali
1 1 1
p= Ci-Cs-Cs _60 , 2) Kiiraciklerin 3-ii do qurmizidir hadisasinin
cs, 253
3 0 0
ehtimali isa p = Ci0Cs-Co 15 L

c?, 253
446. 1) E, vo ya E; hadisolerinden he¢ olmasa birinin bag
vermosi hadisesi E;, UE, demokdir. E, NE; =0 oldugundan
1 1 1
=t —=—"
12 6 4
2) Eyni qayda ilo E, vo ya E, hadisalorinden he¢ olmasa birinin

p(E1 Y E3)= p(E1)+ p(Es)

bas vermosi hadisesi E, U E, kimi yazilir. E, "E, = oldugundan
1 1

p(Ez UE4): p(E2)+ p(E4)= =§+O:§-
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3) E; vo E4 hadisolorinin heg¢ birinin bas vermomosi hadisasi

E. UE, kimi yazilir. E.NE, =0 oldugundan
l 1 5

E.UE;)= Onda
P(Es WEs)= p(Es)+ p(Es) =+ 5 =15

11 5 7
p(E; UE,)=1-p(Es U E6)=1—E—Z= RTRETE
447. p(AUBUC)= p(A)+ p(B)+ p(C)=1. Buradan
p(AUB)= p(A)+ p(B)=1- p(C). Digor terafden De Morgan
ganununa goro (AU B), = A’n B’ oldugundan
p(A’nB’)=p(Au B)' =1-p(AUB)=1-1+p(C)=p(C). Demali
p(C)=p(A'NB)==-

448. 1) u(E,)+ p(E,)+ p(E,) = 1.5 ,1_; oldugundan, bu hal miim-

7T
kindur.

mumkin deyil.
449, Oglanlarin say1 3 oldugundan 15 nofor dornak iizviindon
xlisusi qabiliyyatli 8 noforin 1-in oglan olmasi hadisasinin say1

Ci-C/,, 8 nofarin heg birinin oglan olmamasi sorti elo miimkiin
hallarin  say1 iso CJ-dir. Odur ki, olverisli noticolorin say

CiC/, +C., biitiin miimkiin hallarin say1 iso C. -dir. Demoli, dornak

iizvlorindon xiisusi qabiliyyotli 8 nofordon on azi 1-in oglan olmasi

120 12!
hadisasisinin ehtimalt  ¢1.¢c7 4c8 EERET 2 olar.
PP ey T e
8- 7!
450. P(AnB)+P(AnB)=1 oldugundan

P(AnB)=1-P(An B)=1—%=

3 Digor torofdon
15
P(AUB)=P(ANB) -dir. Odur ki, p(ALE)=->
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451. P(A)+P(B)+P(C)+P(D)=1 vo ya P(AUB)+P(C)+P(D)=1,
buradan p(p)=1-p(AUB)-P(C) :1—%—% = % -

452. 1) 1, 2,3 ,...10 odadlarindan 5-tak, 5-i isa ciitdiir. Comin ciit
olmasi {iciin iki hal miimkiindiir. I se¢ilmis adadlarin ii¢ii da ciitdiir. Bu

isullarin say1 C53 -dir. II sec¢ilmis ii¢ adadin ikisi tok, biri ciitdiir. Belo
iisullarin say1 C52 . Cé olar. Onda secilmis {i¢ adadin caminin ciit olmasi

iiciin olverigli dsullarn say1 CJ +CZC}-dir. Digor torafden ilk 10
natural adaddan ii¢-ii¢ gdtiirmokls diizalan biitiin kombinozonlarin say1
CS  oldugundan mosolonin sortindo  tolob  olunan  ehtimal
543 54
_Ce+CCs _ 3 T _1.dir.
P=Tcs T T w98 2
3

2) Ik 10 natural ododdon tosadiifii olaraq gotiiriilmiis har hans iic
adadin hasilinin ciit olmasi {i¢iin onlardan on azi birinin ciit olmasi
kifayotdir. Belo iicliiklorin saymi tapmaq iiciin 10 adedden her dofs
Ucund gotiirmokla diizolon biitiin kombinozonlarin sayindan, ii¢ sayda
tok odadin hasili goklindo diizelon biitiin {igliiklorin sayin1 ¢ixmaq
lazimdir. Tok adadlarin say1 5 oldugundan, hasili ciit adod olan biitiin

iigliiklorin sayr CJ —C. olar. Onda hasilin ciit olmasi ehtimali

543 54
_Cy-C: 3 >y 10450 1.
P="ci " 1098 120 2
3
453. P(AUB)=P(A)+ P(B)- P(AnB). Buradan
7 1 5 7+2-5 1
P(B)=P(AUB)+P(ANB)-P(A)=—+-——=—" " =",
(B)=P(AUB)+P(ANB)-P(A)= S+ =2 = =
Onda
1
_P(AnB)_4_1:
P(A/B)= PE) “L1°2
2
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454. Qutudan cixarilan kiiracik sar1 rongds deyilss, o ya qirmizi, ya
da yasil rongdadir. Belo kiiraciklorin say1 14+10=24-diir. Qirmizi
kiiraciklorin say1 14 oldugundan, c¢ixan kiirociyin qurmizi olmasi

ehtimali p = —4 = l -dir.
24

455. 8 elementli ¢oxlugun biitiin 6 elementli alt ¢oxluglarinin say1
C86 -dir. Bunlardan 4 elementinin olmadig1 alt ¢oxluglarin say1 C76 -dir.

Onda tosadiifon ¢ixarilan karta 4 elementi yerlogsmoyaon alt ¢oxlugun

c: C 7 2 1
¢ixmasi ehtimali P=—L=—L=_—_ == =" olar.

cé ¢t 87 8

2

456. Ikinci zordo hor hansi xalin diismo ehtimali, birinci zordo

1
diison xaldan asili olmayaraq g -dir. Bilmok lazimdir ki, birinci zords

1
doa 4 xalin diismasi ehtimali E -dir.

457. Domir pulu atarkon rogom fiiziinlin diismosi hadisasi A, zori
atarkon tok xalin diismesi hadisesi B olsun. Domir pulun iki {izii

1
oldugundan, roqom iiziiniin diismesi hadisesinin ehtimali P(A) =— -

2
3

1
dir. Zar atilarken tok xalin diigmasi ehtimali P(B) = E = E olur. Digar

torofdon pulun vo zorin atilmasi naticesindo yaranan elementar
hadisolor fazasinin elementlori say1 2-6 =12, olverisli hallarin say1 isa

ti¢ {(R1),(R,3),(R,5)} oldugundan P(ANB)= % = % olur. Hom do

P(A)-P(B)= % : % = %. Demoli P(AN B)=P(A)P(B) oldugundan
A vo B hadisalori, yoni “rogeom diisdii” vo “tok xal diigdii” hadisolori asili deyil.
458 Molumdur ki, 0 < P(B) <1 oldugda

P(A/B)-P(B)+ P(A\ g)P(E) (1). Bununla slagadar [3]-do Teorem
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3-lin naticasina baxmali. Sarti ehtimalin torifino gora [3, soh 205].

P(ANB)

P(B)

(2) va (3) =l (1)-do nazars alsaq

P(A/B)= ) ve P(A/B):%QTB) ).

HAmB P(AnB)

+6TN) P(AnB)+P(ANB).

P(A)=

Demoli P(A)=P(ANB)+ P(Am B) Onda buradan
(Aﬁ B) P(A)-P(AN B) A vo B hadisaleri asili olmadigindan
P(AnB)=P(A)-P(B). Onda
P(AnB)=P(A)-P(AnB)=P(a)-P(A)- P(B)= P(A)- (1- P(8) = P(AIP(B).

Cunki, [3]-doki Teorem 1-a gora istanilon B hadisasi vo onun oksi
B hadisasi tigiin P(B)zl— P(B)-dir. Beloliklo, P(Am§)= P(A)P(ﬁ)
oldugundan A vo B hadisalori astli deyil.

459. Ug¢ qutudaki biitiin ag kiiraciklorin say1 5+4+7=16-dur. Ikinci
qutuda 4 ag kiiracik oldugundan, qutularin birindon ¢ixan ag kiiraciyin

ikinci qutudan ¢ixmasi ehtimali P = % = % olur.

460. 1 tiifonglo hadofi vurma ehtimali 0,2 oldugundan, atict X
sayda smaqdan 0,2 X —indo hodofi vurur. Eyni qayda ilo digor dord
tiifonglo X sayda atos edorok atici bunlardan 0,3x; 0,4x; 0,5x; 0,6x
dofasinds hodofi vurur. Biitiin miimkiin atoslorin say1 5x, hodofo doyon
atoglorin say1 0,2x+0,3x+0,4x+0,5x+0,6x=2x oldugundan, tiifongdon

bir ataslo hadafi vurma ehtimali P = ? =0,4 olur.
X
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461. Sira va yerlorin ndmroalori comin asagidaki cadvalds gostorak.

Codval 1.
110121345678/ 09]10
SIr-
1 | 2 | 3| 45 67891011
2 | 3| 4|5 6| 7] 819 |10]11]12
3 | 45| 6] 7|8 9 |10]11]12]13
4 | 5 | 6| 7| 8] 9 |10]11]12]13] 14
5 | 6 | 7 | 8 | 9 |10 11| 12 | 13 | 14 | 15
6 | 7 | 8 | 9 | 10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16
7 | 8 | 9 | 10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17
8 | 9 |10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18
9 | 10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19
10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20

Sira va siradaki yerlorin némralari cominin ciit olmasi hadisasini A
ilo bu hadisonin aksi olan comin tok olmast hadisasini A il isara edok.
A va A hadisolori uygun olaraq ciit-ciit uyusmayan A,, A,,..., A,y vo
A A,..., Ay hadisolorine ayrilir. Onda toplama teoremino gore

P(A)=P(A,)+P(A,)+...+ P(Ay),

( ) ( ) ( )+ +P(A19) olar. Cadvoaldan gérﬁnﬁr ki,

P(A,)=P(20)= P(A)=P(Ay) =
P(A)=P(Ay)= P(A)=P(A,)=
P(As)=P(As) =1 odr g

P(A)=2 1 38, > 1,901
100 100 100 100 100 ) 100 2
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P(ﬂ) ehtimalin1 da bu qaydada hesablamaq olar. Ona gora ki,

yena  codvoldon  goriindiiyt  kimi P(z“’ ) =P (Zlg ) - ﬁ ;

P(KS): P(Ku): 130 ; P(Zg)z P(les): 1?)0 ; P(in):lloooy

P(E): P(Kls):i- Onda
100

_— — 4 — - = =
100 100 100 100 ) 100 100 2
Lakin bizi maraglandiran comin tok olmasi hadisasi A hadisasinin

— 1 1
oksi oldugundan, onun ehtimali P(A) =1-P(A)=1- 2°3%
oldugunu az hesablama aparmagla tapa bilorik. Sagirdlorin hor iki {isulu
bilmaosi yaxs1 olar.

Belsliklo, sira vo siradaki yerin nomrslori cominin ciit vo ya tok

P<A):2[2 4+6+8)+10_50_1

1
olmasi eyni ehtimallidir. Hor ikisi E -0 borabordir.

462. Mosolo 461-0 analoji hall edilir. 1) uygun 2 cadvalini
diizoldok. Bu cadvaldan gorundr ki,

Cadval 2.
< 1 2 3 4 5 6
sira
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 8
3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 11 12
1
P(Az): P(A12)=%;
3
P(A4): P(Aio):§;
5
P(a)=P(A)- 2
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Odur ki, cut-ciit uyusmayan A,, A,, A;, Ag hadisolorine ayrilan A

hadisosinin P(A) ehtimali P(A)= (1+3+5)_ o= 9 H,_1dir.
36 2

Eyni qayda ils clt-ciit ortaq hissalori olmayan As \ sz, A, Ao \ Au

hadisalerine ayrilan A hadisosinin ehtimali hesablanir. Cadval 2-don

P o — = 6 .
gorinr ki, p(AS):p(AM):%, P(As)= p(Ag)=%, p(A7):£. Odur ki,
p(A)=(2+4).2+6=12+6=1 vo ya daha az hesablama ilo

36 36 36 36 36 2

— 1
P(A) =1- P(A) = > Belalikla, sira vo siradaki yerin nomralori ciit vo

. . 1 .
ya tok olmasi eyni ehtimallidir. Har iki halda ehtimal E -9 barabardir.

2) Eyni gayda ilo codval 3-ii diizoldok.

Cadval 3.
er
1 2 3 4 5 6 7
sira
1 2 3 4 5 6 7 8
2 3 4 5 6 7 8 9
3 4 5 6 7 8 9 10
4 5 6 7 8 9 10 11
5 6 7 8 9 10 11 12
6 7 8 9 10 11 12 13
7 8 9 10 11 12 13 14

Bu cadvaldon goriiniir ki, A vo A hadisolori uygun olaraq ciit-cut
uyusmayan ALALAALAL A, va Ks,ﬂs,ﬁw, Zg,ﬂn
hadisalarina ayrilir. Onda toplama teoremina gora

P(A)=P(A,)+P(A,)+..+P(A,),
P(K)z P(K3)+ P(A)+...+ P(Zn). Yeno codvel 3-don goriiniir

ki, P(A,)= P(A14)=4i9; P(A,)= P(A12)=439;
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+ + . Vo
49 49 49
P(A):[2+4+6)2:122:24

49 49 49 49 49

P(ﬂ) ehtimalin1 bela da D

= 25 24

P(A)=1-P(A)=1-—=—

(A)=1-P(A)=1-22 =2
tapmagq olar.

463. Bilmok lazimdir ki, belo
mosalalors hondssi ehtimal masalalori
deyilir vo miioyyan D oblastina atilmig
cismin bu oblasta yerloson D, < D _
oblastina diismoasi hadisasinin ehtimali et
olarag D, oblastinin dlgiisiiniin (uzunluq, sahs, hocm) D oblastinin
Olciisiine olan nisbeti gotiiriiliir. (Sokil 97).

Baxilan mosolonin hollindo aksiom kimi gobul edilir ki, D
oblastindan gotiiriilon néqts, onun istonilon noqtasi ola bilor; bu noq-

tonin D, oblastinin ixtiyari hissasinde olmasi ehtimali, homin hissenin
sahasi ilo miitonasib olmaqla onun tutdugu yerdsn vo formasindan asili
deyildir. Mosolonin sortino géro dogru olan P(Dl): KS(Dl)

baraborliyinds D, = D qgobul edib, P(D)=1 oldugunu nozero alsaq

k =i olar. Belaliklo axtarilan ehtimal P(Dl)= S(Dl) (1). (1)
s(D) s(D)

diisturu ilo hesablanan ehtimal, handosi ehtimal adlanir. Bu diisturda D
oblastt miimkiin olan eyniehtimalli hallarin, D, ise alverisli hallarin

¢oxlugu rolunu oynayir. Klassik ehtimal iiclin dogru olan
P(A)z 0= A= toklifi hondasi ehtimal {igiin dogru deyil, yani
hondasi ehtimali sifir olan hadisonin miimkiin olmayan hadiss oldugunu
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demok olmaz. Mosolon, miisto-
vinin miloyyon oblastindan tosa-
diifi gotiirtilon bir néqtonin hamin
oblastin daxilinds yerlogon miioy-
yon bir parcanin ndqtosi olmasi
hadisasinin ehtimali sifirdir.

464. Bu mosolodo 463-doki D
oblast1 katetlori 6 vo 8 olan ABC

ticbucag1 D, oblast1 iso ichucagin

topalorindon 2-den bdyiik mosa-

fodo yerloson noqtelordir (Sokil

98). Demoli, axtarilan ehtimal
S(D,) _ S(ABC)- S(sekAPK)— S(sekMBN )— S(sekCDE)

S(ABC) S(ABC)

1
Radiusu r, morkozi bucagi ¢ olan sektorun sahosi EI’Z(/)

oldugundan S(sekAPK )= %rz Z=n,

S(sekMBN )+ S(sekCDE)zgrz(qol +9,)=n, ¢ =B, =Cr=2

Vo tigbucagin sahasi 5(ABC) = 1 .82 24.0dur ki, p=b=27 4 7
2

24 1o
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“Kicikla edilmasi miimkiin olani boyiikla etmak
istayi abasdir ”
Uilyam Okkam

IV FOSIL.

RIYAZIi ANALiZ ELEMENTLORININ UMUMI
TOHSIL MOKTOBLORINDO OYRONILMOSININ
METODIK PROBLEMLORI

Limit, toromo, inteqral, diferensial tonlik... Bu anlayislar moktob
riyaziyyat kursunun proqramina daxil edilmalidir vo ya edilmomalidir,
ogor ho, onda onlarin moaktablilor iiciin terbiyavi ve inkisafetdirici
ohomiyyati nodon ibaratdir? Onlar1 moktob dorsliklorinds hanst hocmdo
vo hansi ciddilik soviyyasinda sorh etmok lazimdir? Riyaziyyat miiol-
limlori ham do riyazi tohsil faallari tiglin 6ziine moxsus vahims yaradan
“limit” anlayist ilo slagadar no etmoali? Moktabds riyazi analiz element-
lorinin Syranilmasi ilo slagadar metodik ¢otinliklori neco aradan qal-
dirmali? Bu dord sual dama pedaqoji ictimayatin digqatini calb edir. Bu
bélmenin qurulusunu da onlar miioyyen edir. Bolmo ii¢ hissadon
ibaratdir. Bu hissolordon hor birindo suallarin birino cavab vermoyo
calismisig.

4.1. Riyaziyyatin todrisi metodikasinda ii¢ asas masalo vardir: nayi
Oyratmoali, neco dyratmali, na liclin dyratmali?

Bunlardan bagslicasi sonuncudur, lakin mohz bu sual uzun miiddot
on aktual olmamigdir. Lakin bugiinki moktablor ii¢lin birinci yerda
durdan no ti¢lin sualidir.

Bu va ya diger moktab fonninds nayinss ne {igiin dyronilmesi ilk
névbado comiyyatin tolimo sosial sifarigidir. Yaxin illorde tohsilds
sosial sifaris asason Oyrotmok, informasiyalarmn verilmasi idi, hazirda
is9 tohsilds baslica magsad insanin imumi madeniyyatini, qabiliyyatini,
xilisuson informasiyalara miistaqil nail olmaq ve islotmok qabiliyyatini
inkisaf etdirmokdir. Odur ki, avvallor riyaziyyat dyradilirdiss, bu giin
riyaziyyat Oyranilir vo onunla dyradilir.

Riyazi tohsilin asas moagsadlorindon biri real alom hadiselorini
riyazi todqiq etmok bacarigi torbiys etmakdon ibaratdir.

Demali, maktablilars real vaziyyatlorin riyazi modellsrini qurmag:
Oyrotmak lazimdir. Bunun {i¢iin iss onlar gdstarilon modeli tosvir edon
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riyazi dili menimsomolidirlor. Real alom hadisslorinin riyazi tedqiqi
liclin xiisusan limit va téroma anlayislart miithiimdiir, ax1 bu “tobistin
danigdig1” dilin asas anlayislaridir. S6zsiiz ki, orta maktobin moazunlari
toromo vo onun real proseslora totbiqi haqqinda bilmaslidirlor, lakin
ibtidai funksiya vo inteqral haqqinda bunu o qodor do inamla demoyo
¢otinlik ¢okiram. Birincisi, moktabds téramoys verilon torif, riyaziy-
yatda verilon formal toriflore tam uygundur, lakin inteqrala moktobda
formal torif vermok miimkiin deyil (Darbu comleri ilo). ikincisi, sagird-
lorin imumi inkisafinda téromanin shomiyyati agkardir (siirat, toxunan,
monotonluqg, ekstremumlar, optimallagdirma masalslori) lakin sahslori
vo hacmlari inteqralin totbiqi olmadan da hesablamaq mimkundir.
Hondoso kursunda sagirdlorin ¢oxbucaglilarin, dairo va onun hisso-
lorinin sahosini hesablamagi Syronmalori kifaystdir. Moktebds, foza
fiqurlariin hocmi diisturlarini ciddi isbat olmadan avvalki kimi sagird-
lora bildirmok kifayotdir. Inteqralin kémayi ilo paralel kosiklora goro
hocmin hesablanmasinda hotta tolabalor ¢atinlik g¢akirlor. Belo olan
halda inteqralin totbiqilo hocmlorin hesablanmasinda sagirdlorin daha
¢ox ¢otinlik ¢okmolori tobiidir. Odur ki, ibtidai funksiya vo inteqral,
bunlarin totbiglori haqqinda verilon molumat sagirdlorin anlama
soviyyasine uygunlagdirilmalidir. Hazirki dersliklordo bunlar sagirdlora
ali riyaziyyatda oldugu kimi verilir. Umumtohsil moktoblorindo riyazi
analiz elementlorinin hansi soviyyado dyronilmosini miizakiro edok.

Hazirda demok olar ki, he¢ koas belo bir tezisi inkar etmir ki,
maktab riyaziyyati elm deyil, buradan alinan biitiin naticalors gors tod-
ris fonnidir. Tadris fonninds riyaziyyat elminin biitlin qanunlarina
(mosalon, belolorine: homigo aksiomlarla baslamaq, osas anlayislara
ciddi torif vermoadon nazariyyonin Oyronilmosine baglamaq olmaz,
bittn hokmloari isbat etmok lazimdir va s.) ©mal etmok macburi deyil,
burada didaktik prinsiplora, meyarlara va psixologiyanin qanunlarina
osaslanmaq miihiimdiir. Todris fonninde bu vo ya diger xassonin,
hékmiin, faktin asaslandirilmasinin dord saviyyasi miimkiindiir.

1) Inamla gobul etma (mosolon, sagirdlors deyilir ki, ifads edilon
teorem riyaziyyatda isbat edilmisdir, lakin sagirdloerin qlivvasine uygun
olmadigindan onu isbatsiz gobul edirik);

2) Oyani-intuitiv saviyye-isbat ovozindo hondssi niimayis ve ya
“barmaqlar” iizro mithakimo;

386



3) Hoqigota yaxin mithakima (masalan, isbat avazinds faktik olaraq
formal isbatin vo ¢ixarilisin ideyasini agan konkret misaldan istifads,
deyak ki, Nyuton —Leybnis diisturu fiziki tesovviirlor asasinda verilir).

4) Formal ciddi isbat.

Analizin baslangicinin sorhi zamani riyaziyyat miiolliminin osas
¢otinliyi, zonnimce9, toqdim olunan materialin tadrisinds ciddilik saviy-
yosinin se¢ilmasilo slagadardir. Miisllim bu vo ya diger moktab dors-
liyilo igloyorken ¢ox vaxt toacciiblonir: na iiglin bu vo ya digor teorem
isbat edilib, analoji voziyyotds digorlori isbatsiz gabul edilibdir; no
liclin bir teoremin isbatinda handasi niimayisilo kifayatlonilir, bir ne¢o
sohifodon sonra oxsar voziyyetdo Oziiniin vo sagirdlorin belo etmosi
lazim bilinmir?

Niimuns ii¢iin, funksiyanin téromonin tatbiqilo aragdirilmasina ba-
xaq. Bu movzu miisllimin, habels darslik miislliflorinin metodik mado-
niyyatini yoxlamaq ti¢lin 6ziino moxsus lakmus kagizidir. Ax1 burada
Oyronilmosi zoruri vo moktab riyaziyyat kursuna riyazi analiz ele-
mentlorinin daxil edilmosinin osas sobabi olan teoremlor haqqinda
sOhbot gedir. Eyni zamanda bu teoremlorin ciddi isbat1 riyazi analizin
maktobds baxilmayan bir ¢ox faktlarini bilmayi tslob edir. Misllim
hans1 yolu segmoalidir: teoremi isbatsiz vo garhsiz vermali, ayani-intuitiv
tasavviirlorls va ya hoqigsts yaxm miihakimslarls kifayotlonmali, ciddi
isbatin verilmosino cohd etmsli? Umumtohsil maktablori ticiin dorslik-
lords vo dors vasaitlorinde miixtalif variantlara tasadiif olunur. Masalon
belo variantlar vardir. Bozon verilon teoremin hondssi izahinin isbat
olmadigr aydin sokildo deyilir. Masalon, [3]-do parcada kosilmoz
funksiyanin xassalorindon birini ifade edon Kosi teoremilo oslagoedar

(egor Yy = f(X) funksiyasi [a;b] pargasinda kosilmoz vo onun uc

noqtolorindo miixtolif isarali qiymatlor alirsa, [a; b] parcasinin daxilin-

do heg olmasa bir néqto var ki, funksiya homin noqtoeds sifra gevrilir)
deyilir ki, teoremin hondasi izahi olduqca sadadir. Dogrudan da 99;-

sokildon goriindiiyii kimi, f(a)>0, f(b)<0 oldugu iigiin grafikin uc
noqtalori Ox oxundan miixtolif toraflords yerlosir. Ona gore ds funksiya
[a; b] pargasinda kasilmoz oldugundan bu grafik Ox oxunu he¢ olmasa

bir ndqtodos kesmolidir (oks halda f (X) kasilon olardi).
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[s] \/ \J{ x 2 23
B
Salal 99 7t Faldl 95

Ox oxunu kosdiyi noqtodo iso funksiyanin qiymoti sifira bora-
bordir. Bundan sonra ciddi isbat verilir. Hondoasi sorhi isbatdan sonra
vermok yaxsi olardi. Parcada kasilmoaz funksiyanin diger bir xassasini
ifado edon Veyerstras teoremi (par¢ada kosilmoz funksiya bu parcada
an kigik va on boyiik qiymatlarini alir) iss isbatsiz verilir va qeyd edilir
ki, “teoremin isbati riyazi analiz kursunda verilir [3, soh 25]”. Zonnim-
co sagirdlor ii¢lin belo monboy gdstormayin ohamiyysti yoxdur. Bu
miollimo aid ola bilor. Funksiyanin monotonlugunun kafi sortlori
haqqinda teoremlorin isbatinda istifade edilon Laqranj teoremi
(y = f(x) funksiyas: [a;b] parcasinda kesilmoz vo (a;b) arahginda
y diferensiallanandirsa, elo ce (a,b) var Ki,
f(b)-f(a)=f'(c)b—a) boraborliyi dogrudur)
isbatsiz, lakin grafik niimayiso asaslanaraq
— ifada edilir, sonra isa onun kémayila tore-
monin isaresinin araliqda funksiyanin
monotonlugunun xassslaring tasiri haqqin-
da teorem ciddi isbat edilir (son illorin
darsliklorinin oksoriyystindo habelo [3] —
ds belos edilir). Bu yol montiqi négsanlidir.

7= Sakil 100 TOromonin igarasilo funksiyanin monoton-

lugu xarakteri arasindaki slagoni hondosi

olaraq derhal vermok miimkiinso Laqranj teoremini belo sorh etmok

naya lazimdir. Hom do bu kifayat qodor ¢otindir vo siinidir. Bu teorem

Ozliiylinde miihiimdiir. Ax1 abas yera deyil ki o, diferensial hesabinin

osast hesab edilir. Bu dogrudur, lakin foal iglomok sgortilo (riyazi

analizin ali moktob kursundaki kimi). Maktobds iso ondan yalniz bir
dofo, yuxarida gostorilon halda istifado olunur.
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Todris vesaitlorinds istifade olunan ikinci variant - ciddi isbatin
toromonin fiziki vo ya hondosi monalarina ssaslanan hoqiqoto yaxin
mithakims ilo avoz edilmosidir. Zonnimca, bu tamamilo gobul edils bilon
variantdir, yalniz, o sortlo ki, hogigsto yaxin miihakimenin isbat metodu
olmadigi nazordo tutulmalidir — anlayislarin belo doyisdirilmosi moktob-
lilarin riyazi madaniyyatinin formalasdirilmasina xeyli ziyan vurur.

Mohz ikinci variant gostorilon olava sortlo iimumtohsil maktob-
lorindo téromoenin totbiqi ilo funksiyanin monotonlugunu vo ekstremu-
munu aragdirmagq {igiin daha miinasibdir. Miioalim sagirdlorin digqotini
99, va 100 sakillarina calb edir.

99,-ci sokildo artan funksiyanin qrafiki gostorilmis vo ixtiyari
ndqtads ona toxunan ¢akilmigdir. Goriindiiyli kimi toxunan absis oxunun
miisbat istiqgamatilo iti bucaq amoalo gotirir. Demsli secilmis ndqtodo
toromo miisbatdir. 100-cii sokildo iso toxunan absis oxunun miisbat
istigamotilo kor bucaq amolo gatirir, demoli bu néqtodo toromo monfidir.
Buradan goriiniir ki, tdromonin igarasi ilo funksiyanin monotonlugunun
xarakteri arasinda oslaqo vardir. Riyazi analiz kursunda ciddi isbat edilir
ki, bu hogigoton beladir. (Eyni zamanda uygun teoremlor ifado olunur).
Belo mithakimo riyazi ciddiliyi miidafis edonlorin ¢atin ki, xosuna golo,
onlar belo sorh edilon materiali sothi hesab edirlor. Bir ¢ox dorslik
miialliflorini narahat edon bu deyil. Osas o, hesab edilir ki, sorh: a) faktik
olarag elm kimi riyaziyyata zidd olmasin; b) maktablilor tigiin minasib
olsun. Unutmaq lazim deyil ki, moktobdo sagirdlori ali moktobdo
Oyronilon riyaziyyatin riyazi analiz adlanan sahosinin, {imumi insan
modoniyyatinin miihiim hissasi olan elementlori ilo tanig edirik. Sagird-
lara anlatmaq lazimdir ki, diinyanin qurulusunu basa diismok ii¢iin bage-
riyyatin on yiiksok zehini noaliyyati olan riyazi analiz yaradilmisdir.
Umumiyyatlo riyazi analiz elementlorinin ciddilik soviyyasinin segilmosi
konsepsiyast zonnimco bir sira miiddealardan ibarot olmalidir:

1) Fondo istifads olunan bazi hokmlar prinsip etibari ilo moktobds isbat
edilo bilmazss, o diizgiin olaraq isbatsiz gobul olunur (masslon, hokm edilir
ki, biitiin elementar funksiyalar toyin olduglar1 oblasta kosilmoyondir) vo ya
handasi tasvirlari ilo avez edilir (mesalon, kesilmaz funksiyanin par¢ada on
bdyiik va an kicik qiymatlerini almas1 haqqinda teorem).

2) Hor hansi hokm prinsip etibar1 ilo moktobdo isbat edilo bilorso,
lakin bu isbat siinidirso, texniki olaraq ¢otindirso vo osasl inkisaf-
etdirici shomiyyati yoxdursa, onda o aparilmir (masalon, analize aid
olmayan triqonometrik funksiyalar {i¢iin toplama teoremlori).
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3) Hor hans1 hokm prinsip etibar1 ilo moktobds isbat edils bilorse
va onun inkisaf etdirici ohomiyyati varsa, onda onu aparmaq lazimdir
(masslon, toxunanin tonliyinin, funksiyanin comi vo hasilinin diferen-
siallanmas1 qaydalarinin ¢ixarilisi - burada doqiq alqoritim, isbatin
morhoaloloro ayrilmasi, 6z faaliyyotini planlagdirmaq vardir; eyni za-
manda qismotin diferensiallanmas1 qaydasini isbatsiz vermok olar —
burada yeni fikir yoxdur, texniki ¢atinlik iso ¢oxdur).

Gorkomli rus riyaziyyatcisi V.J.Amold “Bork vo yumsaq riyazi
modellor” (rus dilindo) [19;] kitabsasinda yazir: “Bizim beynimiz iki yarim
kiiraden ibaratdir. Sol ¢oxhadlilorin vurulmasi, dillor, sahmat, intrigalar vo
sillogizmlor ardicilligy, sag iss foza istigamatlori, intuisiyalar va biitovliikde
real hayatda lazim olanlar ii¢iindiir”. “Riyaziyyatgilarda - hesablayicilarda”
sol yarim kiirs adaton laziminca inkisaf etmamis sagin hesabina haddinden
artiq boylikdiir. Bu tipin riyaziyyatcilarda {istiinliiyli tobii olaraq comiy-
yotin sort monfi miinasibat gostordiyi aksiomatik-sxolastik (hayatdan uzaq)
riyaziyyatin, xtisuson todrisdo (o ciimlodon orta moktobdo) niifuzundan
istifadoys gotirdi. Noaticodo hor yanda riyaziyyatdan tiz dondermek va
biitlin dovlotlordon moktobi hormotdon salaraq mohv etdiklorino goro
intigam almaq cohdlari miisahids olundu. Yumsaq modellagdirma beynin
har iki yarim kiirosinde harmonik is aparmag: tolob edir”. Daha sonra o,
yazir: “Riyaziyyatin biitlin mozmunsuz vo formallagdirilmis todrisi biitiin
soviyyolordo sistemi bodboxt etdi. Pesokar riyaziyyatcilar vo riyaziyyat
miisllimlarinin bir ¢ox nasilleri yalniz bunlarla boyiiyarok riyaziyyatin har
hans1 bagqa todrisini tosovviir etmodilor”. Bu miilahizolori tamamils
miidofo edorok moktab riyaziyyat kursu va ilk ndvbodo yuxari siniflordo
riyazi analiz kursunun todrisi ilo olagadar gdorkomli rus riyaziyyatgisi-
metodisti A.Q.Mordkovigin agagidaki iki sliarin1 da yadda saxlamagi lazim
bilirik: “Sxolastika, formalizm, bark model, beyinin sol yarim kiirasine
osaslanma az, ayanilik, hoqigoto yaxin miithakimo, yumsaq model, beyinin
sag yarimkiirasing asaslanma ¢ox” olmalidir. Daima bark modellogdirmado
tadris etmok asandir — motivlogdirma, propedevtika, tollimin psixoloji-pedagoji
ganunlart vo inkisaf haqqmnda diisinmek lazim golmir. Sonst moktabi
sagirdlori ilo pedaqogika bu rejimdo isloyir. Todrisdo yumsaq modellogdirmo
rejimindan istifads etmoak iso ¢atindir — bu miisslimdan yaradici yanagma tolob
edir. Umumi tohsil moktoblorindo yumsaq modellosdirmo rejimi iistiin
olmalidir. Lakin onu da bilmok lazimdir ki, natico etibari ilo sagirdlors timu-
milogdirilmis miicorrad alomi dork etdirmok lazimdir.
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4.2. Moktobds limit anlayisi ilo no etmok lazimdir masslesinin
izahina kecok.

Miixtalif variantlar olmusdur: Moktobdos limitin formal torifindon
istifadoedon “limit” anlayiginin 6ziiniin imumiyyatlo xatirladilmasini
gadagan etmok cohdino qodor. Homiso oldugu kimi konar mévqelori
atmaq vo problemi elmi-metodik va psixoloji-pedaqoji néqteyi nozor-
don miizakirs etmok lazimdir.

No ii¢lin moktobdo limitin ciddi torifinin verilmasi miivaffoqiy-
yotsizliyo ugradi? Birincisi, nazors almaq lazimdir ki, riyaziyyatin
tarixindo limit anlayiginin formalagmasit uzun g¢okmis vo oziyyatli
olmugdur. Oqyust Kosinin XIX asrin avvalinde toklif etdiyi formal
torifin daxil edilmasine godar bir ¢ox asrlords limitdon ayani — intuitiv
soviyyado istifado olunmusdur. Bu tesadiifi deyildir, ax1 adoton “&€ — 0
torifinde” X —a-da b ododinin y= f(x) funksiyasiun limiti

olmasinda daxili ziddiyyst vardir: barabarsizliyin statik (sabit) dilinds
dinamik voziyyat — limit qiymatino yaxinlasma sorh olunmugdur. Bunu
uzun miiddot riyaziyyatgilar basa diismokdo ¢otinlik ¢okmislorso onda
adi moktablidon n-a talob etmak olar?

Ikincisi, riyazi anlayislarn toriflorinin  ¢otinlik  soviyyasinin
olciilmosini xatirlatmaq lazimdir. Usullardan birisi torifdoki kvantorlarin
say1 ilo olagodardir. Masolon, funksiyanin ciitlilyii anlayisnt —
“pirkvantorludur™: ixtiyari xe D(f) uctn f(-x)= f(x) boraborliyi
Odonir. Funksiyanin yuxaridan mohdudlugu anlayisi — “iki kvantorludur’:
elo M ododi vardrr ki, ixtiyari Xxe D(f) tgiin f(X)< M berabarsizliyi

Odonilir; bu torifdo iki kvantor vardi: 3 varhq ve V  Umumilik
kvantorlari. Bir kvantorlu teriflor orta mokteb sagirdlorinin bilik
saviyyasine uygundur, iki kvantorlu (mohdudlug, ekstremum, funksiyanin
on boyik va an kigik qiymeatlori, funksiyanin dovriilityiil) toriflor iso
maktablilorden gargin aqli qiivve vo miisllimdon diisiiniilmiis vo tomkinli
is toklif edir. Bu elo soddir ki, imumtshsil moktobi ondan yuxari qalxa
bilmir. Limitin formal “£—¢0 torifi’ iso ii¢ kvantorludur.
(Ve>0 36>0 Wx: x—a]<&=]f(x)-b| <¢), bagga sozlo bizim sortlog-

momizo goro ii¢ ¢otinlik soviyyoli torifdir, holo buradaki modul vo
barabarsizlik isarolori ilo agirlasmani demirom. Beloliklo, tamamils
agkardir ki, yas xiisusiyyatlorine va riyazi modoniyyastlorinin kifayst qoder
olmamasina goro limitin “{i¢ kvantorlu™ torifi moktoblilorin giicline uygun
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deyildir. Hotta bu torif I kurs tolobalari torafindon do ¢atin monimsanilir,
onlar ancaq II kursun axirlarinda homin torifi miloyyan qodor Oyrono
bilirlor. Demoali, moktabdo bazi hallarda bark modeldon formal torifdon ol
¢okib onu yumsaq modells-limitin intuitiv gdstorilmodon istifads ilo ovoz
etmok lazimdir. Riyazi analizin baslangicinda {i¢ név limit vardir: adodi
ardicilligin limiti, arqument sonsuzluga yaxinlagdiqda basqa sozlo sonsuz-
lugda funksiyanin limiti vo ndqteds funksiyanin limiti. Son illords bizim
Umumtoahsil moktoblorindo demok olar ki, sonsuzlugda funksiyanin limi-
tina baxilmir yalniz, ndqtade limit xatirlamir (bir qayda olaraq olduqca
anlagilmaz). Zennimco, ardicilligin limiti haqqmnda damgdigdan sonra,
mohz sonzuzlugda limitdon baslamaq lazimdir. Bu didaktik miihakimaya
asasan deyilir: didaktikanin hayatla, tocriiba ilo alaga prinsipine asaslansaq,
onda razilasmaq lazimdir ki, ndqtads limit anlayisinda isin asl didaktik ic
iizii yoxdur, eyni zamanda sonsuzlugda limitds bu monada hor sey qayda-
sindadir. Masalon, gaynar ¢aydanin otaq temperaturuna gador soyudulmast
prosesi sonsuzlugda limitin komoyi ilo modellogdirilir. Sagirdlor ifligi
asimptot anlayisi ilo tamgdirlar, funksiyanin grafikinin Uftiqgi asimptotunun
olmasi iso bu funksiyanin sonsuzlugda limitinin hondosi mahiyyatidir.

Moktobde “sonsuzlugda funksiyanin
limiti” movzusunun sorhinin miixtosar bir
variantini gostorak.

Funksiyanin 101-cii sokildo gostorilon
grafikino baxaq. Bu hondesi modelin b
sOzlorlo tosviri vardir (Verbal — sifahi r=£)
model):

y= f(X) funksiyasinin  qrafikinin / O x

iifiiqi y=b asimptotu vardir. Lakin riya-
ziyyatda bu vo ya digor voziyyati tosvir
etmokdo islomok iigiin miinasib olan
analitik models ustiinliik verilir. Yeni vaziyyat {iglin analitik model
qurmaqdan Otari yeni istilah va yeni isaralor tolob olunur. 101-ci sokilda

gostorilon hondasi modeli sorh etmok {igiin lim f(X)z b isarosi vo
X—>-+oo

Sakil 101,

“X — +oo-da funksiyanin limiti” istilah1 diislinilmiisdiir. Analoji
olaraq 102-ci sokildo gostorilon hondosi modeli sorh etmok iigiin
lim f(x)=b isaresini vo “X — —oo da funksiyanm limiti” istilahini

X—>+oo

fikirlogmislor. 103-cii sokilds tesvir olunan hondasi modeli sarh etmok
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Sakil 102.

iigiin iso lim f(x) =D isarosini vo
X—>o0

r=k
/_‘\/ y=f[x)
I} X
Sakil 1073

“X — —oo da funksiyanin limiti” istilahini daxil etmislor.
Miisllim 6z qilivvesini hor seyden ovval ona ydnsltmslidir ki,
sagirdlor lim f(x)=b yaziigimi y = f(X) funksiyasmmn grafikinin
X—>+oo

ufigi y =b asimptotunun olmasindan ibarat hondoasi sorh edo va torsine

funksiyanin iifiqi asimptotu olan qrafikina nozer salmagla analitik
modelo kego bilsinlor (limit isarosindon istifado etmoklo).

: 1. : :
Masalan, absis oxu Y =— hiperbolas1 {iglin asimptotdur, demali,
X

.1
lim —=0. Daha sonra sagirdlor XI

X—teo X
oxunun monfi giiasina yaxinlasan
y =€” eksponentini goriirlor, demoli

lim e* = 0. Moktoblilora xassolari ilo

X—>—o0
verilon funksiyanin grafikinin eskizimi
qurmagi dyratmoak lazimdir. Masoalon:

lim f(x)=3, lim f(x)=0 olan,
biitin odod oxunda kosilmoyon vo
azalan y=f(x) funksiyasinm
grafikini qurun ($akil 104).
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Bu biindvro soviyysli tap-
siriqdir. Daha miirokkab tapsiriq isa
belo ola bilor: Ovvolki misalda
gostorilon {i¢ sorti 6doyon, funk-
siyanin  azalmasi ovozindo  iso
f(0)=5 sorti toklif olunan funk-

siyanin qrafikini qurun ($akil 105).
Uygun sual dofolorlo riyaziyyat
minllimlorine do toklif olunmusdur,
onlarinda bununla slagodar miisyyen
¢atinlik ¢okdiklarina tosadiif etmisik.
E(f)=[-27] sorti olavo olun-
dugda is bir gadar do sotinlagir (Sokil
106).

Sonsuzlugda  limitin  hesab-
lanmasina goldikds iso, sagirdloro iig
fakti  bildirmok  kifayotdir: 1)

.1
lim ==0; 2) sabit funksiyanin

X—>+oo X

limiti konstantin qiymsatine barabar-
dir; 3) limitlor iizorindo hesab
omollori haqqinda teoremlor (tobii
olaraq isbatsiz). Onda limitlorin he-
sablanmas1 texnikasim1 iki ¢oxhad-
linin nisbatinin limitinin  hesab-
lanmasina qgodor c¢atdirmaq ¢atin
deyil (X — o da). Indi moktobda
“funksiyanin noqtads limiti”
movzusunun gorhinin bir variantini
(yena yigcam sokildo) gostorak.
Sagirdloro (&;b) noqgtosindon kegon
hor hansit funksiyanin ii¢ niisxo
grafikini ¢okmak toklif olunur ($akil
107).

Sonra ikinci vo {igiincii goklo
diizalis edilir: ikincido (a;b) noqtasi
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Sakil 106,

by

‘;)}f = f{x)
o

|
i

‘a
0

Sakil 107,




Sakil 108.

Sakil 109,

“cixarilir” (Sokil 108); Tglinciido
“cixarilan” noqto basqa vaziyyatdo
olur (Sakil 109). Sonra sagirdlors
asagidaki suallara cavab vermok
toklif olunur: 107-109-cu sakillords
eyni bir funksiya vo ya miixtalif
funksiyalar gostorilibdir vo miix-
tolifdirso no ii¢iin? Cavab (miiollim
tgin askardir, lakin toossif ki,
sagirdlar ti¢lin o qader do agkar deyil,
¢linki cobr kursunda funksiya anla-
yist ilo is gatiyyen yaxst deyil, lakin
bu ayrica sohbotin mdvzusudur):
miixtalifdir, ¢lnki bir-birindon a
noqtesindaki xiisusiyyatlori ilo forg-
lonirlor. Konkret olaraq: birinci
funksiya bu noqtodo kosilmoyandir,
ikinci vo lgiincii kosilondir, habeloa
ikinci bu noqteds toyin olmamigdir,
tiglincii iso toyin olunmusdur, lakin
“dlizgiin olmayaraq” (o, birinci halda
“diizgiin” toyin olmusdur). Indi
aydindir ki, na tgiin 107-109 sok-
lindo funksiya miixtolif horflorlo
isars olunmusdur. Lakin X=a

noqtesi baxilmada istisna edilorss, onda hor ii¢ sokildo eyni bir riyazi
model gostorilmis olar ki, bunu da tasvir etmok {igiin isara va istilah

diiiiniilmiigdiir: isaro lim f(x)=b (uygun olaraq limg(x)=b,
X—a X—a

limh(x) = b), istilah iso - “ X — a -da funksiyamn limiti”.
X—a

Qeyd etmak lazimdir ki, torifin 6ziinds X # a talabi qoyulmusdur.
Nozoro alinmayan konkret ndqtonin olmamast he¢ do gorxulu deyil,
¢linki funksiyanin ayrica noqtods 6zlinii aparmasini homiso ayriliqda
aragdirmagq olar. Yeri golmiskon qeyd edok ki, praktik olaraq “miifdo”
funksiyanin kosilmozliyinin torifin aldiq (107-ci sokildo gostorilmis

modeldon istifado etmoklo): lim f(x)=f(a) iso y= f(x)

funksiyasina a noqtasindo kosilmoyandir deyilir.
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Umumiyyatlo ixtiyari hor hansi derocods miirokkob riyazi anlayis
tadris prosesindo todricon Oyronilmolidir: ovvalco oyani — intuitiv
soviyyada, sonra tosviri (sorh) saviyyads vo yalmiz bunlardan sonra
formal saviyyays ke¢mok olar [263]. Cobr darsliyinds funksiya anlayisi
vo onun xassalori belo verilir (xiisuson iki kvantorlu anlayislar gos-
torilon kimi todricon Oyronilir). Burada moktob ii¢lin limit anlayist
formal soviyyaya catdirilmir. Sonsuzlugda va néqtads funksiyanin limiti
oyani — intuitiv soviyyado qalir. Artiq “Cabr-7” dorsliyindo funksiyanin
noqtads kasilmazliyi anlayist ayani — intuitiv saviyyada verilir. X sinfin
cabr kursunda ise formal saviyyads daxil edilir (hazirliq liglin).

Bir daha geyd edok ki, limitin varligi daxil olmagla avvalcadon
xassalori verilon funksiyani misallar {izerindo hondasi modelinin
qurulmas: faydalidir. Belo toklif olunan tapsiriga aid bir niimuns

gostorok:  lim f(x)=5, Iing f(x)=2,f(3) toyin olunmayib,

f(0)=4 olan y= f(x) funksiyasmn grafikini qurun (mimkin
grafik modellardan biri 110-ci sokilda gostarilir).
Moktabdo lim f(x) hesablamag

X—a ¥y
ticiin ii¢ vaziyyati bilmak kifayatdir:

1) Moaktab riyaziyyat kursunda ,
tosadif edilon analitik verilon butiin ==
funksiyalar  (rasional, irrasional, F=7
ustld, logarifmik, trigonometrik) \
toyin olduglart ixtiyari noéqtade 2
kasilmayandir, yani f(a) vardirsa, x

onda limf(x)=f(a). Mosalen,

"msinzzx+ﬁ:sin7r+\f1:1’ Feldl 110.

x>l X+ 2 1+2 3

¢linki limit isarosi altinda olan funksiya toyin olunmusdur vo demoli
X =1 noqtesindo kasilmoyandir.

2) "m;EX)-i hesablamaq lazimdirsa vo g(a)=0 iso, onda f(a)#0
x-a (X

. fix
olan halda |Im£ = oo yazilir vo bu halda X =a diiz xatti y = @
X—a g(x) (X)

funksiyasi qrafikinin saquli asimptotudur.
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3) f(a)=0 vo g(a)=0 iso (riyazi analizdo bu hala adoton belo
- f(x

” sokildo geyri miioyyanlik) |ImL hesablamaq Uclin
—a g(x)

kosri eyni ¢evirmok lazimdir. ©n sado halda kosri (X— a) ya ixtisar

etmok aninda geyri-miioyyanlik yox olur (bu da limiti hesablamagq ii¢lin

tamamilo qanunidir, ¢linki, xatirlayaq ki, torifo géra X # a). Masalon,
2

lim X —4_ lim 2+ 2_4, Funksiyanin noqteds limiti hagqinda sohbati

x>23X—6 x—>2 3 3

yekunlagdiraraq qeyd edok ki, toklif edilon qurulus (variantli gertyoj
metodu, sokil 107-109) yalniz sagirdlords hissali funksiyalarla islomak
tocriiboasi oldugda tam fayda vero bilor.

4.3. Moktobds toromonin Oyronilmesilo olagadar bazi metodik
mosalolori miizakirs edok (inteqralin dyronilmasi metodikasi haqqinda
burada danigmayacayiq. Onu da qeyd edok ki, bir sira miiolliflor
inteqrali imumtshsil maktabinin programindan ¢ixarmagi toklif edirlor.
Lakin biz belo hesab edirik ki, inteqrali da yuxarida gostorilon
soviyyado limumtohsil moaktoblorinde dyronmek lazimdir. Bu haqda
ayrica sOhbot agmaq zoruridir. Funksiya verildikde téramani tapirigsa,
toromays gora funksiyam tapmagi da sagirdlorin bilmesi lazimdir.

deyilir:

oo

. . . A : .
Toéramoni dyranarkon asas diggat 1im A_y modelina, onun handasi va
Ax—0 AX

fiziki monasina verilmolidir. Toromeni hesablamaq qabiliyyati
astlamaga xiisusi digget yetirmoyin o qodor do shamiyyati yoxdur — bu
kifayst qodor darixdirict eyni formali, hazir qaydalarla yerins yetirilon,
sagirdlorin inkisafi iiclin he¢ no vermoyon mosggaladir. Moktablilora
toromonin totbiqlorini handasi niimayislors asasen “gdrmayi” dyratmak,
isbata cohd etmokden daha yaxsidir. Moktobdo deyok ki, Y’ >0 iso

onda funksiya artir vo ya ekstremum ii¢lin zoruri sort haqqinda teoremi
ciddi isbat etmok cohdi miiveffaqiyyatsizliys ugramigdir. Bunun ii¢lin
Ferma vo Laqranj teoremlori lazimdir ki, onlarinda {imumtohsil
maktablarinds ciddi isbatin1 vermok ¢atindir. Hondasi garha asaslanaraq
onlar1 yalniz gosterilon teoremlorin isbatinda istifade etmok iiglin
isbatsiz vermoak mogsadouygun deyil — lazimi teoremlar {igiin intuisiya
vo oyanilikden istifado etmok daha yaxsidir (bu haqda isin birinci
hissasinds artiq danigmisiq).
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Adoton oldugu kimi téromo anlayisinin daxil edilmesine iki
klassik-hallori prosesi yeni riyazi models - funksiya artiminin arqument
artimina nisbatinin arqumentin artimi sifira yaxinlagdigda limitine
gotiron siirat vo toxunan haqqinda maesoaloloro baxmaqla baglanilir.
Basqa saholordon olan bir sira masololorin halli prosesi do belo modelo
gotirilir.  Miimkiin oldugda sonuncu tezisi konkret mozmunla
tamamlamaq lazimdur. Iki fiziki misal gdstarok.

1) Elektrik migdarinin doyismosi ganunu Q=Q(t) diisturu ilo ifado
olunursa, burada t-zamandir, naqilin en kasiyindon At zamanda AQ

elektrik miqdar1 kegirso, onda —— coroyanin orta siddestidir vo t

- : . A .
zamani aninda ani siddot iso J = IIm—Q diisturu ilo ifads olunur.
t—0

2) Bircinsli olmayan xatti moftilds kiitlonin paylanmasi m = m(I)

diisturu ilo ifads olursa, burada |-moftilin baslangicdan cari noqtoya
godor uzunlugudur vo uzunlugun Al hissosino Am kiitlosi diisiirso,

Am y . ,
onda ﬁ kiitlonin paylanmasinin orta sixligidir, xotti sixliq iso

p=lim Am disturu ilo ifads olunur.
A0 Al

Miisllimin baxilan konkret masalo osasinda ¢ixardigi noticonin
mihim metodik ohomiyysti vardir. Miixtalif bilik sahoslorindon
gotirilon miixtalif masalolor eyni bir riyazi modelo gotirilir. Hoayat
giindsliya yeni riyazi model iroli siiriirso, riyaziyyat¢inin isi konkret
mozmundan asili olmayaraq bu modelin xiisusi dyronilmosindon ibarat
olur. Yeni modelin dyranilmosilo masgul olmaq — bu o demokdir ki: 1)
ona xiisusi istilah verilsin; 2) onun ii¢lin xiisusi isars diisliniilsiin; 3)
yeni modello amoliyyat aparmaq gaydalarini vo onun tatbiqi saholorini
Oyranmak. Baxilan model ii¢lin téroams istilahindan istifade olunur va
y’ ilo isaro edilir. Yy = f(X) funksiyasinin téromasini axtarmagin bes

addimliq (bazi kitablarda oldugu kimi {i¢g-dérd addim yox) alqoritmi
toklif edilir:

1) X geyd etmali va f(X) -1 hesablamaly;
2) Arqumento AX artimi verib f (X + AX)-1 hesablamaly;
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3) Ay -i tapmaly;
Ay

4) — -i tapmali;

) Ay tap

. A
5) lim 2 tapmali.
Ax—0 AX

Bu alqortims iki miithiim sorh verak.

a) Algoritmin birinci addimi belo goriiniir: “X-in giymatini gqeyd
etmok vo f(X) -1 hesablamal1”. Bozilorina belo goriiniir ki, bu addim
lazim deyil (bir qayda olaraq moktob darsliklerinds bu olmur), ¢iinki
tapsingin 6ziindo f(X) vardir vo burada da f(x)-don istifado olunur.
Oslinds bu addim metodik noqteyi nozordon olduqca zoruridir, bels ki,
f(X) yazilist osas mosolodo vo birinci addimda forma etibari ilo

eynidir, lakin mozmunca eyni deyil: baglangic masalods x doyisondir,
birinci addimda iss sabitdir, psizoloji — pedaqoji noqteyi nezerden do -
bu marhals hall prosesina daxil olmagla masalaya diggati calb edir.

b) Arqumentin vo funksiyanin artimlar1 anlayiglarmin ilk dofs
toromonin daxil edilmesi ilo meydana galmosine yol vermak olmaz,
¢linki burada gostorilon anlayiglar mogsod olmayib toromoni (yeni
anlayis1) daxil etmok {igiin vasitolordir. Gostorilon istilahlart va
dayisenlorin solunda yazilan “qoribe” iigbucaq isarssini va “qoriba”

oxunmasini dvvalca ayrica daxil etmok lazimdir ki, AX, Ay, %—i
X

tapmaq Ugiin, hotta son nisbatlo slagodar sagirdlor miioyyon tacriiba
gazanmig olsunlar. Yuxarida artiq qeyd etdik ki, qrafikine goro
funksiyanin xassalorini sorh etmayi, verilmis handasi modeldan (qrafik-
lordon) sozlorls izaha kegmoayi Oyratmok olduqca miihiimdiir. Cobr va
analizin baslangict kursunda funksiyanin g¢oxlu sayda xassslorinin
olmas1 qrafiklorin oxunmasi prosesinin maraqli, miixtolif, ¢oxplanl
olmasina imkan verir. Sagirdlor qrafikine gdro funksiyanin kifayot
gader aydin “sozlerle portretini” qurmagi bacarmalidirlar: Qrafikine
goro funksiyanin toyin oblastini, onun tok vo ya ciitlilyiinii, mono-
tonlugunu ekstremumunu, mohdudlugunu, oan boyiik vo on kigik qiy-
motini, kasilmozliyini, giymatlor ¢oxlugunu, qabariqligini vo ya
cokiiklilylinii gérmolidirlor. Moktablilora grafikine gore funksiyani vo
onun diferensiallanan olmasi haqqinda informasiyani almagi 6yrotmok
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yaxsi olardi. Qrafiki konkret sokildo gostorilmis funksiyanin dife-
rensiallanan olmasini “g6zayar1” necs miioyyan etmali?

Funksiyanin qrafikinin hor hansi noqtesinde ona ordinat oxuna
paralel olmayan toxunan ¢okmok miimkiindiirse, onda funksiya homin
noqtodo diferensiallanandir. Funksiyanin qrafiki {izerindo “calaq”,
“itilonmis” vo ya ordinat oxuna paralel olan toxunan ¢okmok miimkiin
olan noqts varsa, onda bu néqtads funksiya diferensiallanan deyil (bu
noqtolordo funksiyanin téromesi yoxdur). Bununla olagodar bir daha
geyd edok ki, moktobds parga (kycounsix) funksiyalarmn Oyronilmosi
lazimdir: mohz parga funksiyalarin qrafiklori iizerinds siini olmayan
calaq va itilonmis noqtslori gérmok olar (masalon, sokil 111-5 baxmali).

Hazirki mozunlarin oksoriyyoti Yy =|X| funksiyasindan basqa belo

parcalar funksiyasi tanimuirlar.

Yeni modello amoliyyat aparmagq {igiin texniki aparat hazirlamaq
haqqinda da bir ne¢a s6z-s6hbat téromoni hesablamagq ii¢lin diisturlar vo
qaydalardan gedir. Toroms hazirki dorsliklorin oksariyystinde XI
sinifdo Gyronilir. Adaton bu sinifdo

y =c, X kx+m, XZ,%,&,Sin x,cosx,tgx,ctgx, x" (ne N)  funksiyalarinin ~ toro-

molari dyronilir.

Toéromoeni XI sinifde daxil etdikds iso qiivvat, iistlii vo loqarifmik
funksiyalarin toromolori daxil olmagla biitiin diisturlar1 sagirdlorin
Ozlori Gyronmali olurlar. Zennimca bu arzu edilon hal deyil. Ciinki
diisturlarin haddindon ¢ox olmasi ilo sagirdlor baslica olan1 asas riyazi
modeli gérmayo bilorlor. Son illorde yazilmig dorsliklordo qiivvat, iistlii
vo loqarifmik funksiyalar yalnmiz XI sinifdo wverilir vo onlarin
diferensiallanmasima da burada baxilir. Bu XI sinfin cabr vo analizin
baslangic kursunun miivafiq yerindo diisturlari vo diferensiallama
gaydalarini tokrar etmoyo imkan verir ki, bu da téromonin miixtolif
totbiglorini gostormok iiclin xiisusilo mithiimdiir. Bozi dorsliklords

y= \/; , Y=sinX, y=C0SX funksiyalarin diferensiallanmasi uygun

paraqrafin avvalindo, isbatlar ise axirda verilir. Bu elementar pedaqoji
fonddir. Sagirdlori tadris adadbiyyatini oxumaga, dyronmoyas aligdirmaq
bizo ¢ox lazimdir. Bunun ii¢lin hom materiali kifayot qodor yumsaq
torzdo vermoklo hom do ¢otin masalolori paraqrafin  avvelinda
gostormaklo gorgin vaziyyet yaratmamaqgla materiali monimsotmak
lazimdir. Odur ki, dersliyin bazi yerlorinds belo yanagsma yaxsi olardi: hor
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hans1 fakt hagqinda meolumat vermok, ondan istifadoys aid misallar
gOstarmak (oxucunun yeni fakta aligmasi va ondan istifadoys aid har hansi
miisbat tacriiba gazana bilmasi iiglin) vo yalniz bundan sonra uygun isbati
vermak. Sagirdlorin diqgetini ona yonaltmok maslohatdir ki, diferensiallama
diisturlan1 (konkret funksiyalar {igiin) vo diferensiallama gaydalar1 (comin,
hasilin, nisbatin vo qiivvatin toromosi amollarini diferensiallanmasi) vardir,

hom do fikir vermok lazimdir ki, sagirdlor “Yy = x? funksiyasimnin

diferensiallanmas1 qaydas1” vo ya “comin diferensiallanmasi diisturu”
demosinlor vo bilsinlor ki, tdromoni hesablayarkon biz faktik olaraq iki
addimli alqoritmdon istifade edirik: avvalco bu va ya digar diferensiallama
qaydasim totbiq edirik. Sonra iss lazimi diisturdan istifads edirik.

Funksiyanin qrafikino toxunana aid misallar holline toxunanin
iimiiumi tonliyinin ¢ixarilmasina qadar baglamaq faydalidir (elaca doa, VII-
IX siniflarin cabr kursunda funksiyanin on %
boyiik vo an kiGik giymatlorini téromodon
istifado etmodon tapildigi kimi). Bu
sagirdlorin, birincisi, téromanin haondasi
monasim  kifayat qodor yaxst “hiss
etmoaloring” vo ikincisi toxunanin limumi
tonliyinin ~ ¢ixartlmasina  hazirliglarina
imkan yaradar.

Toromonin funksiyanin monotonlu- o
gunun arasdirilmasina totbiqi haqda ar-
t1q yuxarida danigmisiq.

Darsds funksiyanin ekstremumunun Sakil 111
aragdirilmasinin bir niimunasini géstorok
(konspektiv).

Funksiyanin 111-ci gokilds gostarilon grafikine baxaq. Qrafikin iki
noqtasi diqqoti daha ¢ox colb edir: X; ndqtosinds funksiya yaxindaki

noqtalora nozoron boyiik, X, noqtoesinds iso kicik qiymatlor alir.
Deyilir ki, X; funksiyanin maksimum, X, iso minumum ndqtosidir.
Funksiyanin bu noqtalordoki qiymatlori uygun olaraq Y, .., Ymin

ilo isars olunur. Maksimum vo minimum ndqtalori Umumi adla
birlosdirilir — ekstremum noqtesi. Miisllim sagirdlora miiraciot etmakla

deyir ki, X, noqtesindo funksiyanin qrafikino toxunan c¢okmok olar,
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hom ds bu toxunan absis oxuna paraleldir; demsli bu ndqteds tdromo
sifira borabordir. X, ndqtesindo iso tdromo yoxdur.

Toéromoenin sifira barabar oldugu noqtslara, stasionar, tdromonin
olmadigi noqtaloras iso bohran ndqtalori deyilir. Funksiya ekstremum
giymotlorini yalniz stasionar vo bohran noqtolords ala bilor. No iiglin?
Forz edok ki, hor hansi ndqtods téromos miisbatdir (vo ya moanfidir),
funksiyanin qrafikine uygun toxunan ¢okin. O, qrafiki asagidan yuxari
(vo ya yuxaridan asagl) Oziine “dartir”, demsli homin ndqteds no
maksimum no do minumum vardir. Homisomi stasionar vo ya bohran
noqtolorde funksiyanin ekstremumu olar? Yox, baxin: 112-ci sokilda

y = x° funksiyasmmn qrafiki tosvir olunmusdur, onun x=0 stasionar
noqtesi vardir. Lakin bu noqtads no maksimum, ne do minumum
vardir? 113-cii gokilds iso Y = f(X) parcali funksiyanin qrafiki tosvir
x?, x<1lise
Jx, x>1ise

Bu funksiyanin x=1 bdhran noqtasi vardir ki, burada no maksimum
no do minumumu vardir. Miollim davam edir ki, funksiya ekstre-
mumunu monotonlugun xarakteri doyisdiyi noqtolordo alir (gokilmis
sokillara baxmali), basqa s6zls bu noqtalords téroms isarasini dayisir.
Bundan sonra torif verilir, uygun

olunmusdur, burada (x)= {

5 b
F=i
y=rlx
- x o 1 x
- Sakil 113
a

teoremlor ifads olunur (Olbotts, isbat edilmir) vo funksiyanin
ekstremumunun arasdirilmasi alqoritmi hazirlanir.

Yuxarida deyilonlors istilah vo isare barade azaciq sorhi do slave
edoak.

Hazirda istifado olunan dorsliklorin bazilorindo tdromonin sifira
barabar oldugu vo ya olmadigi biitiin noqtelora bohran, digarlerinds isa
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stasionar noqtelor deyilir. Azerbaycan dilino vo istilahlarm islodilmasine
ehtiyatla yanasmaq lazimdir. Istilahlar tobii olmahdir, moktoblilor
bilmolidirlor ki, riyazi dilds istilahlar mithiim yer tutur. Bir daha 111-Ci
sokilo sagirdlorin diqqatini calb etmali: X; noqtesindo funksiya “solistlo-

142 ¢

sir”, “stasionarda (harokotsizlikdo) rahatlanir”. Burada boéhran hardadir, no
tiglin bu noqto bohranli adlanir? Budur X, ndqtesindo funksiya askar

sokilda tabii olmayan bohran vaziyyetindadir, bu bdhran ndqtesidir, heg
ciir stasionar deyil.

Indi isaro haqqinda. Maktobdo ¢ox vaxt funksiyanin on bdyiik vo
on kigik giymaotlori maxy va miny ilo igara edilir, belo yazilis mok-
tablilori mohalli (ekstremumu) ilo global (araligda funksiyanin an bo-
yiik vo an kicik qiymsotlorini) eynilosdirmoys tohrik edir. Miinasib
olmayan isara moktablilorin igin mahiyystini basa diigmolorina mane
olur. Yaxsi olar ki, VII sinifdon baglayaraq parcada funksiyanin on
boylk va on kicik qiymatlori y,uk, Yo 119, X sinifdon baslayaraq iso
funksiyanin maksimumu vo minimumu ii¢iin Y., Y, ilo isaro edil-

sin. Sagirdlor {i¢iin belo miinasibdir. Birinci névbados iso onlar hagqinda
fikirlosmak lazimdir.

Nohayot funksiyanin on bdyiik vo on kicik giymatlorinin axta-
rilmasindan danisaq. ©sas moktobin cobr kursunda bu mozmunun
olmamasi boylik metodik sohvdir, yaxinlara qadar belo olmusdur. Bu
anlayislar tocriibi olaraq ekstremumla eyni vaxtda diferensial hesabi
kursunda daxil edilirso, onda labiid olaraq birincisi, sagirdlorin hom
mahiyyat, ham ds istilahlardan istifado do sohva yol veracaklar, ikincisi
iso sagirdlorin bir gisminde belo tosovviir yaranir ki, funksiyanin on
boyiik vo on kicik qgiymatlorini yalniz
téramoanin totbiqilo tapmaq olar. ©sas sini-
flords cobr kursunun Syranilmasi illarindo
sagirdlor osason funksiyanin qrafikinin
komoyi ilo vo boazi hallarda grafikin ko-
moayi olmadan funksiyanin an boyiik vo on
kicik giymatlorinin tapilmasina aid kifayat |
godor tacriiba oldo etmolidirlor. Nisboton /\ . /
¢otin hallarda funksiyanin an boyiik vo an ] R ;2 e
kicik giymatinin tapilmasi iigiin toromoadon \/
istifado olunur. Bu fikri sagirdlore cat-

X

Sakil 114
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dirmaq lazimdir, onlar basa diismelidirlor ki, baxilan halda téroma
panaseya (yalangi kimyaqorlorda: Guya biitiin xostoaliklori sagalan
dorman) olmayib mogsods g¢atmaq iiciin miimkiin olan vasitolorden
biridir. Pargada kasilmayon funksiyanin on kigik vo on bdyiik qiymot-
lorinin axtarilmasi alqoritmini hazirlamaq tiglin iso onun qrafikino
baxmaq vo yuxarida xatirlatdigimiz variantin ¢ertyoj metodunu totbiq
etmok kifayotdir. Masalon, qrafiki 111-ci sokildo gdstorilon funksiyada
Yonk=F(X2), Yonn=F(0), grafiki 114-ci sokildo gostarilon funksiyada iso
(111-ci soklin bir gader doyisdirilmis formasi) y,u=f(X2), Yonn=F(X1).
Komiyyatlorin an kigik vo an boylik qiymsetlorinin axtarilmasina aid
mosalalorde (maktabds bunlar optimallasdirmaya aid mososlalor adlanir)
cox vaxt agiq araligda verilmis funksiya alimir. Bozon uclara slavo
etmoklo belo araliglar siini olaraq “qapanir”. Bu yaxs1 variant deyil,
ona goro ki artiq bu prinsipco basqa funksiya olur. Zennimizca,
funksiyanin gapali olmayan araliqda on kiccik vo an boyiik giymaotlo-
rinin tapilmasina digget vermok lazimdir. Sagirdlori, ayani asasda belo
bir teoremls tanis etmok lazimdir ki, kosilmaz funksiyanin intervalda
yalniz bir ekstremum noqtosi vardirsa, onda bu ndéqte maksimumdur
(minimumdur), bu noqtads funksiya on boyiik (an kigik) giymaotini alir
(Sakil 115, 116).

Optimallagdirma maosololori sagirdlor {iglin daha c¢ox ¢otinliya
sobob olur. Onlar1 adi sxemlo holl etmok moagsadouygundur. Riyazi
modellogdirmanin {i¢ marhalasi goklinda: riyazi model qurmaq, modells
islomak, masoalonin sualina cavab vermok, VII-IX sinfin cobrini hazirda
yazilmis dorsliklorlo dyronon sagirdlordo belo vardis qismon do olsa
vardir.

Gostorilon hor morhals ii¢lin
M

|
: ! |
1 ' |
! : )
o a x] b X u] \j/ x
i

Sakil 115.

Sakil 116.
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bozi metodik tovsiyalor verak.

I marhals. Riyazi modelin qurulmasi

1) Mosolonin sortini tohlil etmokls, optimallasdirici komiyyati,
basqa sozlo s6hbat gedon on bdyiik vo ya on kicik komiyyati ayirmali
(onu, masoalon y harfi ilo igaro etmali).

2) Mosalada istirak edon, optimallasdirilan komiyyat nisbaton
asanliqla ifado etmok miimkiin olan, mochul komiyyati asili olmayan
doyison qobul etmoli (mosalon, onu x harfilo isaro etmoli). Mosalonin
sortino uygun olaraq asili olmayan doyisonin doyigmosinin real
sorhadlorini miiayyen etmali.

3) Mosalonin sortino osason y-i X-lo ifado etmoli. Y= f(X)

funksiyasinin analitik ifadoesini aldigda vo onun ikinci addimda tapilan
X toyin oblastin1 gdstordikds, masslonin riyazi modeli tortib edilmis
olacaqdir.

II moarhals. Qurulmusg modells is.

4) y= f(X), xe X funksiyasi liglin y, Vo ya Y. tapilir
(masalonin gartinds nayin talob olunmasindan asili olaraq)

IIT marhals. Masalanin sualina cavab.

5) Burada mosalonin sualina model ilo islomonin naticasine
asaslanaraq konkret cavab alinmalidir.

[k baxisdan goriindiiyii kimi bu bes addimliq planin birinci addimi
homiso askar olmur. Moasolo elo ifado edilo bilor ki, hansi
optimallasdirilan kemiyyatdon s6éhbat getdiyi o qodor do aydin olmaz.
Asagida iki mosaloni aragdiraq.

465. Baza yoldan 5 km moasafodoki mesodo yerlosir, bu yolda
abzadan 13 km moasafodo domir yolu dayanacagi vardir. Piyada yolla 5
km/s, meso ilo iso 3 km/s siiratlo gedir. Piyada bazadan dayanacaga
hans1 on az vaxta catar?

Burada optimallagdirilan kamiyyat (vaxt) askar gostarilib.

Mosolonin sualin1 bagqa ciir ifado edo bilerikmi? Piyada daya-
nacaga on az miiddotdo ¢atmagq iigiin neco getmolidir? Burada sagirdlor
disiinmalidir. Masalada, sohbat gedisatin segilmasindon, ehtimallas-
dirllan kemiyyatdon — vaxtdan gedir. Planin dordiincii addim1 — bu asas
mosalonin daxilinds real mozmunlu tomiz riyazi miistaqil mossladir. Bu
addimda baslangic real voziyyot bizi maraqlandirmir (bu riyazi
modellasdirmanin ikinci moarhalasi tigiin saciyyavidir), bizi yalniz ikinci
addimda tapilmis asili olmayan doyisenin real sorhadlori arasinda,
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iiclincli addimda tortib olunmus funksiya {iglin y,p, VO ya yak-in
axtarilmasi haqqinda disiiniiriik. Tabiidir ki, y,., Vo ya You har seydon
avval téromenin totbiqile tapilir. Lakin sagird belo hesab etmomalidir
ki, bu ganundur. Yaranmig tofokkiirii pozmaq ii¢lin funksiyanin on
boyiik vo ya an kigik qiymotlorini cobri olaraq elementar vo ya hondosi
mithakims ilo Samaroli tapmaga aid niimunalor gdstormok yaxsi olardi.
Bu mogsadls 466-c1 masalonin hallini
vermak olar. ©vvolco 465-ci mase-
lonin hoallini gostorok. 117-ci gokildo
vaziyyatin handasi modeli gdstorilir — 5
BMS piyadanin marsrutudur.

I marhala. Riyazi modelin tortibi.

1) Optimallagdirilan komiyyat —
piyadanin B bazasindan S Salil 117.
dayanacagina godor horokot vaxti t;

2) Asili olmayan komiyyot olan BMA bucagini X il isaro edok. M
noqtasi AS pargasi iizorinda ixtiyari vaziyyatds ola bilor, bu pargcadan
konarda M ndqtosini gostiirmok monasizdir. M noqtosi S-in iizorino

B

B M

5
diigorsa, onda x=arcth. M néqtesi A-in tlizerine diisdiikda iso

T Lo . . . 5 r
X= 7 Odur Ki, x-in real doyismo sorhaddi beladir. arctg I =X= 2

. S)
3) Piyadanin horokot vaxtinin hesablanmasi. BM = ——; yolun
SIn X
bu hissasinds piyada 3 km/s siiratlo harokest edir, demali bu yola sorf

edilon t; vaxti1 {, = disturu ilo ifado olunur. Sonra, MS=AS-

3sin X
AM=12-5ctgx; yolun bu hissasinds piyada 5 km/s siiratlo harokost edir,

12 —5ctgx
5

demoali bu yola saorf edilon t, vaxti t, = disturu ilo ifada

olunur. Naticado fo_ 2 . 12 —5ctgx

= alirq, burada
3sinx 5
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) /4
arctg E <x< E Riyazi model quruldu: s6hbot alinmis funksiyanin

S.&w
[arctg E ; E:I pargasinda on kicik giymatinin axtarilmasindan gedir.

II moarhals. Qurulmus model ilo is.
3-5cos x

— aliriq.  Verilmis
SInN” X

4) funksiyani diferensiallayib t" =
. . ) 3 .
parcaya aid olan yegans stasionar ndqto X = aI’CCOSg -dur, y =cosXx
: y ) 3 .
funksiyast azaldigindan bu ndqtodon solda COSX > g, sagda iso
COSX < g borabarsizliklori 6denir. Bu o demokdir ki, gostorilon

’ . , ) 3
nogtadon solda t' <0, sagda iso t">0; beloliklo, x:arccosg

funksiyanin verilmis araliqda yegans ekstremum noqtesidir ki, bu da
minimum noqtasidir, odur ki, mohz bu ndqtedo funksiya on kigik
giymatini alir.

1T marhala. Masalonin sualina cavab

3 . 4
5) cosx= g iso onda SINX= g, ctgx = 3 Vo beloliklo
4

~ 3sinx 5 345 4) 715

466. Oturacagi a vo topadoki
bucagi « olan bitln Gcbucaglardan o>
oturacaga ¢okilmis median1 on boyiik '
olani tapin.

Halli. I iisul (analitik).

5  12-5ctgx _5_5+1[12_5,3]:311. Cavab 3 saat 44 doq.

1) Optimallasdirilan komiyyot — ’
toanbo6lonin uzunlugu AD (Sokil 118); D
onu y ilo isara edok. @ Salal 118.

2) C bucagm asili olmayan
doyison hesab edorok onu X horfi ilo isaro edok; X-in real doyismo
sorhaddi belodir: 0 < X< 7 —x.
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3) ABC iigbucagi iiciin sinuslar teoremino gors AB = BC vo

sinx sing
buradan

AB = asin X

- . Indi sinuslar teoremini ABD {igbucagma totbiq
SInox

edok:

AD __ AB , buradan alirq ki, ., _ asinxsin(x+a).
sinZB  sin ZADB y= o
sin asin(x + )

asin xsin(x + «
4) y= ( ) funksiyasinin (0, T — 0() intervalinda

. . (24
SIna SN X+ —

Yap-1 tapmaq lazimdir. Bu funksiyanin diferensiallanmasi, uygun
trigonometrik tonliyin hoalli ilo olaqodar olaraq miioyyon texniki
¢otinliklo miisayiot olunur (Hsllin sonrasini géstormirik).

II iisul (hondssi). Forz edok ki, ABC oturacagi vo topoe bucagi
verilmis iicbucaqlardan biridir (Sakil 119). Bu lighucagin xaricins gevra
¢okok, onda oturacagi a va tops bucagi « &1
olan biitiin ticbucaqlarin topslori BAC -
g0vsiiniin iizorindo yerlosor. Belo iigbu- '
caqlardan biri borabaryanlidir, onu BA;C
ilo isaro edok. ABC iicbucaginin AD ‘
tonbo6lonini vo BAC ngucaglnln A1D, 3 ( oy
tonbolonini  ¢okak. Isbat edok ki,

A;D,>AD. Sakil 119,

Hor iki tonbdloni xarica ¢gokilmis ¢ev-
roni kosono godor uzadaq — kosismo noqtesi BC qovsiliniin M orta
noqtasidir (barabar daxilo ¢gokilmis BAM vo MAC bucaqlart barabar
BM va MC qdvslarine sdykenir). A;M — ¢evranin diametridir, odur ki,
AiM>AM. Eyni zamanda MD>MD; (mail perpendikulyardan bo-
yiikdiir), onda isa A;M-MD;>AM-MD, yoni A;D;>AD. Belalikls,
borabaryanli ticbucagin toanboloni on boyiikdiir.

Qeyd edok ki, yuxarida deyilonlorin hamisi demak olar ki, [26,]-da
reallasdirilmisdir.
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