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GIRIS

Miiasir dovrds Azarbaycan Respublikasinin Tohsil sisteminda
aparilan islahatlarin qarsiya qoydugu bir cox yeni toloblorin
hoyata kecirilmasine komok mogsadi ilo azorbaycan dilindo yeni
darsliklor va dars vasaitlari tortib edilir.

Texniki universitetlordo vo bir ¢ox basqa ali moktoblordos ali
tohsilin bakalavr pillasinds "Ali riyaziyyat” fonni todris olunur.
"Ali riyaziyyat” kursunun bir ¢ox bdlmolorinin todrisinin iso
tohsilin magistr pillasinds Gyroanilmasi nozords tutulur. Bu bolmo-
lordo nozards tutulmus mdévzularin kitab soklindos tortib olunmasi
zarurati meydana ¢ixir.

Dors vosaitindo asagidaki bolmolor sorh kegirilmisdir:

e Diferensialin toqribi hesablamalara totbiqi

e Birdoyisonli geyri-xatti tonliklorin toqribi halli
e Funksiyanin yaxinlagmasi

e Ododi diferensiallama

e Odadi inteqrallama

e Adi diferensial tonliklorin toqribi hall tisullar:
e Xiisusi toromoli diferensial tonliklor

e Simin rogs tonliyi

e Istilikkecirma tonliyi

e Laplas tonliyi

e Laplas ¢evrilmoasi vo onun totbiglori

Bu boélmolordo miihondislor {igiin lazim olan toqribi hesab-
lama tisullari, tonliklorin koklorinin toqribi hesablama gaydalari,
interpolyasiya diisturlari, diferensialin toqribi hesablamalara totbi-
qi, genis totbiq sahalorine malik adi vo xiisusi toromali diferensial
tonliklorin hollinin toqribi tapilmasi vo s. nozordon kegirilmisdir.
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"Ali riyaziyyatin xiisusi bolmolori” kitabi miiolliflorin
"Umumi vo totbiqi riyaziyyat” kafedrasinda uzun illordon beri
isladiklori dovrde apardiglart miihaziro vo mosgalolor asasinda
yazilmigdir.

Ali texniki universitetlorin ali tohsilin magistr pillosinda tohsil
alan bozi fakiilto ixtisaslar1 {iclin nozords tutulmus bu dors
vasaitinin tolob olunan mogsadlore nail olacagini arzulayiriq vo
ovvoaldon kitabda buraxila bilocok ndgsanlarin aradan galdirilmasi
ticiin  komoklik gdstoron hor bir oxucuya miuslliflor 6z
tosokkiiriinii bildirir.

ADNSU-nin tolabalari iigiin nozords tutulmasina baxmayaraqg,
dors vosaitinden biitiin  ali texniki maoktoblorin tolobs vo
miisllimlari ds istifads eds bilar.



1. DIFERENSIALIN TOQRIiBi HESABLAMALARA
TOTBIQI

1.1. Funksiyanin diferensial

Tutaq ki, x noqtesindo y = f(x) funksiyasinin téromosi var,

yani
) Ay_ ,
fim e =)
Onda
Ay
—=f"(x)+«
S'(%)

yazmagq olar, burada Ax — 0 olduqda a — 0.
Demali, funksiyanin artimi
Ay = f'(x)-Ax+a-Ax.
o - Ax komiyyati f'(x)-Ax -2 nazaoran daha yiikcak tortibli sonsuz
ki¢ik komiyyatdir, yoni f'(x)-Ax Ay arttminin bas hissasidir.
v=f(x) funksiyasinin arttminin bas hissosi funksiyanin
diferensiali adlanir vo d f(x) vo yaxud dy kimi isaro olunur.
Torifdon alinir ki,
dy=f"(x)-Ax.
Ogor y = x olarsa, onda
dy =dx
dy:x'-Ax:LAx:Ax}ij:dx'

Naticalar:

1) asili olmayan doyisenin diferensiali bu doyisenin artimina
barabardir;

2)x noqtesindo  y = f(x) funksiyasmnin diferensiali bu

9



noqtodo funksiyanin toromosi ilo asili olmayan doyisonin
diferensiali hasilino barabardir:

dy = f'(x)-dx.

Onda funksiyanin toromosi diferensiallarin nisboti kimi
miioyyon edilo bilor:

=2
S )=

Qeyd: Funksiyanin diferensiali dy x vo Ax-don asilidir,
funksiyanin f’(x) téromasi iso yalniz x -don asilidir.

Diferensialin xassalori

Tutaq ki, u= f(x) vo v=g(x) x noqtosindo diferensialla-
nan funksiyalardir. Toromonin xassolorindon vo diferensialin
torifindon istifado edorok, diferensialin asagidaki xassolorinin
oldugunu isbat etmok olar:

1. d(C)=0, C =const;

2. dx = Ax, agor x — asili olmayan doyisondirso;

3. d(Cu)=(Cu)'dx = Cu'dx = Cdu ;

4. dutv)y=wxv)dc=u'dxtvdx=dutdv,

5.dw-v)=u-v)dx=Wv+u)dx =u'"vdx+uv'dx =
=vdu+udv = d(u-v) =vdu+udv;

6. d(zj:(zj dx:uv—uv dx:uvdx—uvdx:

v v V2 V2

2 - 2 >
v v

vdu —udv (u j vdu —udv
— :> d — .
v

7. d(f )= f()w'dx = [ (u)du.
10



Diferensialin torifindon vo xassalorindon alinir ki, toromoalorin
vo ya diferensiallarin tapilmasi mahiyystco, diferensiallama
adlanan, eyni masoloya gotirilir.

Misal 1.1.

y=sinx—Inx+ %/x_5 funksiyasinin diferensialin1 tapmali.

Holli.
Funksiyanin diferensiali dy = f'(x)-dx diisturu ilo toyin

edilir.

! 3 '
f’(x):(sinx—lnx+{/;) :(sinx)'—(lnx)’+(x5] =

2

=cosx——+—x 5.
X

Beloliklo,

2
dy:[cosx—l+§x 5}dx.
x 5

M (xy,y,) noqtesindo y = f(x) funksiyasinin diferensiali-
nin hondosi monasini aragdiraq (sokil 1.1). Sokilo asason, M KN

diizbucaqli iicbhucagindan
KN
—=t = KN =1g¢p-Ax
\ 4% 4%
Vo ya

tgp=y'
9=V kN =ay,
KN = y'dx
KL =Ay= f(xy+Ax)— f(x,) oldugu alinir ki, bu da ayrinin ordi-
natinin arttmdir.
11



Y
y=flx)
YotAY |---memmme o —smsss s n s mm e = =gy
Ll e
L}
0 / I X —— xo+ Bx %
Ax

Sokil 1.1. Nogtads funksiyanin diferensialinin hondosi sorhi

Beloliklo, x, noqtesinde y = f(x) funksiyasiin diferensiali
hondasi olarag bu ndqtodo funksiyasinin qrafikino toxunanin
ordinatinin artimina borabordir.

Gostorilon miilahizolordon asagidaki naticoya golmok olar:
ogor y = f(x) funksiyasmin x, noqtosindo téromasi varsa, onda o
bu noqtods diferensiallanandir, hom do nozors almaq lazimdir ki,
f'(x,) = const .

Bu toklifin oksi do dogrudur: ogor y = f(x) funksiyast x,
noqtesinde diferensiallanandirsa, onda bu noqtods onun téromasi
var.

Tutaq ki, y= f(x) vo x=¢(¢) funksiyalar verilmisdir, onda
v=f ((p(t)) funksiyas1 ¢ doyisoninin miirokkob funksiyasi, x
doyisoni iso araliq arqument olur.

Tutaq ki, ¢(¢#) funksiyasinin ¢ noqtosindo toromosi var,
y= f(x) funksiyasi iso ¢ noqtosino uygun olan x ndqtosindo

12



diferensiallanandir. Onda y = f(p(¢)) miirokkob funksiyasi ¢
noqtosindo diferensiallanandir, bu halda miirokkob funksiyanin
diferensiali

dy=()'),-dt
soklindos olur.

O =S"(0)-0'(),
onda

dy = f"(x)-@'(t)-dt

dx:gp'(l‘).dt }jdy:f’(x)dx- (11)

Natica: diferensialin yazilis formasi x-in asili doyison vo ya
basga bir doyisonin funksiyasi olub-olmamasindan asili deyil,
bununla olagadar olaraq (1.1) yazilis formas1 diferensialin
invariant yazilis formast adlanir.

Qeyd. Ogor x asili olmayan doyisondirso, onda dx = Ax,
amma ogaor x basqa bir doyisondon asilidirsa, onda dx # Ax.

Misal 1.2.

y=sin’x, x=tg(’ -2").
Funksiyanin diferensialin1 tapmali.

Holli.
Funksiyanin diferensiali dy = f'(x)-dx diisturu ilo toyin

edilir.
f'(x) toromasini tapagq:
f(x)= (sin4 x) =4sin’ x- (sinx)’ = 4sin’ x-cos x.

dx -1 tapaq:

L le-2) -2
cos’(£* =2")  cos’(-2")
13
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dy=f'(x)-dx= f'(x)-x'(t)dt
diisturunu totbiq edok, onda aliriq ki,
3t -2'In2

dy =4sin’ x-cosx-————=——
cos? (1 —2")

Almmus ifadede x =1g(¢> —2") oldugunu nozer alsaq,

3t2-2'In2
dy = 4sin’lte(£® =21 )-coslte(r® —=27)) —Z —=
ly (g( )) (g( )) 0’ (P _20)

olar.

Bir ¢ox mosalolordo ndqtodo funksiyanin artiminin yerino bu
nodqtado funksiyanin diferensialina baxirlar, yoni Ax = dx. Funksi-
yanin diferensiali dx ilo miiqayisodo artimdan sonsuz kicik
komiyystlo forqlonir. Ogor Ax artimi1 miitloq qiymotco kigik
olarsa, onda funksiyanin artimi toqribi olaraq onun diferensialina
borabordir:

Ay = f(x+Ax) - f(x) = f'(x)Ax + aAx,
J'(x)#0, =
aAx — 0
= f(x+Ax)— f(x) = f'(x)Ax.
Nozors alsaq ki, Ax=dx, onda f(x+Ax)— f(x)~ f'(x)dx
alariq.
Beloliklo, x, noqtesindo funksiyanin toqribi qiymotini kigik
Ax tcln
S (xg +Ax) & f(xg) + £ (xg)Ax (1.2)

diisturu ilo hesablamagq olar.
Ax na qadar kigik olarsa, bu barabarlik bir o godar doqiq olar.

14



Misal 1.3.

Diferensialin komayi ilo cos91°-ni toqribi hesablamali.
Holli.
f(x) =cosx funksiyasina baxaq, f'(x)=—sinx.

(1.2) boraborliyino asason

cos(x, + Ax) = cos x, +(—sin x;) - Ax.

c0s91° =cos(90? +1°) = cos[% + Lj :

180
X _r Vo Ax—i 1ymatlarini nazara alsa
o T T T . T T
c0s91° =cos| —+——|=cos—+| —sin— |-—— =
2 180 2 2 ) 180
=0+ (-1)——=—"_~-0,017
180 180
olar.
Misal 1.4.

Diferensialin komayi ilo In(e—0,1)-i toqribi hesablamali.
Holli.

f(x)=Inx funksiyasina baxaq, f'(x)= 1 .
X
(1.2) boraborliyino asason

In(x, + Ax) = Inx, +L-Ax .
Xo
X, =e vo Ax=-0,1 qobul edorok

In(e—0,]) *Ine+ 1 (-0,H)=1- 01
e e

~ 0,963

oldugunu alariq.
15



Misal 1.5.
Diferensialin komoayi ilo 3/7,64 -ii togribi hesablamali.
Holli.

f(x)=3\/; funksiyasina tigliin  f'(x) = 1

A2

Onda (1.2)

barabarliyine asason alariq:
1
VX + Ax =3/x) +——"Ax.
33/ x;

Xo=8, Ax=x-x,=7,64—8=-0,36.
Onda

1 1
37,64 ~3/8 + (~036)=2-—-0,36=1,97
3/8? 12

olar.

1.2. Coxdayisonli funksiyanin tam diferensiali vo
onun komoyi ils taqribi hesablamalar

Au= f(x; +Ax, %, +Axy,....x, +Ax,) = f(X],%5,...,X,)
forqi ¢oxdoyisonli u = f(x,,x,,...,x,) funksiyasinin arqument-
lorin Ax;,Ax,,...,Ax, artimlarina uygun olan fam artimi adlanir.
Tutaq ki, wu=f(x,x,,...,x,) funksiyast P(x,x,,...,X,)

noqtosinin  hor hanst otrafinda toyin olunmusdur. Ogor elo

A ,i=1,n varsa ki, bu ndéqtods funksiyanin tam artimim
AM =A1 'Axl +A2 'A.X2 +...+An 'Axn +0(p)

soklindo  gostormok  olar, onda funksiya bu noqtodo
diferensiallanan adlanir, burada

p:\/Axf+Ax§+...+Ax,f ,
16



o(p) — hor bir Ax; >0, i=1n artimmna nisbaton daha yiiksok

tartibli sonsuz kicik komiyyatdir.

Isbatsiz asagidaki teoremlori verak.

Teorem (Funksiyanin ndqtodo diferensiallanan olmasini
zoruri sarti). ©gar u = f(x},x,,...,x,) funksiyast P(x,x,,...,x,)
ndqtesinds tayin olunmusgdursa va diferensiallanandirsa, onda o bu
noqtado kasilmozdir, sonlu xiisusi toromalori var vo

4= ot
ox; | p

Teorem (Funksiyanin noqtods diferensiallanan olmasini kafi
sorti)). Ogor u= f(x,x,,...,x,) funksiyas1 P(x,x,,...,X,)
noqtosinin hor hansi otrafinda toyin olunmusdursa vo biitiin
doyisonlora goro xiisusi toromolori varsa vo bu toéromolor homin
noqtads kasilmoazdirlorse, onda funksiya bu ndqtade diferensialla-
nandir.

u=f(x,x,,...,x,) funksiyasinin tam artiminin, arqument-
lorin artimlarina goros xotti olan, bas hissosi bu funksiyanin birinci
tortib diferensiall adlanir vo

kimi isars edilir.
Birdayisonli funksiyalarda oldugu kimi, asili olmayan doyi-
sonlarin diferensiallar onlarin artimlari ilo Gist-iisto diisiir, yoni

dxlexl, dX2:A.X2,...,dxn:Axn.
Ogor funksiya P ndqtasinds diferensiallanandirsa,
ou ou ou
A=—CP),A4H=—@P),...,4,=—"-(P).
1 axl() 2 axz() axn()

17



Onda ¢oxdoyisonli funksiyanin diferensiali

du= e+ g v+ g (1.3)
ox, ox, ox

Xiisusi halda, z= f(x,y) l¢iin
0z 0z

dz =—dx+—dy. 1.4
7= 0 8yy (1.4)

u=f(x,y,z) lgiin iso
du=—dx+—dy+—d-z. 1.5
ox y 4 0z (1.5)

Noqtado diferensiallanan g¢oxdoyisonli [ funksiyasi {igiin
onun tam artimi Af =df +o(p). Onda Af =df . Coxdoyisonli

funksiyalarin giymaotlorini toqribi hesablamagq tigiin bu diisturdan
istifado etmok olar.

Misal 1.6.

Ikidoyisonli funksiyanin diferensialindan istifado etmoklo

1,06 odadini toqribi hesablamali.

Holli.

Aydindir ki, axtarilan odod z=x" funksiyasinin
M (1,06; 2,98) noqtesindo qiymetidir. Qonsu M (1; 3) noqtesindo

funksiyanin qiymating asason f(x,,,) = f(1; 3) = I’ =1 olar.
x=106=x,+Ax=1+0,06;
y=298=y,+Ay=3-0,02

ayrilisina osason M, noqtosindon M noqtesine kegdikdo koordi-

natlarin Ax =0,06, Ay =-0,02 artimlarin1 aldigin1 nozors alaraq,

18



Af = f(xg+Ax, yo +Ay) — (x4, ) = dz(xy, ) +0(p) ,

p =+ A +Ay” .
Buradan
S (xo +Ax, yy + Ay) = [ (X9, ) +dz(X, V)

qiymotini nozors alaraq dz(x,, y,) -i hesablayagq.

dz = f(x,y)dx+ f, (x,y)dy = ¥ dx+x7 Inxdy,

dx=Ax, dy=Ay.

dz(1,3)=0,18.

1,06>% ~1+0,18=1,18.
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2. BIRDOYISONLI QEYRI-XOTTI TONLIKLORIN
TOQRIBI HOLLI

2.1. Koklarin toklonmasi iisullar:

Bir ¢ox cabri vo transendent tonliklorin doqiq kokiinii tapmaq
olmur. Bu halda koklorin toqribi tapilmasi zorursti yaranir. Bu
maogqsadlo, forz edok ki,

f(x)=0 2.1
geyri-xatti tonliyi verilmisdir, f(x) a <x <b intervalinda toyin
olunmus funksiyadir. Burada (a,b) sonlu vo ya sonsuz
intervaldir.

(2.1) tonliyinin halli elo x* odadina deyilir ki, o (2.1)-1 eyni-
liklo 6dasin:  f(x*)=0

Tutaq ki, (2.1) tonliyinin izolo edilmis koklori var, yoni (2.1)
liclin onun bagqa koklorini saxlamayan interval var.

(2.1) tonliyinin toqribi hallinin tapilmasi iki hissaden ibarat-
dir:

1. koklorin toklonmasi, bu koklorin aid oldugu pargalarinin

tapilmast;

2. togribi koklorin doqiglosdirilmasi.

(2.1) tonliyinin haqiqi koklorini miixtalif tisullarla toklomok
olar.

a) Ogor [a, B] parcasmnin uc noqtolorindo kosilmoz  f(x)
funksiyasinin giymatlori miixtolif isaralidirso, onda bu par¢anin
daxilindo he¢ olmasa bir néqtods sifira barabor qiymaot alir ki, bu
da kokiin toklonmosini gostorir.

Misal 2.1.  f(x)=x"-5x+3=0,
f(0)=3>0, f(1)=1-5+3=-1<0.
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f (0) f (1) <0 olmas1 [0,1] parcasinda verilmis tonliyin kokiiniin

oldugunu gostorir.
b) Diferensial hesabinin totbiqi ilo kdklorin toklonmasi.

Misal 2.2. f(x)=x"-4x-1=0
f(x) funksiyas: @iciin  f'(x) = 4x’ —4 =0 = x = 1 oldugundan,
(—o0,1) vo (1,0) intervallarinda tonliyin 2 hoaqiqi kokii var. Ciinki
f(=0)>0, f(1)<0, f(+0)>0.
Misal 2.3. f(x)=2x+e" =0.

Bu tonlik iigiin f'(x)=2+e* >0 oldugundan f(x) funksiyast
artandir. Bohran noqtasi yoxdur. f(—o0)=—-00, f(+%)=+0 oldu-
gundan (—oo,) intervalinda tonliyin yegano kokii var.

c) Qrafik tsulla koklorin toklonmosi. Koklorin toklonmasi
tiglin (2.1) tenliyini f,(x)= f,(x ekvivalent soklindo gostormak,
f,(x) vo f,(x) funksiyalarmin qrafiklorini qurub onlarin kesigmo

noqtolorini tapmagla, bu noqtolorin absislorini (koklori) miioyyon
etmok olur.

Misal 2.4. f(x)=x"—-x+1=0 = x* =x-1.
y=x>, y=x—1 funksiyalarinin qrafiklorini quraq. Qrafiklor

yalniz bir ndqtado kosisir. Demali, tonliyin yegans hoqiqi kokii var
(sokil 2.1).

Bozi hallarda asagidaki teoremdon do istifado etmok olverisli
olur.

Teorem 2.1. Ogor f(x) =0 tonliyini toyin edon f(x) funksi-

yasinin  [a,b] pargasinin  uclarindaki  qiymotlori  iigilin
f(a)- f(b) <0 olarsa, yoni bu qiymatlor miixtolif isaralidirss,

onda bu tonliyin [a,b] par¢asinda he¢ olmazsa bir hoqiqi kokii
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var. 9gor f(x) funksiyasi kesilmoaz vo diferensiallanandirsa vo
[a,b] pargast daxilindo f'(x) isarosini sabit saxlayirsa, onda bu
[a,b] pargasinda (2.1) tonliyinin yegana x" halli var.

Intervalin uclarinda f(x) eyni isaroli qiymotlor alirsa, onda

bu intervalda (2.1) tonliyinin ya kdoklori yoxdur, ya da haqiqi
koklor clit saydadir.

VA y=x
y=x
x’ 0 )X

N\

Sokil 2.1. Koklerin grafik tisulla toklonmaosi

Moalumdur ki, n deracali P,(x)= z a,.xi ¢oxhadlisinin x,
i=0
koklarinin (homginin kompleks) yerlosdiyi interval

an—1|)

@y seees

|xp| £1+Lmax(]a0
@,
miinasibati ilo toyin olunur.
Koklorin toklonmosi tigiin asagidaki Qyua teoremindon do
istifado etmok olar.
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Teorem 2.2. Ogor P,(x)=0 tonliyinn biitiin koklori haqiqi

ododlordirss, onda a,,a,,...,a, amsallari ii¢iin

ai >a, ja,. . k=1n-1
olur.
Teorem 2.3. Ogor hor hans & (k = m) liciin a; <a,_,a,,,
miinasibati 6donirso, onda P,(x)=0 tonliyinn on az1 bir ciit

kompleks kokii var.

Koklorin tapilmasmin 2-ci morholosindo iki ndv iisuldan
istifado olunur: 1) birbasa vo 2) iterasiya tisullari.

Birbasa {isullarda holl ovvolcodon molum olan sonlu sayda
addimda tapilir. Bu {isullarla sado cobri vo transendent tonliklorin
bazilorini hall etmok olur.

Verilmis tonliyin iterasiya iisullar1 ilo hallinde onun x* kokii

D x® . x® ardicilliginin limitinin tapilmasina

miioyyon bir x'
gotirilir vo axtarilan holl avvoalcodon molum olan sonlu sayda
addima tapila bilmir.

Qeyri-xotti tonliklorin osas toqribi holl iisullar iterasiya
tisullaridir: pargcani yariya bolma (dixotomiya) lisulu, sado itera-
siya tsulu, toxunanlar (Nyuton) tisulu, kosonlor (vatorlor) {isulu,
parabola (Miiller) iisulu, garisiq tisul.

Prosesin yigilma siirati iterasiya tisullarinin osas xarakteris-
tikasidir.

Ogor

n

|x(k+1) _ ¥

|x(k) e

x*| =c
olarsa, onda tisul 7z-ci tortib yigilmaya malikdir deyirlor (burada
c—n-don asili olmayan sabitdir). n=1 olduqda birinci tortib

yigilma, n =2 olduqda iss ikinci tortib yigilma alinir. Bu y1gilma-
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lara, uygun olaraq, xotti vo kvadratik y1gi1lma da deyirlor.

Iterasiya ardiciligini qurarkon funksiyani bir, iki vo s.
ndqtodo hesablamaq lazim golir. Bu halda iterasiya iisullarina,
uygun olaraq, biraddiml, ikiaddimli vs s. Gisullar deyilir.

2.2. Dixotomiya (parcani yariya bolma) iisulu

Dixotomiya tisulu f(x)=0 soklindo geyri-xatti tonliklorin
halli {igiin an sado iisullardan biridir. Onun oasas {istiinliiyii ondadir
ki, homigo yigilandir. Bu iisulun ¢atigmazligi onun yavas siirotlo

yigilmasidir.
Tutaq ki, arasdirmalara goro molumdur ki, f(x)=0 tonliyinin

kokii [a,,b,] parcasindadir, yoni x *€[a,,b,], belo ki, f(x*)=0.
Tutaq ki, f(x) funksiyas: [a,,b,] par¢asinda kosilmozdir vo

par¢anin uclarinda onun giymatlorinin isaralori miixtslifdir, yoni

flay)- f(by) <0. (22)

a,+b

[a,,b,] pargasini yartya bolsok. x, = % noqtosini alariq.

Bu noqtedo funksiyanin f(x,) qiymotini hesablayaq. Ogor
f(x,)=0 olarsa, onda x, — tonliyin axtarillan (tolob olunan)

kokdiir, bununla da mosolo holl olunmusdur vo hesablamalari
dayandiririq. ©ks halda, yoni f(x,) # 0 olarsa, onda f(x,) l¢iin

ya f(x,)>0,yada f(x,)<0 olur. Onda ya [a,,x,] par¢asinin,
ya da [x,,b,] par¢asmin uclarinda f(x) funksiyasmin qiymot-
lorinin isarolori miixtalif olur. Belo pargani [a,,b,] ilo isaro edak.
Aydindir ki, x*e[a,,b,] vo [a,,b,] par¢asiin uzunlugu [a,,b,]
parcasinin uzunlugundan iki dofs kigikdir. Eyni qayda ilo uygun

omoliyyatlart [a,,b,] pargast lglin aparaq. Noticodo ya x*
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kokiinii, yaxud da yeni [a,,b,] parg¢asi aliriq. Prosesi bu qayda
ilo davam etdirik.
a +b

n

n-ci parganin ortast x, =—=- 5 Aydindir ki, [a,,b,]

n

par¢asinin uzunlugu % -9 boabor olacagq.

x*ela,,b,], onda

X _x*|< bn _an < b() _a()
n - 2 - 2n+1

(2.3) miinasiboti par¢ant yariya bolmo iisulunun xotasini

xarakterizo edir vo yigilmanin siiratini gostorir: isul handasi silsilo

(2.3)

stirati ilo y1gilir vo ¢ =1/2.
(2.3) miinasibatindon alinir ki,
bn — an
2
barabarsizliyi 6donildikds va ya

<e (2.4)

n>log, 20 =% (2.5)
&

oldugda iterasiya prosesi dayandirilir (& verilmis doqiqlikdir ).
Belalikla, iterasiyalarin saymi qabaqcadan miioyyan etmak olar.
Kokiin toqribi qiymati kimi x, gotiirtliir.

Misal 2.5. £ =0,01 doqiqliyi ilo x = 32 -ni tapaq. Bu masalo
f(x)=x"—2=0 tonliyinin kdkiiniin tapilmasi ilo ekvivalentdir.
[lkin [a,,b,] pargast kimi [1,2] pargasim gotiirok. Bu parganin
uclarinda funksiya miixtolif isaroli qiymotlor alir: f(1)<0,

£(2)>0.

Lazim olan daqiqliye nail olmaq fgiin [1,2] parcasinin
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boliinmoalerinin 7 saymi tapagq.
i;%%smz:nza

Belaliklo, 6-c1 boliinmodon gec olmayaraq lazim olan
doqiqliklo V2 tapilir, yoni V2 ~1,1484. Hesablamalarin

naticalari cadval 2.1-do verilmisdir.

— ¥k
X, x|£

Cadval 2.1
P T T N A R N E W

isarasi | isarasi
1,0000 | 2,0000 | 1,5000 | - + 5,5938 | 1,0000
1,0000 | 1,5000 | 1,2500 | - 0,7585 | 0,5000
1,0000 | 1,2500 | 1,1250 | - -0,2959 | 0, 2500
1,1250 | 1,2500 | 1,1875 | - 0,1812 | 0,1250
1,1250 | 1,1875 | 1,1406 | - —-0,0691 | 0,0625
1,1406 | 1,1875 | 1,1562 | — 0,0532 | 0,0312
1,1406 | 1,1562 | 1,1484 | - —-0,0078 | 0,0156

NN AW~ O
|+ +

2.3. Sadas iterasiya iisulu vo onun xatasi

f(x) =0 tonliyinin toqribi kdkiinli doqiglesdirmok {igiin sado
iterasiya iisulu adlanan iisuldan istifado edok. Bu zaman f(x)=0
tonliyi

x=@(x) (2.6)
soklino gotirilir. Bu onu gostorir ki, f(x")=0-dan x" =¢(x")
alinir va torsina.

Koklarin toklondiyi intervalda hondosi olaraq (2.6) tonliyi iki
kasison y=x vo y =¢(x) qrafiklori soklinds gostorilir (sokil 2.2).
x* kokii iglin x, baslangic yaxinlasmasinin verildiyini forz edok.
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Onda iterasiya prosesinin
xk :(p(xk) 5 k :0,1,2,... (27)

soklindos oldugunu alariq.

VA y=x
y=0(x)
|
W
| | :
| | |
A-—> ' |
! | | |
| | | ,
| | | |
| | |
| | | ,
J\ .l .L P »
0 Xo X X, X x

Sokil 2.2. x = ¢(x) tonliyinin kokiiniin doqiglosdirilmasi

Teorem 2.4. Tutaq ki, ¢(x) funksiyast [a,b] pargasinda

toyin olunmusdur, diferensiallanandir vo ¢(x) €[a,b]. Ogor elo

birg odadi varsa ki, (p'(x)| <g<l, a<x<b, onda: 1) (2.7) itera-

siya prosesi baslangic x, yaxinlasmasmin secilmosindon asili
olmayaraq y1gilir; 2) x* = lim x, giymati (2.6) tonliyinin yegano
n—»0

hallidir.
Isbati. x,,, =(x,) vo x, = (x, ;) yaxinlasmalarina baxaq.
Buradan aliriq ki,
X1 =X, = Q(x,) =X, ) -
Laqgranj teoremina gora
X1~ X, = (X, =%, )@'(X,), X, €(x,.1,x,).

27



Onda
|xn+1_xn|gq|xn_xn—1| (28)
Vo

|x2 —x1|£ q|x1 — X

2

|x3 —x2| < q|x2 —x1| < (]2|x1 - X

5

............................................... (2.9)
|xn+1 xn| < qn|x1 - x0|
olar. Asagidaki siraya baxaq:
Xo+ (6 —xp) + (0 —=x) + ..+ (x, = x,_) +... (2.10)

x, ardicil yaxinlagsmalari (2.10) sirasinin (n + 1) -ci xiisusi comlo-
ridir, yoni
x,=S

n+l °

(2.9) miinasibotlorino osason (2.10) sirasinin hodlori miitloq

giymoatco vurugu ¢ <1 olan handosi silsilonin uygun hadlorindon

modulca kigikdir, ona gors do (2.10) siras1 miitloq yi1gilir. Demali,
lim S

n+l

=limx, =x* vo x*ela,b].

n—»0

x,=@(x,_;) boraborliyindo limito kegok, ¢(x) funksiyasininn
kosilmozliyino osason alariq:
x*=@(x*).
Hallin yeganoliyini gostorok. Dogrudan da, ogor basqa bir &
adadi do bu tonliyin hallidirss, yoni & = ¢(&) olarsa, onda

x*=E=0(x*)-(8)=¢'(c)(x*=&),
(x*=S-¢'(0)]=0, ce[x*, &]

olar. Buradan
28



x*¥-&=0 = x*=¢

aliriq (¢inki 1—¢'(c) # 0). Teorem isbat olundu.
Beloliklos,

o'(x)] <1 2.11)
olmasi y1gi1lma {i¢iin kafi sortdir.

ogor |(p'(x)| >1 olarsa, onda iterasiyalar yigilmaya da bilor.
ogor |(p'(x)| <1 -dirso, lakin kokdon uzaqda |(p'(x)|>l olarsa,

onda iterasiyalar yigilir. Baglangic yaxinlagma ixtiyari qaydada
secildikdo yigilma olmaya da bilor. Belolikls, baslangic yaxin-
lagmanin se¢ilmasi sado iterasiya iisulunda ¢ox vacibdir (bax,
sokil 2.3).

Sokil 2.3-do y=x vo y=¢(x) funksiyalarinin grafiklorinin
qarsiligh vaziyyatinin 4 hali vo onlara uygun iterasiya proseslori
tosvir edilmisdir. a) vo b) hallar |(p'(x)|<1 halina uygundur —
iterasiya proseslori yigilir. Bu zaman: a) halinda ¢'(x) > 0, y18il-

ma birtoraofli xarakter dasiyir; b) halinda iso ¢'(x) <0, yigilma
ikitorofli xarakter dasiyir; ¢) vo d) hallar

(p'(x)| >1 halina uygun-

dur vo bu hallarda iterasiya prosesi dagilir ( ¢)-do birtorofli, d)-do
ikitorofli dagilma).

Qeyd edok ki, (2.11) yigilma iiglin kafi sortdir. Bu zaman
yaxinlagmalarin hor biri kokiin toklondiyi pargaya diigiir. (2.11)
sortinin 6donmasi (2.7) prosesinin yigilmasini tomin edir, lakin bu
sortin  6donmomosi iterasiya prosesinin dagilan oldugunu
gostormir.

(2.8) vo (2.9)-dan alirq ki,

|x*_'xk+1| =& S48, ZQ|X*_xk

2
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, X €la,b]. Aydindir ki, iterasiya prosesinin

burada g = maX|(p'(x)
yigilma siirati g -don asilidir. Belo ki, ¢ na qodor kigik olarsa,

y1gilma bir o qadar siiratli olar.

ya y=x
y=0(x)

o' (x)| <1
o'(x)>0

—— e — —— =

\ 4

y A
y=0(x)

|

| o'(x)| <1
! i 0'(x) <0

|

5 — —

v

b)
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yl

y=0¢(x) y=x
4
|
L
| o'(x)>1
' ¢'(x) >0
|
i
] .
0 x* X X
c)
yA
y:x
—————— >
TR
O e
ANy ¢'(x) <0
T
by
b
L
: |
L .
0 x* x, x
d)

Sokil 2.3. y =x vo y =¢@(x) funksiyalarinin

grafiklorinin qarsiliqh vaziyyatlori
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Qeyd edok ki, sado iterasiya iisulunu daha imumi f(x)=0
soklindo tonliys totbiq etmok olar.

f(x):0:>x:x—rf(x) (2.12)

Burada 7 # 0 — miioyyon ododdir. Alman tonlik ¢(x)=x—7/(x)

funksiyas1 ilo (2.3) tonliyino ekvivalentdir. 7 parametrinin
giymotini elo segmak olar ki, sads iterasiya iisulunun yigilmasina
vo y1gilma siiratinin artiritlmasina nail olunsun. Masalon, toklonmo
pargasinda f'(x) téromasi m vo M sabitlari ilo mohduddursa

0<m< f'(x)<M,
onda ¢'(x) toromasi tiiin
1-tM < go’(x)< l-tm
olar.

T

= otiirsak, alariq:
M+m 8 a

M —-m , M—-m
<o'(x)<
M+m M+m

yani |(p'(x)<1. Demali, sado iterasiya iisulunun yigilmasi sorti
Odonilir.

T parametrini iterasiyanin nomrosindon asili olan doyison
kimi do gotlirmak olar. Belo ki, agor

1
Ty =—7—
S (Ck—l)
gotiirsok, onda (2.12) tonliyi iigiin sado iterasiya tisulu
S (Ck—l)

Crk =Ck-1— 7

S (ck—l)

soklino golir. Bu diistur toxunanlar tisulu ilo tist-listo diistir.
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Beloliklo, toxunanlar {isulunu sado iterasiya lsulunun 7
doyisonli xiisusi hal1 kimi vermok olar.

Qeyd 1. Ogor ¢(x) funksiyast —oo <x <oo araliginda toyin

olunmusdursa, diferensiallanandirsa vo x € (—o0,0) oldugda

(p'(x)| < g <1 gorti 6donilirse, onda geyd edilmis teorem yeno do
dogrudur.

Qeyd 2. Teoremin sortlori Odonildikdo iterasiya prosesi

istonilon x, €[a,b] baslangic yaxinlagmasi {igiin y181lir.
Misal 2.6. x = v/a -nin hesablanmasina baxaq.
f(x)=x*-a=0.

Bu tonliyi x = ¢(x) soklino 3 iisulla gotirmok olar.

1) x=\/22>x2=a:>x=£:>(p(x):£;
X X

(p'(x):—i2 \£) |go'(x)|—>1, x—>+Ja olduqda iterasiya
X

prosesi yigilmar.

2) xzza:>x2—a20:x:x2+x—a:>g0(x):x2+x—a;
(p'(x)=2x+1:>x:—% oldugda ¢'(x)=0 olur.

xe(~1,0) oldugda |(p'(x)| <1, x¢(-10) oldugda iso |go’(x)| >1

olur.
Bu halda iterasiya prosesi kokiin monfi qiymaotlorinds sonlu
intervalda y1gilir

2 a x+; , 1 a
) x =a=>x=—=x= :>(p(x)=— Xx+—
X 2 2 X
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1

(p'(x)za[l—%jzozx:i\@vs x =*+/a olduqda
x

|go'(x)| — 0 olur.

Bu halda iterasiya prosesi ¢ox tez yigilir.

X

Qeyd edok ki, x = %(x + gj tonliyi Ja -nm qiymatinin kom-

pliterdo hesablammasi {i¢iin istifado olunur.
Beloaliklo, sads iterasiya tisulunda ¢(x) funksiyasini se¢ilmaosi

osasdir.
2.4. Toxunanlar (Nyuton) iisulu

Tutaq ki, & (2.1) tonliyinin hallidir vo f(x) funksiyas1 2-ci
tortib kosilmoz toromoyo malikdir. Hor hans1 x, =& n-ci yaxin-

lagmasini tapmagqla, bu yaxinlasmani toxunanlar iisulu ilo asagi-
daki kimi daqiqlesdira bilorik:

E=x,+h, (2.13)
burada ~ miitloq qiymotco kigik komiyyatdir. (&) funksiyasini
Teylor sirasina ayiraq. Bu ayriligin ilk iki haddi ilo kifaystlonok:

0= £(&)= F(, + 1) f)+ hf'(x,) => h=—L L)
S (%)
Onda (2.13) ifadasine asason
X . =X —M n=0,12,... (2.14)

T )
aliriq. Toxunanlar tsulu f(x,)f"(x,)>0 sortini 6doysn ucdan

totbiq olunur.
Bu iisulu hondosi izah edok (sokil 2.4).
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B(b, (b)) noqtesinds ayriys ¢okilmis toxunanin tonliyi
y=f()=f'(b)(x-Db)
soklindadir. Bu tonlikde y =0, x=ux,,,, b=x, gotiirsok aliriq:
J(x,)

- f(xn) = f,(xn)(xnﬂ - xn) =X =X T

(%)

Y A
B(b, (b))

a »
T X
: X%, x; b

A(a, fla))

Sokil 2.4. Toxunanlar {isulu ilo tonliyin kokiinilin
doqiqlosdirilmasi

Qeyd 3. Ogor f'(x) toromasi [a,b] pargasinda az doyisirso,
f'(x,) = f'(x,) gotiirmoak olar. Onda

x,mzxn—w, n=0,1,2,... (2.15)
S'(x0)
alariq. (2.15) disturu modifikasiya olunmus toxunanlar iisulu
adlanir. Sado iterasiya iisulu iiclin yigilmanin kafi sortindon bu
tisul liglin uygun sorti almaq olar.
x = @(x) vo (2.14) miinasibatlorindon, toxunanlar tisulunun
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f(x)
J'(x)

olduqda, sado iterasiya ilisulundan alinan xiisusi hali oldugu

P(x)=x~

goriiniir. Bu halda sads iterasiya Gisulu Gigiin |o'(x)| <1 yigilma

sortindon va
' X " X
) = L0
Lf'(0)]

ifadssindon toxunanlar tisulunun yi1gilmasi ti¢iin

@S| <Lf" )P
kafi sortini aliriq.

f(x)=0=¢'(x)=0
oldugundan (2.14) iterasiya prosesi ixtiyari baslangic yaxinlagma
ticiin kokiin doqiq qiymatine y1g1ilir.

Bu iisulunun y1gilma siiratini qiymotlondirak. Aydindir ki,

X =X =9(x) —o(x") (2.16)
oldugu aydindir. ¢(x,) funksiyasini
o(x; —-x"+x")=
* 1, % * 1 w,o o ® %
=@(x")+o'(x )(x;, —x )+5<P () =x") o

Teylor sirasina ayiraq. Bu ayrilisi (2.16)-da yazib vo ¢'(x")=0

oldugunu nazars alsaq
1 ”
S P (X))

alarig. Bu onu gostorir ki, kokiin yaxmliginda iisul II tortib
yigilmaya malikdir.
Nyuton iisulu biraddimli {isuldur. Bu iisul sistem halina
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genislondirilo bilir. Lakin f'(x) # 0 olan oblastlarda toxunanlar
tisulu dagilir. Bundan basqa, ogor f(x) funksiyasi codval soklindo
verilmisdirsa, onda f’(x) téromosinin hesablanmasi ¢otinlogir.

Gostorilon ¢otinlik bagqa bir iisulda (votorlor iisulunda) aradan
qaldirilir.

(2.14) ifadesindon goriiniir ki, toxunanlar {isulunda hesab-
lamalarin say1 ¢ox, onun y1gilma siirati yiiksokdir.

Teorem 2.2. Tutaq ki, x=c¢ oadadi f(x)=0 tonliyinin

hallidir, f'(c)#0 va f"(c) kesilmazdir. Onda ¢ kdokiiniin elo D
otrafi var ki, ce D. ©gor ¢, baslangic yaxinlagsmasi bu otrafa
daxildirso, toxunanlar iisulu iigiin {c,} ardicillig n — oo olduqda
¢ odadino yigilir. Bu zaman &, =c, —c xotas1 l¢iin asagidaki

miinasibat dogrudur:
m gngl — f”,(X)
nw go 2 f'(x)

2.5. Vatarlar iisulu

Tutaq ki, f(x)=0 tonliyinin & €[a,b] hallini tapmaq tolob
olunur vo f(a)- f(b)<0.

Miioyyonlik ii¢lin, f(a)<0, f(b)>0 oldugunu forz edok
(sokil 2.5).

[a,b]par¢asini yariya bolmok ovozino onu f(a): f(b) nis-
botinds iki hissoyo bolok. Bu biza kdkiin toqribi

X, =a+h, (2.17)
giymatini verir. Buradan AdaM ~ ABbM olduguna gors belo yaza
bilorik:
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B(b, b))

A(b, (b))

Sokil 2.5. Vatarlar iisulu ilo tonliyin kokiiniin

doqiqlosdirilmasi
- f(a) _ h
) b-(a+h)
- f(a)
hy=—————(b- 2.18
Fo-r@ " 219
Demali,

PO O Ry S A C) /A CO RO R T

1 f(b) = f(a) S (b)-f(a)
Votarlar iisulu
EPACTI R
S'(x)

toxunanlar tisulundan f'(x) toéromesini iki ardicil [x,_;, f(x,_))]

Xl = Xk

va [x;, f(x;)] yaxinlagmalarina goro asagidaki kimi hesabladiqda
alinir.
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fE)=fG)

') =
X =X
A(a, f(a)) vo B(b, f(b)) noqtalorindon kecon diiz xattin
x—a_ y-f(a)

b—a f(b)- f(a)

tonliyindo x =x,, y =0 gotiirsak (2.19) ifadssini alariq.

Votorlor iisulunda hor bir iterasiyada f”'(x)toromasini hesab-
lamaq tolob olunmur. Bu da hesablamalarin saymin xeyli azalma-
sina sobab olur. Bu iisul ikiaddimli iisuldur, ¢iinki, hesablamalarin
1-ci iterasiyasinda hom x,, hom do x, molum olmalidir.

Vatorlar {isulunun totbiqi zamani iki hal miimkiindiir: f"(x)
sabit isaralidir va f"(x) > 0.

Tutaq ki, f(a)<0. Bu halda [a,b] par¢asinin b ucu torpan-
mozdir vo
() -by)

Jb)-f(x,)
ardicil yaxinlagsmalart monoton artan ardicillig olmaqgla, bu
ardicillig mohduddur:

X, =a, n=0,1,2,...

a=xy<x <Xy <..<x,<x,,;<..<§<Db.

Tutaq ki, f(a)> 0. Bu halda [a,b] parcasinin a ucu torpan-

mazdir va

_4f(x,)-x,/(a) n=0.1.2. ...

xn+1 s

f(x,) = f(a)
ardicil yaxinlasmalar1 mohdud monoton azalan ardicilliq omalo
gotirirlor:

X, =b,

a<&<..<x,,<x,<.<x,<x,=b.
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Demoli, parganin torpanmoaz uc noqtasi f(c¢) f"(c) >0 sortin-

don segilir, bu zaman ya ¢ =a vo yaxud da ¢ =5 olur.
Vatorlor tisulunun yi8ilma sorti toxunanlar tisulunun yi1gilma
sortind uygundur. Vatarlor lisulunun yi1gilma tortibi

Enel —AELE, :al/p[gn ]p

miinasibati ilo toyin olunur. Burada

w1 SO V5 s
2 f'(x,) 2
x, yaxinlagsmasinin xotasini
x - x,| < M
m

kimi qiymotlondirmok olar, burada m, = {mg# f ’(x)| .

2.6. Parabola tisulu

Parabola iisulunun mahiyyati asagidaki kimidir. Bu iisulda
asagidaki ti¢ ardicil

[xn—23 f(xn—Z )] ’ [xn—I’ f(xn—l )] s [xn’ f(xn )]

yaxinlagmalarina asason ilkin funksiyani yaxinlasdiran iki doracoli
coxhadli (parabola) qurulur. Bu iisula kvadratik interpolyasiya vo
ya Miiller iisulu deyilir. Sokil 2.6 parabola tisulunun mahiyyastini
gostarir.

Parabola iisulu 3-addimli tsuldur. Bu iisul g¢oxhadlilorin
koklorinin tapilmast iigiin totbiq olunur (kompleks koklorin).

X, ,,X, ,,X, yaxinlagmalarina nozoron Nyutonun interpol-

n-1>"n

yasiya ¢oxhadlisini yazaq:
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Va

V2 >
X1 S~_ =" Xont Xn X, X2 X

Sokil 2.6. Parabola iisulu ilo kdkiin doqiqlogdirilmasi

By(x) = f(x,)+(x=x,) f(x,,%,) +
+ (X = x, ) =X, ) (%5 %1, X, )
P,(x) =0 qobul etsok,
az’ +bz+c=0 (2.20)
kvadrat tonliyini alariq, burada
a=f (X%, 15%,), Z=X=X,,

b:a(xn _xn—1)+f('xn3xn—1)v C:f(xn)'

(2.20) tonliyinin koklorindon miitlaq qiymotco kigiyi yeni

X,. =X, +z yaxinlagmasini toyin edir.

n+l
Aydindir ki, hesablamalar aparmaq ftg¢iin ilk i¢ x,,x,,x,
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yaxinlagmalari molum olmalidir. Odur ki, tisul 3-addimli olur.
Parabola tisulu ¢ox yavas y18ilir. Onun y1gilma siirotinin

770 [**
6f'(%)

kimi olmasini gostormak olar.

_ —(1,84
s =3 > oy =3

Votorlar tisulunda isa

—)_c|=a%3|xn —)_CB

|xn+1

5

a=f,(x_); ﬁ:l(\/§+1)zl,62; lz0362-
2@ "2 P
Usulun xatast

Enrl TERE1E 2 = (Sn )p

kimidir, burada p =1,839.

2.7. Qarisiq iisul

Qaris1q tsul, vatorlor vo toxunanlar tisullarinin birgs totbiq

edilmasinag asaslanir.

Tutaq ki, f(a)-f(b)<0 , f'(x)vo f"(x) toromolori iso

[a,b] pargasinda sabit isarolidir. Votorlor vo toxunanlar tisulunu

birgo totbiq etmoklo hor addimda f(x)=0 tonliyinin x* doqiq

hollinin oksiyi vo artig1 ilo qiymatini tapmaga imkan veron tisul

alinir.
Noazori cohatdon burada dord hal miimkiindiir:

> fi(x)>0; f'(x)>0;
> ff(0)>0; f'(x)<0;
> f'(0)<0; f"(x)>0;
>

f'(x)<0; f"(x)<0.
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Yalniz birinci hala baxaq, ¢iinki galan ii¢ hal birinci hala
analoji aparilir vo birinci hala gatirilir.

Qarisiq tisulun totbiqi noticosindo iki monoton ardicilliq
aliriq: {x,}— kokiin oksiyi ilo toqribi qiymatlori; {X,}— kokiin
arti1 ilo toqribi qiymatlori. Verilmis & doqiqliyi ilo x* kokiini
tapmaq tUg¢lin {x,},{x,} ardicilliginn |x,-X, [<2-& sortini
Odoyan qiymatlori kifayotdir. x*e([x,,x,] olduguna goro kdokiin
qiymoti kimi x,,x, odadlorinin ododi ortasini gétiirmok lazimdir,

Xy T X, Xy T Xy

x*— <g.

yoni x* = . Aydindir ki,

Kokiin giymatlorinin hesablama diisturlar1 asagidaki kimidir.

a) ogar [a,b] parcasinda f(a)- f"(a) >0 olarsa, onda:

X, =xn—_f(#)'()_cn—xn), n=0,12,..
S = f(x,)
X, =X, _ &) n=0,12,.. (2.21)

TGRS

Xo=b, Xy=a

b) ogor [a,b] parcasinda f(b)- f"(b) >0 olarsa, onda:

X, =xn—%'(xn—xn), n=0,12,...
f(xn)_f('xn)
¥ =x — ) 010 (2.22)

S CAN

Xp=a, Xy=>b

Sokil 2.7-do qarisiq lisulun mahiyyoti gostorilmisdir.
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yA

=V

0

Sokil 2.7. Qarisiq tisulla kokiin dogiglosdirilmasi

Misal 2.7. f(x)=x"—x—0,2=0 tonliyinin 0,0005 doqiqliyi-
na godor miisbat kokiiniin hesablanmasina baxagq.

Koklarin toklonmasinin birinci marhoalasinds, uclarinda funk-
siyanin qiymatlorinin isarolori miixtilif olan, [1,0;1,1] parcasini
secirik. Dogrudan da, f(1)=-0,2; f(1,1)=-0,31051>0. Secdi-
yimiz par¢ada f'(x)>0, f"(x)>0, yoni sabit isarolidir. x, =1,0
vo X, = L1 gotiirmakls, qarisiq iisulu totbiq edok.

(2.22) diisturlari ils tapiriq ki,

x, =1,03917651; X, =1,050872558.

| x, — X, |<2-¢& sortini yoxlayaq.

| x, — X, |=/1,03917651-1,050872558 |=0,01169605 > 0,001 .

f((x,+x)/2)=0,0013037.

Doqiqlik kifayst olmadigindan (xota boylikdiir), asagidaki
giymatlori hesablayaq:

x, =1,044683244; X, =1,044846218.
| x, =X, |=0,000163 < 0,001 .
f((x, +X,)/2)=0,0000150248 .
Belaliklo, iki addimda lazim olan doqiqlik tomin edilir.
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3. FUNKSIYANIN YAXINLASMASI
3.1. Funksiyanin aproksimasiyasi1 masalasinin qoyulusu

Bir ¢ox hallarda y -in x -don asililigin1 miioyyon bir y= f(x)
funksiyasi soklindo gostormok olmur. Elo hallar da ola bilir ki, bu
asililiq ¢cox miirokkab olur. ©On ¢ox yayilmis va vacib olan hal bu
asililigin codval soklindo, {x,,y;} verilmasidir. Bu o demokdir ki,
{x;} qiymotlorino funksiyanin {y;} (i=0,1,...,n) qiymatlori qars
goyulur. xva y-in bu giymotlori miioyyon hesablamalarin noti-
colari, ya da eksperimental verilonlor ola bilorlor.

Praktikada funksiyanin codvoldo gostorilon qiymatlorindon
basqa onun digor noqtolorde do giymotlori lazim ola bilor. Lakin,
bu giymotlor yalniz miirokkob hesablamalar vasitosilo vo ya
eksperimentlar aparmagqla alds edilo bilor.

Beloliklo, vaxta vo vasaito qonast ndqteyi-nozorindon mévcud
cadval molumatlar1 asasinda arqumentin istonilon x qiymati ti¢lin
funksiyanin toqribi y qiymsatlorini hesablamaq zorurati yaranir.

Bu mosolo f(x) funksiyasinin, ona miioyyon monada toqri-
bon yaxin olan, daha sado ¢@(x) funksiyasina ovoz edilmosi
(aproksimasiyasi) ilo hoall edilir ki, verilmis doyismo intervalinda x
arqumentinin istonilon gqiymsatinds ¢(x) funksiyasinin hesablan-
mast ¢otin olmur.

f(x) funksiyasina miioyyon monada toqribon yaxin olan
¢(x) funksiyasinin tapilmasina aproksimasiya deyilir (latin
dilindon approximo — yaxinlasiram). Burada f(x) verilon, ¢(x)

180 aproksimasiyaedici funksiya adlandirilir.
Funksiyanin yaxinlagmasi maosalosi belo qoyulur: verilon
f(x) funksiyasini elo ¢(x) funksiyasi ilo aproksimasiya etmok
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talob olunur ki, verilmis oblastda ¢(x) funksiyasinin f(x) funk-
siyasindan meyletmasi (sapmasi) an ki¢ik olsun.

Praktikada funksiyanin

p(x)=a, +a,x+a,x> +..+a,x" (3.1)

coxhadlisi ilo aproksimasiyas: daha shomiyyatlidir. Bu zaman
a; (j=0,1,...,n) omsallar1 elo segilir ki, ¢oxhadlinin funksiyadan
meyletmasi on kigik olsun.

Ogor yaxinlasma verilmis {x;} diskret noqtolor ¢oxlugunda

qurularsa, onda aproksimasiya ndgtavi adlanir.
Yaxinlagsmalar kosilmoz noqtolor coxlugunda (mosalon, [a,b]

parcasinda) qurularsa, onda o kasilmaz (vo ya inteqral) adlanir.
Noqtovi aproksimasiyanin miixtolif névlori var. Bunlardan
biri interpolyasiyadir. Bu halda verilmis y = f(x) funksiyasi

ticlin elo (3.1) ¢oxhadlisi qurulur ki,
o(x;)=y;, i=0,1..,n (3.2)

olsun. x; noqtolorino interpolyasiyanin diiyiin noqtalari, ¢(x)
coxhadlisine isa interpolyasiya ¢oxhadlisi deyilir.

Tutaq ki, interpolyasiya coxhodlisinin maksimal dorocosi
m = n . Bu halda global interpolyasiyadan danisilir, belo ki, bir

o(x)=ay+ax+..+a,x" (3.3)

coxhadlisi X-in biitlin doyismo intervalinda f(x) funksiyasini
interpolyasiya etmok {iciin istifado olunur. (3.3) ¢oxhadlisinin g,
omsallar1 (3.2) tonliklor sistemindon tapilir. Isbat etmok olar ki,
x; #x, (i#k) oldugda (3.2) sisteminin yegans halli var.
Interpolyasiya coxhadlisi x -in doyismo intervalinin miioyyon
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hissasindo do qurula bilor. Bu halda hisso-hisso (lokal) interpol-
yasiya alinir.

Interpolyasiya goxhadlilori x, < x < x, aralifinda funksiyan
hesablamaq {i¢iin istifado olunur. Lakin bozon o funksiyam
x <x,, x>x, araliglarinda da hesablamaq {i¢lin istifado oluna
bilor. Bu yaxinlagsmaya ekstrapolyasiya deyilir.

Interpolyasiya mosolosindo osas sort ¢(x) interpolyasiya
coxhadlisinin grafikinin f(x) funksiyasinin interpolyasiya diiyiin

noqtolorindoki giymotlorindon kegmasi sortidir. Lakin boazi hallar-
da bu sortin 6donmasi ¢atindir vo magsadsuygun olmur. Ona gors
orta kvadratik yaxinlasma istifado olunur. Bu zaman m<n
olur; m=n hali interpolyasiyaya uygundur. Praktikada adoton

interpolyasiyaedici funksiyant m =1,2,3 daracali secirlor.
Asagidaki

5= loG) - F (3.4)
i=0

komiyyati (x;,y;) (i =0,1,...,n)ndqtalor coxlugunda ¢(x) -in
f(x) -don meyletmasinin Olg¢iisii adlanir.

Miintazom yaxinlasma. Bozon yaxinlagsmani quran zaman

daha ciddi sort qoyulur: [a,b] parcasinin biitiin ndqtolorindo
() —p(x)|<e, a<x<bh

olsun (& >0 —verilmis ododdir). Bu halda ¢(x) ¢oxhadlisi [a,b]
pargasinda f (x) funksiyasint ¢ daqiqliklo aproksimasiya edir

deyirlor.
¢@(x) coxhadlisinin [a,b] parcasinda f(x) funksiyasindan

miitlag meyletmasi
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A = max| f (x) - p(x) (3.5)

kimi toyin olunur.
Teorem 3.1.  (Veyerstrass teoremi). Ogor  f(x)e Gy,

olarsa, onda ixtiyarie >0 {gcilin elo m=m(g) dorocali ¢@(x)
coxhadlisi var ki, onun [a,b] parcasinda f(x) funksiyasindan
miitloq meyletmasi ¢ -dan kigikdir.

Ogor (3.3) coxhadlisinin a; amsallarini elo se¢mok olarsa ki,
verilmis [a,b] parcasinda (3.5) miitloqg meyletmasi minimal olsun,

onda bu yaxinlagmaya funksiyanin an yaxst yaxinlagmasi deyilir.

Praktiki totbiglorde asagidaki mosalslor cox miihiim ohomiy-

yot kasb edir:

» analitik vo ya codval soklindo verilmis funksiyanin, ona
daha yaxin, daha sado vo hesablama iigiin daha olverisli
olan funksiya ilo ovoz edilmasi;

» verilmis hor hansi bir parganin diskret sayda noqtolor
¢oxlugunda funksiyanin verilmis qiymatlorino goéra onun
qurulmas.

Umumi halda yaxinlasma mosalosinin qoyulusunda asagidaki

morhololors riayat etmok olverislidir:

» hans1 funksiyalar sinfini segmoyin lazim olmasini toyin
etmoali (mosalon, coxhadlilor, triqonometrik funksiyalar,
iistlii funksiyalar vo s.);

» ilkin va axtarilan funksiyalarin yaxinliq meyarini se¢mali
(masoalon, onlarin giymaotlori diiyiin ndqtolorindo {ist-listo
diismolidir — Laqranj interpolyasiyasi vo s.);

» yaxinlagdirict funksiyanin (interpolyasiya c¢oxhadlisinin)
qurulmasi ii¢lin hansi noqtolordon istifado olunmali vo
onlar1 neca yerlosdirmali.
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3.2. interpolyasiya
Tutaq ki, [a,b] pargasinda iist-listo diigmoyon x; ndqtolor
coxlugu verilmisdir. Bu noqtalordo f; = f(x;), i =0,n qiymatlari
molumdur. ¢(x,a) yaxinlagdirici funksiya ilo f(x) funksiyasi

(n+1) sayda diiyiin noqtolorindo {ist-listo diismosi tolob olunur.

Basqa sozlo,
o(x;, agyoya,) = f(x)=f,, i=0,n (3.6)

boraboarliklori 6donilsin. Bu iisul interpolyasiya (Laqranj interpol-
yasiyast) adlanir.
On ¢ox xotti interpolyasiya iisulundan istifado edilir. Burada

yaxinlagdirict funksiya ¢,;(x) — bazis funksiyalarinin xatti kombi-

nasiyasi
Q(x, ag,..., a,) =Y a,p,(x) (3.7)
i=0

soklindos axtarilir. @, (x) funksiyalar sistemi xatti asili deyillor. Bu
funksiyalar tigiin

o(x0)  @(x) - @,(x0)

Po(x) @ (x) o @,(x) 40

¢O(xn) (pl(xn) q)n(xn)
(3.7) funksiyalarim1 (3.6)-da yerino yazsaq «; omsallarini
tapmaq ucun

fi = Zai(pi (x,), k=0,..,n
i=0

xotti tonliklor sistemi alariq.
49



Lx,x?, ... x" qiivvat funksiyalar1 sistemini xatti asili olmayan

funksiyalar kimi gotlirmok olar (cobri interpolyasiya).
Coxhadlilarlo yaxinlasmada yaxinlasdirici funksiya

P (x)= Zn: ax'
i=0

n doaracali ¢goxhadli soklinda axtarilir.
P, (x;) = f; sortindon istifads etmoklo a; omsallarina nozeron

Yaxi=f, k=0n (3.8)
i=0
xatti cabri tanliklar sistemi alinir.

Interpolyasiya noqtolori iist-iisto diismoadikdo (3.8) sisteminin

determinant1 Vandermond determinantidir:

2 n
I x, x X

2 n
1 x x X

1 1 cee 1 _
- H (xk_xi)?fo

................................ k>i>0

2 n
I x, =x, X,

Belaliklo, (3.8) sisteminin halli var vo bu hoall yeganaodir.

Demoali, yeganoa n doracali P, (x) interpolyasiya ¢coxhadlisi var.

3.3. Lagranjin interpolyasiya ¢oxhadlisi

Teorem 3.2. Tutaq ki, [a,b] par¢asinda x arqumentinin n + 1

sayda mixtalif x,,x,...,x,qiymatlori verilir, bu noqtolordo

v, = f(x,) (i=0,n) qiymatlori malumdur. Onda dorocasi n-don

boyiik olmayan elo yegano L,(x) c¢oxhadlisi var ki,
L (x)=y, i=0,n.
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Isbati. ©Ovvalco xiisusi mosaloys baxaq. Elo P(x) coxhadlisi
quraq ki, P(x;)=0, i# j oldugda vo F(x;)=1 olsun (sokil
3.1). Yoni

P(x)=5 Loi=/ (3.9)
(x.)=0. = .
1\ J 0’ li]
burada 517 — Kroneker simvollaridir.
Ya
y=P{(x)

|

|

1i

|
|
T
0l a xo\/xl Xi X, X, b x

Sokil 3.1. P(x) coxhadlisinin hondasi tocviri

Tutaq ki, axtarilan polinom n sayda x,,X;,..., X;,_|,X;,] 5.--s X,

noqtalorinds sifira ¢evrilir. Onda onu
P(0) = ¢ (= %)X = 1)) x = % ) = o= x,) (3.10)
soklindo axtarmagq olar. Burada ¢, — sabit omsallardir.
(3.10) ifadoesindo x = x; gotiirsak vo P (x;) =1 olmasini noze-
ro alsaq,
¢ (X = x0) (0 = 2)- (0 = 2, (6 = Xi1)--(x; = x, ) =1

Vo
1

(7 = %0 ) (X = X)X = X)) (X = X,)
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alariq. ¢; amsallarinin bu qiymatlorini (3.10)-da yazsaq,

(=)o =, ) = )=,

(e, = x50, = x, (X, = x;,,).nn(x;, — )

B(x)= (3.11)

alariq.

Elo L,(x) ¢oxhadlisi tapaq ki, L,(x;) =y, olsun. Bu ¢oxhadli

L= Py, (3.12)
i=0

soklindadir. Dogrudan da:
1) L,(x) coxhadlisinin dorocesi 7 -1 agmur;

D) L) =3 By =Py, =y, (=0

i=0

(3.11) va (3.12) ifadolorindon

B (x=x;)..(x—x,)
)= (X0 = X;)---(xg — x,,) '
1 (x=xp)(x=x,)...(x—x,) N (3.13)
(2 = x0) (X = X3)..(x; —x,,)
(x = xo)(x —x)..(Xx = x,,_)

(xn _xO)(xn _xl)"'(xn _xnfl)

+ot Y,

aliriq. Bu axtarilan ¢oxhadlidir vo Lagranj ¢oxhadlisi adlanir.
0, () = (x=x)(x =) (x=x,) = [ [ (x=3)
i=0

isaro edok. Onda Laqgranj ¢oxhadlisini
< o, (x
Ln (.X) — z ¥y n( )

i (x—x )a),'q (x;)
Vo ya
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n n (x —-X )
L@=Yr]I—2
; E(I): (x,‘ —X j)
J#i
soklinds yazmagq olar.
Isbat edok ki, Lagranj ¢oxhadlisi yeganadir. Forz edok ki, elo

Zn (x) # L,(x) coxhadlisi var ki,
L(x)=y, (i=0,n).
Onda doracaesi n-don bdyiik olmayan Q,(x)= Zn (x)—-L,(x) ¢ox-
hadlisi (n+1) sayda x,,x,...,x, noqtalorinds sifra gevrilir, yoni
0,(0)=0=L,(x)=L,() .

Bu isa ¢goxhadlinin yeganaliyini gosterir.
Xotti vo kvadratik interpolyasiya diisturlarin1 Laqranj diistu-

runa goro
X—Xx X—X
L(x) =y, =y e,
Xo =X X1~ X
x—x)(x—x xX—xy)(x—x,)
L(x)=y (x—x)(x—x,) +, (x—xo 2

(x; —x0) (X — x)
(x—x)(x—x;)

(X3 —x0) (X — 1)

° (xg —xp) (X9 — X5)

)
kimi yazmagq olar.

3.4. Laqranjin barabar addimlar iiciin
interpolyasiya coxhadlisi

Tutaq ki, diiyiin noqtalori li¢iin

xl_xO:.X2_xl =...=X, — X

Odonilir.
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X—X
0 —¢ avaz edok. Onda

P(x)= (r = x)(x =) (X =2, )X = X;y).. (X —x,, ) _
(o =20 )(x; = xp ) (X = X )X = Xpp)- (X — X,)
_th-(th—h)..[th—(i = V)h][th— (i + )h]..(th—nh) _
B ih-(i=V)h..h-(=h)..[~(n—i)h] -
_tt=D)..(t-n) D" 1 t(t=1)...(t—n)
1 |

=(-1y"c,
t—i i'(n—1)! t—i n!

oldugunu alariq.
Beloliklo,

L) =L, Gy by = (-1 LD gy s

Axiriner ifadado y, - lor qarsisindaki

o HE =)= )
S PR

omsallar1  f(x) funksiyasindan vo /4 addimindan asili deyillor.

Onlar1 codval soklindo gostormoklo istifado etmok olar. Belo
cadval movcuddur. Bu Lagranj amsallar: cadvali adlanir.

3.5. Boliinan farqlar va onlarin xassalori

Laqranj ¢oxhadlisinin basqa sokli Nyutonun interpolyasiya
¢oxhadlisidir vo onun bazi iistiinliiklori var.

Nyuton ¢oxhadlisini qurmagq {iigiin boliinon forglor anlayisini
verak.

f(x)e R funksiyasim1 vo [a,b] parcasmna daxil olan
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X0s X155 X, (X; # X, 1# J) noqtolorini gotiirok.

Stfirinct tortib boliinon forglor — funksiyanin diiyiin noqtolo-
rindoki qiymatlori ilo tist-iisto diisiir.

Birinci tortib bolinon forqlor f(x;,x;) sifirinct tortib bolinon

forqglorlo
f(‘xi)_f(xj) _ f; _fj

X, =X, X, —X;

f('xi"xj):

kimi toyin olunurlar. Masalaon,

Sfo= i
. : 3""f(xn—1’xn)_ St

S (xg,xp) =

Tkinci tortib boliinen farqler birinci tartib bdliinon farqlorla

Sxx ;)= f(x;,x;)

Xp = Xg

f(xiaxj’xk):

kimi toyin olunurlar. Masalon,

S (x0, %) = S (%1,%5)

Xo — X

S (xg5x1,%,) =

n -ci tortib boliinon forqglor

f(xiﬁxi+1’ Xitn— 1) f(xz+1’ l+n)

X = Xitn

f(xl’xl+1’ l+n)

kimi toyin olunurlar.

Beloliklo, (n+1)-ci noqto iiclin n-ci tortibo godor boliinon
forqlor qurulur. Boyiik tortib boliinon forqlor isa sifir olur. Tortib
edilmis asagidaki codvolo osason deyilonlori daha aydin basa
diismak olar.
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fo
S (xo,xy)
N S (xg,%;,x;)
S (x, %) S (xg, %, X, X3)
Ve S (x5, %3) S (Xg, X155, X3, %)
S (xy,x3) S (x5, %5, x4)
/3 S (x5, %3, x4)
S (x3,x4)
J4

Boliinen forqlorin asagidaki xassolorini var.

D) f(x.x) f(x) ZACT N G RACT

fox)= %) f(x)
X =X ('xi_xj)('xi_'xk)

" f(x.i) " S(x)
(x; =x)(x; —x,) (= x;)(x, —x;)

2) Comin (forqin) boliinen forqi toplananlarin (azalan vo
¢ixilanin) boliinen farqlorinin comina (forqing) borabardir.

f(xi9xj9xk) =

Vo S.

3) Sabit vurugu boliinon forq isarosi xaricino ¢ixarmagq olar.
4) Boliinon forq 6z arqumentlorine nozaron simmetrikdir:

S (x, %) = f(x1,%) 5
SO0 X000 X, ) = (X5 X505 X, ) = e = (XX, 15000 X0 X
5) n doracali goxhsdhdsn n-ci tortib boliinon forq sabit, 7 -
don yiiksok tortib boliinon forq iso sifirdir.

Boliinon forglorin soklindon goriiniir ki, onlar uygun tortib
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toramalorin analoqlaridir.
Boliinan forglarlo uygun tortib téromalor arasinda

SO ) =nlf (xg,%50.5%,)
miinasibati mévcuddur. Masalan,

') =S x)s f1(0) =21 (x5, X)),

3.6. Barabar olmayan addimlar iiciin Nyutonun
interpolyasiya coxhadlisi
Nyutonun birinci interpolyasiya diisturunu ¢ixarmaq tigiin
forz edok ki, x,,x,..,x, diylin noqtoloridir. x ndqtesini do

diiylin noqtasi olaraq gotiirok. Molum

S (x) = f(xo)+(x=x0) f(x,%) (3.14)
miinasibatini yazaq. Eyni gqayda ilo
S (x,x0) = f (0, %)+ (x = x;) f (X, %0, %)) - (3.15)

(3.15)-1 (3.14)-do nozors alsaq,
S (x) = f(xo)+(x—x0) f (xq, %) +

(3.16)
+(x = x0)(x = xp) f (%, %, %)

alariq.
Boliinon forqin torifino gora

S, x0,x0) = (X0, %1, %) + (X —x3) (X, X0, x1,%5) . (3.17)
Bunu (3.16)-da nozoros alsaq
J )= f (xg) + (= x0).f (30, Xp) + (x = 20 )(x = xp). f (%0, Xy, X)) +
+(x =X )(x = x;)(x — x;) f (3, %0, %, ;)
olar. Prosesi bu gayda ilo davam etdirsok
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P,(x) = f(x)+(x—x¢)f(xq, %) +
+(x=x0)(x = X)) f (X0, X, X)) + .0+ (3.18)
+(x=x¢)...(x=x,_) f (x4, %500, X,,)

alarig. (3.18) diisturuna Nyutonun birinci interpolyasiya ¢coxhad-
lisi deyilir. (3.18) sirasinda novbati hadd sifira barabaor olacagq.

Qeyd 1. Hesablama doqiqliyi olaraq (3.18) sirasmin hadlo-
rinin azalmasina nazaroat etmok lazimdir. Coma yeni diiylin noqto-
lori alave edildikcoa doqiqlik daha da artir.

Nyutonun interpolyasiya ¢oxhodlisindon ododi diferensial-
lama diisturlarinin ¢ixarilmasinda da istifads olunur.

Nyutonun interpolyasiya ¢oxhadlisi li¢iin

B = fy +(x-xp) 0=t

Xo =%
Xotti vo
fo-h  Fi 1y
P()C) f0+(x xo)f fi+(x_x0)(x—x1)x X X1 =Xy
Xo — % Xp—X,

kvadratik interpolyasiya diisturlarim1 yazaq. Bu diisturlarin
cevirmolor vasitosi ilo Laqranjin interpolyasiya coxhadlisi
diisturlar1 ila tist-iisto diigmasini gostormok olar. Bu interpolyasiya
coxhadlisinin yeganaliyi sortindon alinir:
R =Li(x); B(x)=Ly(x).
Dogrudan da,
X—X, X —X, X—X, X—X
Pl(x)=fo+x & fo- Cfi=fo+ & fo+ xof1:

0~ X Xo =X Xo =X X1 —Xp

:(1“‘ a— ]fo"‘ =% fi= =4 Jo+ - fi=L(x) ,

Xo =X

X1 =X o~ X1 XX
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3.7. Sonlu farqlar vo onlarin xassalori
Tutaq ki, x-in x,,x, +4,...,x, +nh qiymatlori iiciin f(x)-in
Voo Vs ¥V, qiymatlori molumdur.
Yim—yi(i= 0,n) forqlorine 1-ci tartib sonlu farglar deyilir vo

Vin —Yi =Dy voya Y=Y, = filan
kimi isaros olunur. Birinci tortib sonlu forglordon 2-ci tortib sonlu

forqler
S = firn = flz’ f52= 302 =f225--- Va s.
diizoldilir.
Sonlu fargler cadvalini agagidaki kimi tortib edok:
xo  Jo
S
X N f12
fina fin
X N S 22 N 24
fin fin
x5 f f32
i1
X4 Ja
Cadvaldon aydindir ki,

1 1 1
Sinthptet fiapn=hHh-fot LAt +fo—foa=Lu— o>
2, 2 2 1 1 1
S+t fia=fn—fntfsa—fint

1 1 1 1
Yoot foa = Sz = Joa2 = Sin2
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Yoni hor siitundaki sonlu forglorin comi ovvolki siitunun
sonuncu va birinci elementlorinin forqino borabardir.
Asagidaki miinasibat dogrudur:

A'y=AA""y), n=12,..
Moasalan,
Ny =ALf(x+Ax) = f()]=[f (x+24%) = f (x+Ax)] -
—[f(x+Ax) = f(x)]= f(x+2A0) =2 f (x + Ax) + f(x)

Misal 3.1. P(x)=x>, Ax=I;
AP(x)=(x+1)* = x> =3x" +3x+1;
ANP(x)=6x+6;
A P(x)=(6(x+1)+6)—(6x+6)=6;
A*'P(x)=0.

Sonlu forglorin asagidaki xassolori var.

1) f=¢*g olduqda f* =¢f +gf .

2) Funksiyani ¢ = const adadino vurduqda sonlu forq do homin
ododo vurulur.

3) Boliinon va sonlu forglor arasinda

f(xi;le): fi+1 _f;' — fi+1/2 :
Xt =X h
2
f(X~'X~ X ): fi+3/2_fi+1/2 _ fi+1 .
19 7Vi+l o Vi42 2]’1]’1 2h2 5
fiksn
S5 X5 X)) = PTG

olago diisturlar1 dogrudur.
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4) n-ci doracali ¢oxhadlidon 7 -ci tortib sonlu forq sabito, 7 -
don boyiik tortib sonlu forqglorin qiymati sifra borabordir. Masolon,

P(x)=apx" +ax"" +..+a, x+a,
coxhadlisi tigiin

A'P,(x)=const, N'P,(x)=0 (s>n olduqda).

3.8. Nyutonun ikinci interpolyasiya ¢coxhadlisi

X, X),...,X, diylin noqtelori ovozino x,,x, +A,...,x, +nh

noqtolorini gotiirok. Onda

R +(x‘xg;ff‘x1)ﬁ2+

(3.19)
n (x Xo).- (X=X, l)f
.. I’l'hn n/2
olar.
X~ %o =t ilo isaro edik. (3.19)-dan alinq:
-1
R = fyrtf XD 2
t(t—l) [t—(n—-1)] (.20
- Jura

n!
(3.20) diisturuna Nyutonun iraliya interpolyasiya diisturu
deyilir.
Xy, Xp5...,X, diylin noqtolori ovozino x,,x,—h,...,x,—nh

n

noqtolorini gotiirok. Onda
B, (x) = f(x0) +(x—x0) [ (xg, X9 =)+
+(x—=xy)(x—xy +h)f(xg,x9 —h, x5 —2h)+...+
+(x=xy) - [x—xy +(n=Dh]f (xy; x5 = h;...; Xy —nh)
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f(xy —ih;xy —ih+h; ... xy) = f;—’h/lz olduguna goro
L.

(x=xo)(x—x+h)

R = fy+ C p  EERER T
+m+(x—xo)(x—x0+h)...[x—x0+(n—1)h] o
n'h"
1t +1) (3.21)

a(xo+rh>=ﬁ)+rfll/z++7fi+

- tit+1)..[t+(n-1)]
n!

f—nn/2

alirg.

(3.21) diisturuna iso Nyutonun geriya interpolyasiya diisturu
deyilir.

3.9. interpolyasiya diisturlariin xatasi
Molumdur ki, biitiin interpolyasiya c¢oxhadlilori bir-biri ilo
ekvivalentdir. Ona goro do Lanqranjin interpolyasiya ¢oxhadli-
sinin xatasini qiymatlondirmak kifayotdir.
Tutaq ki, f(x)funksiyas: [a,b] parcasinda n -ci tortibo qodor
kosilmoz toremoloro malikdir vo /" (x) téromesi [a,b] parca-

sinda diferensiallanandir. Asagidaki komokgi funksiyani
@(2) = f(2) = L,(2) = k(z=x)(z = x))..(z=x,)  (3.22)
nazardon kegirok, burada k& — miioyyon mochul sabitdir.
Aydindir ki, ¢(x,) =@(x,) =...=¢(x,) =0. Burada £ sabitini
elo secok ki, @(x) =0 olsun (x —xotanin hesablandig1 noqtadir).
WL
(x=xp)(x=x))---(x = x,)
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olan halda bu miimkiindiir.

(x=x))(x—x)) - (x=x,)=0, ¢inki, x#x;, (i=0,L...,n).
¢(z) funksiyasi [a,b] parcasinin n+2 sayda x,x,,X,,....,X, n6q-
tolorinda sifira gevrilir. Onda Roll teoremino goro ¢(z) funksiya-
siin toromasi on az1 n+1 dofo (a,b) intervalinda sifira gevrilir.

Tutaq ki, z -in bu qiymatlori

WD LED (oM =g E")=..=p'ED) =0)

noqtaloridir. Roll teoremini yenidon ¢'(z) toromasinag totbiq etsok,

n sayda elo éz), 1(2),...,5,52 noqtalori var ki,

9"(5")=0"()=..=¢"(,)=0.
Prosesi bu qaydayla davam etdirsok (a,b) intervalinda elo &

noqtosi var ki,
0" (E)=0.
(n+1) _ p(n+l) - .
0""(z)=f""(z2)-k(n+1)! olduguna goéro sonuncuda
z=¢ gotiirsek, £ (E)—k(n+1)!=0 olar. Buradan alarq:

P AG )

(n+1)!
Onda

AN

S(x)—L,(x)= m(x —Xp)--(x—x,)
olar.
M, =sup| £ ()
[a,b]

gotiirsok,
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e, ()] =|f (x) =L, (x)| < ”+11),|( —x)(x = x))ee(x = x,)|

Vo ya
n+1
o 0] 25 o) (3.23)
alariq.

Laqgranj vo Nyuton ¢oxhadlilari biri-birindon yalniz yazilisina
gora forglonir. Ona gore do xota {i¢iin yuxarida alinan qiymatlon-
dirmo Nyuton diisturu iiciin do dogrudur. Lakin onun basqa
sokilini do yazmaq olar.

S ()
(x=xo)(x=x;)..(x—x,)
S(x,)

(xn _x)(xn _XO)"'(xn _xn—l)

S x0,Xp,..0,X,) =

diisturuna asasan

F6)= fgy) AL

(xg = xp)---(xg — 1)

bt fx )(x %) (X=X, ) +0(x) £ (X, Xgso00s X,)

(x, =Xg)--(x, =X, 1)
aliriq. Buradan
J(x)=L,(x)=(x—xp) - (x—x,) f(x,%g,..., X,,) =
=o(x) f (X, Xy, X,,)
Xisusi halda, ogor f (x) funksiyasinin (n+1)-ci tortib toro-
moasi varsa, onda

")

J(x,xp,.0X,) = (ni1)!

olar.
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Belo bir sual meydana ¢ixir. Interpolyasiya prosesinin xatasi
n — o olduqda sifira yaxinlasirmi? Bu sualin cavabi monfidir.

Torif 3.1. Ogor lim L[ f (x)]=f(x*) varsa, onda interpol-
n—»0

yasiya prosesi x* € [a,b] noqtesinda yi18ilir deyirlor.
Torif 3.2. Ogor r[na}))];| S(x)=L,L[f (x)]| — 0, n—> o olarsa,

onda interpolyasiya prosesi miintozom yigilir deyirlor.

Qeyd 2. Interpolyasiya prosesinin yigilmasi vo ya dagilmasi
hom sabokalor ardicilliginin se¢ilmosindon, hom do f(x) funksi-
yasinin hamarligindan asilidir.

Interpolyasiyadan praktiki istifado edon zamam qaliq hoddini
homiss qiymotlondirmok miimkiin olmur. Ona goro ki, qaliq
hoddo daxil olan yiiksok tortib toromolor hesablana bilmir.
Interpolyasiya olunan funksiyaya ¢oxlu sayda diiyiin ndqtolori
gotiirmoklo daha yaxsi yaxinlasmaq olur. Beloliklo, interpolyasiya
prosesinin yi1gi1lmasi moasolosi meydana ¢ixir.

Tutaq ki, biitlin elementlori [a,b] parcasina daxil olan asagi-

daki1 tighucaq matrisi verilmisdir:

X0

(1) O
X, X

o (3.24)
x(()n) xl(n) xr(ln)

[a,b] parc¢asinda verilmis hor hans1 f(x) funksiyas: iiciin L, (x),
n=0,1,2,... Lagranj interpolyasiya ¢oxhadlilori ardicillig1 quru-
lur. Ogor

igl;lo L,(x)=f(x), x€ela,b] (3.25)
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olarsa, interpolyasiya prosesino yigilan, ogor sonuncu ifado miin-
tozom y18ilirsa, onda prosess miintazom yigilan deyilir.
Tarif 3.3. Ogor f(x) funksiyasini biitlin x -lar ii¢lin y181lan

f(x)=ay+a(x—xp)+...+a,(x—xy)" +... (3.26)
quivvat siras1 soklindo gostormok miimkiindiirse, ona tam funksiya
deyilir.

Teorem 3.3. Tutaq ki, f(x)tam funksiyadir. Onda bu funk-
siya U¢iin qurulmus L, (x) interpolyasiya ¢oxhadlilori ardicillig
[a,b] parcasinda f(x) funksiyasina miintozom yi1gilir.

Xota ti¢iin

[f ()= L, (x)| < ”+11),(b a)"! (3.27)

dogrudur, belo ki
0, ()| < (b-a)"" .

Gostormok olar ki, (3.27) borabarsizliyinin sag torofi n — oo
olduqda sifira yaximlasir. Buda L, (x) ardicillifinin f(x) funksi-

yasina y1gildigin1 gostarir.
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4. ODODIi DIFERENSIALLAMA

4.1. Masalonin qoyulusu
y = f(x) funksiyas1 codval soklindo verildikdo vo yaxud da

onun toromasini bilavasito hesablamaq ¢otin olduqda ododi
diferensiallamadan istifado edilir. Funksiyanin toyin oblastinin x

. d"f(x) . . . :
noqtosindo # téromolorinin hesablanmasi diisturlar1 dife-
X

rensiallama operatorunu interpolasiya ¢oxhadlilori ilo aproksima-
siya etmoklo oldo edilir. Mohz, todqiq edilon x noqtosino ona

yaxin olan bir ne¢o xj,x,...,x, (n=m+1) diylin noqtolori

gotiiriiliir. Diiyiin noqtolorinde y; = f(x;) qiymatlori hesablanur,

y=f(x)=o(x;a)="F,_(x) (4.1)
interpolyasiya ¢oxhadlisi qurulur vo
d’f ~ —d L 4.2)
dx™ dx"

diisturu ilo £ (x) hesablanilir.

4.2. Lokal interpolyasiyaya vasitasi ilo toromalorin
aproksimasiyasi

Funksiya codval soklindo verilon halda téromoni
. , . A
Y= 1= lim 2 Ay = f(x+AY) - f(x);
Ax—0 Ax
diisturuna asason

Ay
' — 4.3
y (4.3)

gotiirmoklo hesablayirlar. Bu asililiq téromonin sonlu forglorin
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komoyi ilo aproksimasiyasi adlanir. Cadvelin verilmis {x;,y;},

i=0,n qiymotlorindo vo interpolyasiyanin diiyiin noqtolori
h = const addimi ilo yerlosdikds i-ci diiylin ndqtosi iigiin sonlu
forglorin  hesablanmasi {isulundan asili  olarag tdromonin
hesablanmasinin asagidaki alqoritmlori olur. Tutaq ki, i =1.

1. Sol farqlar diisturu:

Ay =y —yos Ax=h; yvlz%. (44)
2. Sag forqlar diisturu:

Ay =y, =y Ax=h; y'lz%' (43)
3. Morkazi farqlor diisturu:

Ay =y, = yos Ax=2h; y'lz%' (4.6)

(4.4), (4.5), (4.6) miinasibatlorindon istifade etmoklo ardicil
olaraq yliksok tortibli toromolorin hesablanmasi {igiin ifadolor
almagq olar. Masalon, (4.5)-don istifado edorok aliriq:

Vo= _N—No
L=y -2y+
)|:y2 Vi — h h _y2 y yO. (47)

h h h?

=0

4.3. 9dadi diferensiallamanin xatasi

Tadqiq edilon funksiyani aproksimasiya edorok, onu asagi-
daki kimi gostarirlor:

J(x)=(x)+R(x). (4.8)
¢(x) kimi ya interpolyasiya funksiyasini vo yaxud siranin
gismon comini qabul etmok olar. Onda aproksimasiya xotas1 R(x)

ya siranmn qaliq haddi ilo vo yaxud P, (x) ilo miioyyon edilo
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bilor. (4.8) ifadasinin talob olunan qodar diferensiallamagqla alariq:

S'(x)=0'(x)+R'(x);

f"(x)=¢"(x)+R"(x) vas.
Onda funksiya /4 addimi ilo codval soklindo verildikdo ododi
diferensiallamada aproksimasiya xotasi

RO (x) = fP(x) - " (x)
h addimindan asilidir vo onu O(A*) soklinds yazirlar. & toro-
monin aproksimasiya xatasinin tortibi adlanir. Bu zaman forz
edilir ki, |A]<1.
(4.4) — (4.7) disturlarinin xotasinin qiymotlondirilmasi Teylor

strasinin komayi ilo miiayyen edils bilar.
Tutaq ki, ikinci tortib kosilmoz diferensiallanan f(x) funksi-

yast qiymatlor cadvali ilo verilmisdir.

X X X, . X,

y Yo N b2 Yn

Burada y, = f(x;), i =0,n. Tutaq ki, diiylin noqtslori barabor

yerlosmislor, 4 = tn o

, X; =Xy +ih, h=x,,,-x;,i=0,n-1.
n

Teylor siras1 iimumi sokilds asagidaki kimidir:

F+AY) = £+ ()Ax+L ”2('x) A+ ”3"(’“) A+ ... (4.9)

(4.9) ifadesini x =x,, Ax =—h olduqda h' -5 qader daqigliklo
yazaq:
Yo = —yh+O0(h%) .
Onda
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Y= 4 Oh)

Bu ifado (4.4) ilo ist-iisto diisiir vo birinci tortib aproksima-
siya olur (£ =1). Onda ixtiyari diiyiin noqtosi ti¢iin

v _Yim Vi

=, 1= l, n— 1 .
Vi 4
, . , - h "

[a,b] parcast iizro iso f'(x) lglin xota R=—max|f"(x)|
2 a<x<b
qiymetini agmur, burada s = — a
n

(4.9) iglin Ax=h gotirmaklo, bu naticoni (4.5) iiclin do
almaq olar. Tutaq ki, f(x) III tortib kosilmoz diferensiallanan
funksiyadir. (4.6) vo (4.7) i¢iin xotalar1 giymotlondirmok {i¢iin
Teylor sirasindan istifado edorok, Ax =—h vo Ax =h gotiirmoklo,
uygun olaraq alirq:

yo:yl—y'1h+%h2—y§—'h3+0(h4); (4.10)
y2:y1+y'1h+%h2+)g—'h3+0(h4). (4.11)

Ikinci borabarlikden birincini ¢ixmagqla, aliriq:
y, =22 201 00?),  burada k=2.
2h
Ixtiyari diiyiin ndqtesi iigiin:
v Y — Vi 2y 1.1
= 2 L Oh7), i=1ln-1.
Vi o (h7)

(4.9) ifadosino asason

h2
R S_ " .
<75 max|f" ()
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(4.10) va (4.11) berabarliklarini toplamaqla tapiriq:
ynlzyo_zh.);l-i_yZ +O(h2), k=2,

[x,_4,x;,,] parcas1 liglin alirq:

" -2y, +y
Y= > +1
h

[a,b] pargasinda ikinci tortib toromao iigiin iso xota

, i=Ln-1.

2
R, < —max
2 a<x<b

7).

miinasibati ilo qiymatlondirilir.

4.4. Interpolyasiya coxhoadlilori vasitasi il toramalorin
aproksimasiyasi

4.4.1. Nyuton ¢oxhadlisi vasitasi ilo toromalarin
aproksimasiyasi
Tutaq ki, h=x;,—x,_, (i= I,_n) sabit addimla cadval soklindo
verilmis, y = f(x) funksiyasi Nyutonun interpolyasiya ¢oxhadlisi

ilo approksimasiya edils bilar:

Y= N(x,+th)=

=y + 1Ay, + 0D I)Azy . t(t_l)"'('t_n+1)A”y0, 4.12)
n.

X—X
burada ¢ = 0.

(4.12) ifadoesini miirokkob funksiya kimi x doyisonino goro
diferensiallamagla:
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N _dN dr_1 dV
de dt dc h dt

istonilon tortib tdromonin hesablanmasi diisturunu almagq olar:

o1 260-1 , 32—-61+2 ;4
y ~Z(AJ’0 +T!A yo"‘TA Yo+
48 —18t* +22t—6 4
+ o ANyg+-|, (4.13)
, 1 6t—6 12¢% =361 +22
y zh—z(Azyo—F A3yO+TA4yO+...j, (4.14)
" 1 2t—3
y z?[A3y0+ y A4y0+...j Vo S. (4.15)

Misal 4.1. y = f(x) funksiyasi codval soklindo verilmisdir:

X y

0 |1,2833
0,1 |1,8107
0,2 |2,3606
03 |2,9577
04 |3,5969
0,5 |4,2833

x=0,1 noqtesindo f'(x) vo f"(x) toromolorini hesablayaq.
x—x, 0,1-0
h 0,1

forglor codvolini quraq:

Burada 4=0,1; ¢t=

=1. Ovvolco asagidaki sonlu
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X y Ay Azy A3y A4y Asy

0 1,2833
0,1 | 1,8107 | 0,5274 | 0,0325 | 0,0047 | 0,0002 | 0,0000
0,2 |2,3606 | 0,5599 | 0,0372 | 0,0049 | 0,0002
0,3 |2,9577 | 0,5971 | 0,0421 | 0,0051
0,4 |3,5969 | 0,6392 | 0,0472
0,5 |4,2833 | 0,6864

(4.13) va (4.14) diisturlarindan istifado etmoklo, tapiriq:

2.1_1’0’032“%’0’004”

V= 10(0,5274 +

+4-1—18-1+22'1—6
24
6-1-6

-0,0002) =5,436;

V'= 100[0,0325 + -0,0047 +

p1220%22, o,oooz] ~3.25.

4.4.2. Laqranj coxhadlisind asason toromalarin hesablanmasi

X; —x,_; =h=const (i=1,n) oldugunu nozoro alaraq Laqran-

jin L(x) interpolyasiya ¢oxhadlisini vo onun R(x) qaliq haddini
interpolyasiyanin {i¢ diiylin noqtalori (# = 2 hali) {igiin yazaq:
1
L(x)=—7F[(x—x)(x—x -
(x) YE [(x—2)(x = x,) ¥

= 2(x = xp)(x = x ) ) + (x = xp)(x = x) ¥, ]

"

R(x)=§(x—xo)(x—xl>(x—x2>.
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Onlarim téromaloarini tapaq:
L'(x)= pe [(2x X =X%) Yo =
2(2x—x0 — X))y +(2x—xg —x) ¥, 1,
R(x) = 2 (=)= 1) + (v )5 3) + (= )=,

Burada yi'— téromenin hor hansi bir daxili x. €[x,,x,] noqte-

sindo qiymatidir.
x = x, noqtesinde y; tdromasinin ifadssini yazaq:

Yo = L'(xo) +R'(xy) =

2h2 — [(2xy —x; = x3)y0 —2(2x) — X9 = X))y +(2x — X — X))y, ]+

+%[(xo —x1)(%g = X) + (xg —x0)(xg —x;) + (%9 — X )(Xg —X;)] =

2

!”

1
=57 (=3yo+4y -y,

Analoji qayda ilo x=x, vo x=x, oldugda y/ va
téromolorinin ifadoslorini almaq olar.
Belaliklo, ii¢ diiylin noqtolori (7 =2) hali {igiin is¢i diisturlar

asagidaki sekilds olar.
2

"

h
=——(-3y, +4 ey,
Yo YE ( Yo+4yi— ) 37
1 h?
= — (3, — Vo) —— I, 4.16
N 2h(y2 Yo) 6y ( )

! h3 m
=—(yo 4y, +3y2)+?y :
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Molumat kitablarinda n =3,4,... liclin Laqranj diisturlar
verilir. Dord diiyiin noqtalori (7 = 3) hali iigiin:
' :L(—l ly, +18y, =9y, +2y )—h—3y[V
0= 6 0 1 2 3)77

.1 n
V)= 6h( 2y =3y +6y, — ;) - 12y*

1 E 4.17)
Vs :E(J’o ~63,+3, +2y3)—5yiV ,

3

! 290 +9y, =18y, +11y, )—— s
V3= 6h( Yo 70 Y2 y3) 4 y

(4.16) vo (4.17) ifadolorini tohlil edorok hokm etmok olar ki,
funksiyanin (n+1) diiylin ndqtolorindo qiymatlorindon istifado

edarak, toromo {iglin 7 -ci tortib doqiqliklo aproksimasiya almaq
olar. Bu diisturlar1 yalmz x,,x,,x,,... diiylin néqtolori {igiin deyil,

ham do ixtiyart x =x;,X;,;,X;,,,... diylin ndqtalari tigiin ds (4.16)

vo (4.17) ifadolorindo uygun indekslori ovoz etmoklo istifado
etmok olar.
Belaliklo, n =3 olduqda:
1
V'o=13 @y =5y +4y, — ;) +O(h*)s ;

1
= h_z(J’o =2y +J’2)+0(h2)* 5

" 1
', = hz( 2y2+y3)+0(h )

Y= hﬁ(‘)’o +4y, -5y, +2J’3)+0(h2)* Vo s.
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Analoji diisturlart diiylin noqtolori borabor yerlosmoyon hal
ticlin do almaq olar. Ancaq bu halda téromolorin hesablanmasi
ictin Laqranj ¢oxhadlisinin istifads olunmas1 miirokkab ifadslorin
hesablanmasina gotirir.

Belo hesablamalara ehtiyac yarandiqda, namalum amsallar
iisulu adlanan, siini iisuldan istifado etmok daha mogsadsuygun-
dur.

4.5. Namalum omsallar iisulu

Bu iisuldan osason interpolyasiya diiyiin ndqtolori borabor
yerlosmoyon hal iiciin istifado olunur. Bu halda hor hans1 x =x;
noqtosindo axtarilan k& -c1 tortib toromonin ifadosi funksiyanin
X, X5 X, dilyiin noqtolorindoki y; = f(x;) (j=0,n) giymot-
lorinin xotti kombinasiyasi soklindo gostarilir:

yl-(k) =cyVotey +...+c,y,, i=ln. (4.18)

Ehtimal olunur ki, bu miinasibot y = f(x) doracasi n-don bdyiik

olmayan ¢oxhadlidirso, yoni o
y=by+b(x—x,)+.tb,(x—x,)",j=0,n

soklindo gostarils bilarse, doqiq yerina yetirilir. Buradan alinir ki,
(4.18) miinasiboti

y=1,y=x-x;.,y=(x-x;)"
coxhadlilori iiglin doqiq yerino yetirilmolidir. Bu g¢oxhadlilorin
toromolori uygun olaraq asagidaki kimi olacaq:

y'=0,y =1,y = n(x—xj)”*1 )
Bu ifadoslori (4.18)-da sag vo sol toroflords yerine qoymagla,
Cy>Cy»---,C, omsallarinin qiymotlorini hesablamaq iiciin (n+1)

by

tartibli xatti cobri tonliklor sistemi alinir.
76



Misal 4.2. n =3 halinda (% = const) y| toramasi liglin ifadeni

tapmali.
Holli. (4.18)-1
VI =CoYo ey Y, + 6, (4.18)
soklindo yazagq.
y=1, y=x—xp, y=(x-x)% y=(x—x)’ (4.19)
V=0, y'=1 y=2x-x), y'= 3(x—x0)2 (4.20)

coxhadlilordan istifads edirik.
(4.19) vo (4.20) miinasibatlorini x=x, olduqda axtarilan

tonliyin sag vo sol toroflorinds yazagq:
O=cy-1+c; - 1+cy 1+c5-1;
1= co(xg —x0) +¢(x; —x0) +¢5 (3, =) +¢5(x3 —x0) 5
2(x —xp) = co(xg —x0)2+ ¢ (x —x0)2+ e (x, —x0)2+c3 (3 —x0)2 )
3(3 = %0)% = ¢ (% = Xg) + ¢ (35 = xg) + €5 (3, = x9) + €3 (33 = xp).
Cevirmolordon sonra
he, +4hc, +9hcy =2
xatti cabri tonliklor sistemini alariq ki, bu sistemin do halli
1 1 1 1
c c, = Cy=——
6h
soklindo olar. Bu giymatlori (4.18)-do nozors alsaq:
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1
Vi= (200 =30+ 67— 33)
PE
(4.18)-in qaliq haddi R(x) = ) y!” olur.
Analoji qayda ils tapmagq olar ki,
3

Yo =6lh(—11y0 +18y, -9y, +2y3)—};yn/,
1 n o
Vo= o= 6343, +2p5)= 1y
1 Sy

h™
= (=2, + 9y, =18y, + 11y, )J+— ",
V3 6h( Yo ™M Y2 ys) 4 y

" 1
Yo = ?(2)’0 =5y +4y, —J’3)+0(h2),

" 1
n= hﬁ()’o -2y +J’2)+0(h2)a

b 1
W= hT(yl =2y, +y3)+0(h2),

" 1
Vi = hﬁ(— Vo +49, =5y, +23)+o(h?).

4.6. 9dadi diferensiallamada aproksimasiyanin
yaxsilasdirilmasi

Toromolorin toyin edilmosi ii¢lin yuxarida baxilan sonlu
forqlor diisturlarindan  gorlintir ki, onlarin doqiqlik tortibi
aproksimasiyada istifado olunan diiyiin noqtolorinin sayi ilo diiz
miitonasibdir. Lakin diiyiin ndqtolorinin sayinin artmasi ilo hesab-
lamalarin hocmi artir, alinan naticolorin doqiqliyinin qiymatlondi-
rilmosi ¢atinlogir. Bu ¢otinliyi aradan qaldirmaq ti¢iin sonlu forq
yanagmasinda sonlu sayda diiyiin noqtolori oldugda hallin doqiq-
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losdirilmasi {igiin daha sado vo effektiv olan Runge — Romberq
tisulundan istifados olunur.
Tutaq ki, F(x) aproksimasiya olunmali olan téromadir,

f(x,h) iso onun geyri-miintozom sobokodo # addimli sonlu
forqle aproksimasiyasidir. Onda aproksimasiyanin qaliq haddini
R=h"e(x)+O0(h"")
soklindo yazmaq olar, burada #4”¢@(x) xotanin bas hoddidir.
Toéromonin qiymaoti
F(x) = f(x,h)+h"o(x)+O(h?*) 4.21)
soklindo olar. (4.21) ifadssini homin x ndqtesindo basqa A =kh
addimu ils yazaq:
F(x)= f(x,kh)+ (kh)? ¢ (x)+O[(kh)"*']. (4.22)
(4.21) vo (4.22) ifadoslorinin sag toraflorini boraborlogdirmoklo
xotanin bag hoddinin giymatlondirmok ii¢ilin ifads tapiriq.

1 (x)~ L h}z; / 1(x° )y oy, (4.23)
(4.23)-1 (4.21)-do yerino qoymagqgla
F)= (e hy+ L h}z; / l(x’ ) oy (4.24)

is¢i diisturunu aliriq. Bu diistur téromonin qiymetinin A2 vo kh
addimlar ilo iki hesablama noticosino onun daqiqlik tortibini A% -
don h?*'-5 qoder artirmaga imkan verir.

Misal 4.3. x =1 ndqtosindo y = x° funksiyasmin tdromosini

tapin.
Aydindir ki, verilmis funksiyanin téromosinin doqiq qiymati
y'()=3. x =1 noqtesi atrafinda funksiyanin giymatlor codvalini

79



quraq:

)C O,S 079 130
y | 0,512 | 0,729 1,0

Doqiglik tortibi p=1 olmaqgla téromonin sol farglorlo
aproksimasiyasindan istifade edok. 4, =0,1; h,=0,2 gotiirok
(yoni k =2).

Fouhy = /(1 0,) = 2W=2(09)

2

=2,71;

Fx,kh)=(1;0,2)= w —2.44

5

2,71-2,44

Onda F(x)=y'(1)=2,71+ i

Qeyd.

1. Yuxarida sorh edilonlordon goriindiiyii kimi, adadi diferen-
siallama iiciin alinan diisturlara gora doqiqliyin daracasi diiyiin
noqtalorinin sayi ilo tdromenin tortibinin forqine borabardir. Ona

=298 olar.

goro m -ci toromonin hesablanmasi {igiin lazim olan diiyiin noqte-
lorinin minimal say1 (m +1) -0 barabar olmalidir.

2. Praktiki miilahizolora gors, hesablamalar iiciin 4-6 sayda
diiylin noqtolorindon istifado etmok moslohatdir. Onda yaxsi toskil
edilmis sobokodo yaxsi doqiqlik birinci vo ya ikinci toromolor
ticin alinir, tglincli vo dordiincii toromolor {i¢iin kafi doqiqlik
alinir. Daha yiiksok tortibli toromalar ti¢lin bu soboko yaramur.

3. m tortibinin artmasi ilo adoton ododi diferensiallamanin
doqiqliyi koskin asagi diisilir vo ona gora dos ikinci tortibdon yuxari
téromolorin hesablanmasi li¢lin bu diisturlar nadir hallarda istifada
olunur.
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5. ODODI INTEQRALLAMA

5.1. Masalonin qoyulusu

Bir ¢ox elmi vo texniki masololords funksiyalarin inteqral-
lanmas1 sahalorin vo hacmlorin riyazi modellosdirilmasinin vo
digor bir sira texniki masalolorin hollinin ohamiyyatli torkib
hissosidir.

Tutaq ki,

b
I=[f(x)ax (5.1)

miioyyon inteqralini hesablamaq lazimdir.

Inteqrallarin toqribi hesablanmasi (adodi inteqrallama) {isulla-
r1 miloyyan inteqralin qiymatinin hondasi monasina asaslanir. Bu
da ondan ibarotdir ki, / komiyyetinin qiymoti y = f(x) ayrisi,
absis oxu vo x=a, x=>b diiz xatlori ilo hiidudlanmis oyrixatli
trapesiyanin sahosidir (sokil 5.1), burada f(x)>0.

y)\
/_\]:(1//]"( !
af ] i By
U . Vad
Xo X1 X2 Xi éi Xit1 Xn-1 Xn X

Sokil 5.1. Miiayyen inteqralin hondasi monasi

Oksor hallarda, agor (5.1)-do f(x) funksiyasi analitik sokildo
verilorso, onda miioyyan inteqral geyri-miioyyon inteqralla (ibtidai
funksiya vasitosiylo) Nyuton-Leybnis diisturu ilo hesablanir:
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b
[ fGodx=F(x)

" —F(b)-F(a) (5.2)

Ancaq bir ¢ox hallarda (5.2) diisturundan homiso istifado
etmok mimkiin olmur. Ona goéro do f(x) funksiyasi ¢ox

miirokkab olduqda, yeni F(x) ibtidai funksiyasini elementar
funksiyalar 1ilo ifado etmok miimkiin olmadigda vo f(x)

funksiyas1 codval soklindo verildikdo, qoyulmus masoloni hall
etmok Tcilin, universal yanasmadan, inteqralalti funksiyanin
miixtolif doracali interpolyasiya ¢oxhadlilori ilo aproksimasiyasina
osaslanan, adadi inteqrallama iisullarindan istifado olunur.

Qeyd etmok lazimdir ki, adadi inteqrallamanin osas ideyasi
f(x) funksiyasinin, (5.1) soklindo formal yazilmis, moshur

Riman inteqralinin torifinds qoyulmugdur. Bu torifin mahiyyati
asagidaki kimidir.

Tutaq ki, f(x) hoqiqi funksiyas1 [a,b] parcasinda toyin
olunmusdur vo mohduddur. Bu parcani ixtiyari n sayda [x;,x,,]
ki¢ik intervallara bolok, burada 0<i<n-1, xy=a, x,=b.

Hor bir intervalda ixtiyari &;, x; <§; < x;,, noqtosini gotiirok

vo inteqral cami adlanan,
n—1
S= Zf(éi)(xiﬂ —X;). (5.3)
i=0

comini quraq (sokil 5.1).
Ogor ixtiyari &; liclin on bdyiikk uzunluglu kigik intervalin

uzunlugu sifira yaxinlasdigda lim S  varsa, ona f(x) funk-
max|x; . —x;|—0

siyasinin Riman inteqrali deyilir:
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I= limS . (5.4)

max|x;,;—x;|—0
Onda (5.3) comi ododi inteqrallamanin on sado niimunosini
verir. Onun yuxart S, v asagt S, comlori iso § -in xatasin toyin

edir:

=SS, -S;;
n—1
S = iz_():mi(xi+1 —-X;);, m; :xiggclm f(x); (5.5)

n—1

S2:ZMi(xi+1_xi); M;= max f(x).

i=0 X; SX<X; 41

Tocriibodo odoadi inteqrallama diisturlari, mahiyyatca, (5.3)-
don yalniz tisullarin agkar gostorilmasi ilo forqlonir:

— x;, & noqtolaorinin segilmosi;

— (5.4)-do y1gilmanin (yaxinlagsmanin) siiratlondirilmosi,

— f(x) -0 aid olavo molumatlar (mosalen, f(x)e C*[a,b])

vasitasilo xotalarin qiymotlondirilmasi.

Odadi inteqrallamanin is¢i vasitosi olaraq, (5.1) tigiin kvad-
ratur diistur anlayigi totbiq olunur. Bunun igiin (5.3) inteqral
comi anlayigini iimiimilogdirak. f(x) funksiyasinin giymaotlorinin

hesablandig1 &; noqtolori diiyiinlar adlanir, (5.3)-do  (x;,, —x;)
omsallar1 is9, f(x) funksiyasindan asili olmayan, ¢akilar adlanan,

miioyyon g, adadlori ilo ovaz edilir. Onda (5.3) diisturu
n—1
1=3q./&) (5.6)
i=0
soklindo olar, burada a <¢; <b.
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Aydindir ki, (5.1) inteqral1 (5.5)-0 uygun olaraq
b n—1
[feode =Y g,/ E)+R. (5.7)
" i=0

sokildo yazilmalidir.

(5.7) disturu kvadratur diistur, R iso kvadratur diisturun
xatast adlanir.

Demali, funksiyanin adodi inteqrallanmasi (5.1)-do inteqral-
alti f(x) funksiyasimin miioyyon noqtolordoki f(x;) , i =0,n
giymatlorino asason miioyyan inteqralin toqribi hesablanmasindan
ibaratdir. Birqat inteqralin (bir doyisondon asili inteqralin) ododi
hesablanmas1 kvadratur, ikiqat inteqralin iso — kubatur adlanir.
Uygun disturlar kvadratur vo kubatur diisturlar adlanir.

(5.1) inteqralinin hesablanmasina adi yanasma ondan ibaratdir
ki, [a,b] pargasinda f(x) funksiyasi sado sokilli g(x) interpolya-
siyaedici funksiya ilo (masolon, ¢oxhadli ilo) ovoz olunur, sonra
189 toqribi olaraq

b b
[ fGdx = [ g(x)ax (5.8)

b
gotliriiliir. g(x) funksiyasi elo olmahdir ki, ‘[ g(x)dx bilavasito

hesablansin.
Laqgranj coxhadlisinin totbiq olunmasi halina baxaq. Tutaq ki,
Xg,Xp,-.., X, NOqtalori [a,b] parcasinda dilyiin noqtoloridir vo

yvi=f(x), i= 0,n. Lagranj ¢oxhadlisini yazaq:

L=y 2m®__, (59)

9
im0 (x—x)o,,(x;) l

&4



burada
L,(x)=y:,
Wy p1 (X) = (x —X )(x - xl)"'(x - xn) .
f(x)-1 L,(x) coxhadlisi ilo ovoz etmoks asagidaki barabor-
liyi aling:
b b
[fGodx = [L,(x)dx+ R, (f). (5.10)

(5.9)-u (5.10)-da yerina qoysaq vo toqribi kvadratur diisturu
alinar:

b n
[feode~d 41 (), (5.11)
a i=0
burada
b (x)
4= [y (5.12)

u (x = x)0,,,(x;)

Ogor a vo b interpolyasiyanin diiyiin noqtolori olarsa, onda
(5.11) kvadratur diisturu "gapali tip”, oks halda iso "a¢ig tip"”
diistur adlanir. Qeyd edok ki:

1) Diiyiin ndqtolorinin belo yerlosdikdo A, omsallar1 f(x) -

don asili olmurlar;
2) n doracali ¢oxhadli ii¢lin (5.11) diisturu doqiqdir, bels ki,

onda L, (x)= f(x);demoali, xiisusi halda, y = x* (k= O,_n) oldugda
da (5.11) diisturu doqiqdir, yoni R,(f) =R, (x")=0, k= 0,n.
f(x)=x" (k= O,_n) gotiirsok, 4, (i = @) kvadratur omsal-

larina nazaran
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1= 4,
i=0
I, =) Ax;,
! Z(; (5.13)
In = iAixz{q
i=0

xotti cobri tonliklor sistemini alariq. Burada

bk+1 k+1

k+1

(k=0,n).

Q‘—.@

Aydindir ki, (5.13) sisteminin determinanti Vandermond
determinantidir vo

A:H(x,.—xj);tO

i>j

oldugundan (5.13) sisteminin A4, 4,,..., 4, yegana halli olur.

5.2. Nyuton-Kotes diisturlari

Inteqrallama intervalinda funksiyanm qiymatlori istonilon sayda
ola bilor. Tutaq ki, [a,b] pargast n borabor hissoyo boliinmiisdiir:

b—a

n

h:

; X, =Xy +ih, i=0,n. Xxy,Xx,X,,..,X, arqumentlorino

uygun funksiyanm y,,»,,¥,,...,y, qiymatlori molumdur.
(5.1)-do inteqralalt1 funksiyan1 Laqranj ¢oxhadlisi ilo ovoz edok.

"t —1)---(t —n)
Nn-dlc—i)

5

F)~Ln=>D
i=0
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X—X
burada ¢ = 0.

n
Onda
b ; .
L EDT =)
if(x)dx~£§ o e RN CAD
vaya
b n
[rGydx~nY H,y, (5.15)
a i=0
burada
) G BN G I (5.16)
in—i)y t—i

(5.14) vo ya (5.15) diisturlar1 Nyuton-Kotes kvadratur
diisturlari adlanir.

H, ododlori Kotes adadlari adlanir vo
)Y H=n; 2)H=H,
i=0

borabarliklori dogrudur.
[a,b] parcasinin boliinmadiyi halda onda tok bir diiyiin noqtosi

gotiiriiliir. Bu ndqteni x, ilo isars edok. Interpolyasiya goxhadlisi
Ly(x) = y, soklini alir, kvadratur diistur iso asagidaki kimi olur:

b
[£Gdx = (b-a)y,. (5.17)

H,=H, , xassosindon istifado etmoklo bozi sado hallar

nazordon kegirak.
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n =1 olduqda (5.16)-dan alinir ki,

~1 -2 1
Hy=—|(@-1dt =—"—2| =—.
’ 0!-1!£( ) 2

Buradan H, = % va (5.15) kvadratur diisturu

b
J @ = 200+ ). (5.18)

a

soklini alir.
n =2 olduqda (5. 16)—ya osason,

j(r—l)(f—z)dt =—

0~ 0121

H —th(t—z)dt 4
Loty 3

Onda
1
Vo

b h
[ £ Gdx =20+ 4y +32). (5.19)

n =3 olduqda iso (5 16)—ya osasaon,

Hy= oo j(r —1)(t—2)(t-23)dt =

Buradan

3
szg.
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1 9
1=M£(t—1)(t—2)(t—3)dt -
Demoli,
9
H3 =§.

Onda (5.15) kvadratur diisturu

b
3h
[£()dx = S 0033+ 0). (5.20)

soklini alir.

5.3. Diizbucaqghlar iisulu

b
Yuxarida geyd edildiyi kimi, 7 = J- f(x)dx inteqralinin hesab-

lanmas1 y = f(x) oyrisi, absis oxu vo x=a, x=>b diiz xatlori ilo
hiidiidlanmig oyrixatli trapesiyanin sahosinin hesablanmasi ilo
eynigiicliidiir (sokil 5.1).

—da

[a,b] inteqrallama pargasini hor birinin uzunlugu 4 =
n

olan n sayda borabar hissoya bolok.

Inteqralin toqribi qiymeti, hiindiirliikleri hor bir kicik par¢anin
sol ucunda f(x)-in giymotino borabor olan, n sayda diizbucag-
lilarin saholorinin coming barabor oldugu alinir (sokil 5.2):

b
I=J-f(x)a’xzhyo%rhypt...thyn_1 =h(yo+y+...4,1)-

Yoni odadi inteqrallama diisturu
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b n-1
I={fxdx~hyy,
a i=0

(5.21)

soklindo olar ki, buna da "sel” diizbucaqlilar diisturu deyilir.

y
y =A%)
VYn-1 :f(xn—l) _______________________ e
V2 =fx2) e
Y1 =fx1) |--m-ne--s
vo =flxo) [----
h h h h h R
ol X0 x1  x2 X3 Xn-1  b=x, ;

Sokil 5.2. "Sol” diizbucaglilar tisulunun hondosi izahi

Ogoar har bir kigik diizbucaqlinin sahasinin toqribi qiymati
olaraq, hiindiirliiyli par¢anin sag ucunda f(x)-in qiymating bora-

bor olan diizbucaqlinin sahasi qobul etsok (sokil 5.3), onda adodi

inteqrallama diisturu

b n
I={fdx~hYy,
u i=1

(5.22)

soklindo olar. Buna iso "sag" diizbucaqlilar diisturu deyilir.
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yA
y =fx)
Y =S0) | e S
Y2 =fxx)[mmmmme
yi=fx)f"
h h h h h -
ol a0 x1 x> X3 Xn-1 b=x ;

Sokil 5.3. "Sag"” diizbucaqglilar iisulunun hondssi izahi

Diizbucaglilar iisulunun {i¢iincii hali "orta" diizbucaqlilar tisu-
ludur. Bu halda, hor bir kigik parga ii¢iin sahonin toqribi qiymaoti
olaraq, hiindiirliiyli parcanin orta hissaesindo f(x) -in giymatino
barabar olan diizbucaqglinin sahasi qobul edilir (sokil 5.4).

Onda odadi inteqrallama diisturu

b n
I=[fodx=hy. f(x" +2x,~_1j (5.23)

p i=1

soklinda olur vo "orta" diizbucaqlilar diisturu adlanir.

Diizbucaqlilar tisulu sado vo eyni zamanda ododi inteqral-
lamanin on kobud tisuludur. Aydindir ki, bolgli pargalarinin »
say1 no godor boylik olarsa, (5.21) —(5.23) diisturlar daha doqiq
natica verarlor. Lakin bolgii pargalarinin n sayimi artirmaq homiso
miimkiin olmur. Ona goro do eyni n {igiin daha doqiq noticolor
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veran diisturlar boylik maraq dogurur. Nozora carpacaq doracado
daha kigik xota veran basqga bir iisul trapesiyalar tisuludur.

y
f[xn +x,,.) ¥ =/x)
SO B =] T
_____________ /: 1 | 1
X +x \beooooooo ! | : |
™2 ZBERE |
A ] ]
2 / ] |
AELELEE W |n
0 la=xo  xi x2 X3 Xn-1 b=x, x

Sokil 5.4. "Orta” diizbucaglilar tisulunun hondosi izahi

5.3. Trapesiyalar iisulu

[a,b] parcas1 n sayda borabor hissolora bolok vo bolgi

noqtolorini x; = a +ih, i =0,n ilo isaro edok, burada / = —¢

n
Hor bir [x,_,x,], i=1n pargasinda y= f(x) oyrisini koor-

1

dinatlart (x;_;; f(x,;)) vo (x;;f(x;)) olan iki molum ndqtadon

kecon diiz xottlo ovoz edok vo hiindirliyi 4= olan

n
diizbucaqli trapesiya quraq (sokil 5.5).
Noticodo oyrixatli trapesiyanin axtarilan sahosi toqribon
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elementar hondasi trapesiyalarin sahslorinin comi ilo ovoz olunur
(oturacaqlar1 a,b vo hiindiirliiyi % olan trapesiyanin sahasi

S=hn-2 +h diisturu ilo hesablanir) ki,
VA
y =fx)
Vs =fn0) | —
! i R /
yi=fx) |7
Yo =fxp) j----
h| h| h h | h ~
0 a=x, X; X» X Xn-1 b=x, x
Sokil 5.5. Trapesiyalar isulunun hondosi izahi
bu halda

S+ @), fO)+ [
2 2

S+ | )+,
2 2

I=jif(x)dxzh'

+..+h-

2 2

. f(xn—z);‘f(an) n f(xn—1)2+ f(xn)] _

:h_(f(xo)"‘f(xl)+f(x1)+f(x2)+

+
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h_(f(Xo)+f(x1)+f(x1)+f(xz)+

2 2 2 2
+.+ f(xn—Z) + f(xn—l) + f(xn—l) + f(xn)]:
2 2 2 2
[f C0) 4 £+ f(02) 4ot £y )+ L) )]

disturu alinir. Belaliklo,

(f(xo)

f ACH)
I:jf(x)dxzh + )+ )+t f(x,) + ]

Alinmig diisturu qisa sokildo
b n—1
I=]fxx= g-[f(xmzz SO+ S (x, )] (5.24)
a i=1

kimi do yazmaq olar. Bu diistur iimumilasmis trapesiyalar
diisturu adlanir, miioyyon inteqralin (5.24)-0 nozoron toqribi
hesablanmasi lisuluna trapesiyalar iisulu deyilir.

5.4. Parabolalar (Simpson) iisulu

Tutaq ki, [a,b] parcasinda y = f(x) funkiyasi miisbatdir vo

kosilmozdir. Oyrixatli aABb trapesiyasinin sahosini tapaq (sokil
5.6).
a+b

Bunun tgiin [a,b] pargasint C = noqtosi ilo yariya

bolok vo C(c, f(c)) néqtesindo y = f(x) oyrisina toxunan ¢okok.
Bundan sonra [a,b] parcasint p vo g noqtolori ilo {i¢ borabor
hissoyo bolok vo x = p vo x =g diiz xotlori ¢okok. Tutaq ki, P

va Q bu diiz xatlorin toxunanla kasisma noqtaloridir. 4 ndqtasin
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P ilo vo B noqtesin Q ilo birlosdirmoklos, ii¢ diizbucaqli a4Pp,
pPQq , qOBb trapesiyalarimi alariq. Onda aABb trapesiyasinin

sahasini
A+ pP P+ +bB
[ 8Axpl PPaQ a0 +bB
2
. L b—a
diisturu ilo toqribi hesablamaq olar, burada /; = 3
A
Y B
y =fx)
¢ 0
A
P
hy hy R
0 a P ¢ g b X

Sakil 5.6. Parabolalar isulunun handasi izahi

Buradan alariq ki,

Izb—a

(ad+2(pP +qQ)+bB).

Qeyd edok ki, ad = f(a), bB= f(b), pP+qgQ=2f(c) (tra-

95



pesiyanin orta xotti kimi). Notcodo Simpsonun

b—
6

I1~2=2.(fa)+4f(c)+ f(b)) (5.25)

kigik diisturunu aliriq.
Bu halda ACB qovsqi 4,P,0,B noqtolorindon kegon

parabola ils ovaz edilir.

Simpsonun (5.25) kigik diisturu inteqralalti funksiyanin
grafiki bir az oyilmis olduqda inteqralin qiymatini daha doqiqliklo
verir, inteqralalti funksiya miirokkob oldugda (5.25) diisturu
yaramir. Onda inteqrali hesablamagq iigiin [a,b] pargasini n sayda
borabor hissoloro bolmok vo hor bir pargaya (5.25) diisturunu
totbiq etmok lazimdir.

Parabolalar tisulunun hondssi monasindan goériindiiyii kimi, »
ciit odod olmalidir.

b—a

h == bolgii noqtalori x, =a,x,,xy,...,X,_5,X, 1, X, =b,

[a,b] parcasinda inteqralalti funksiyanin uygun qiymatlori

YosVi»---», oOlarsa, onda almnan pargalarin her bir ciitiino 5.25)

diisturunu totbiq etmaklo

Xy —Xo
6

Xy — X,y

6

I = (f(x)+4f(x) + f(x));

(S () + 4 (x3) + f(x,));

I, =

1, =2 P2 ([ (5,) + 4 () + /(3,)
2

alinir. Bu boraborliklori torof-torafo toplasaq,
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(5.26)

n

b
I=[f@)dxx ] +1,+..+1
a 2
olar.

Qeyd edok ki, biitiin 1,, /,,..., I, ifadslerinde birinci vuruq

N

g -3 barabordir:

: (5.27)

Bu giymatlori nazars alsaq,

n =

b
I=[f@ydx~ I +1,+...+1
a 2
=210+ 470+ S () + ()
A1)+ f(x) +ot f(x,0) AL () + f(x,))=
:g[f<xo>+4(f(xl>+f(x3)+...+f(xn_1)>+

+2(f () + f(xg) + o+ f(x,20)) + f(x,)]
olar.

Beloaliklo, Simpsonun "bdyiik” diisturunu aliriq:
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zgmxm4<f(x1>+f<x3)+...+f<xn_1)>+
FAS () + ) ot S )+ )], (5.28)

Bu diisturun totbiqi ilo miioyyen inteqralin toqribi hesablan-
masi iisuluna Simpson iisulu deyilir.

5.5. Kvadratur diisturlarin xatalar

Hor bir halda, sonradan comlonan, lokal xotalar toyin edilir.
(5.21) "sol” diizbucaqlilar diisturuna baxaq. Teylor diisturuna
osason [x,_;,x;] par¢asinda interpolyasiya diisturu

)= f(é)

= (x—x)

toskil edir, burada &, € [x,_,, l] Onda inteqrallama xotas1

R = jr(x)dx_ jf(g )(x—x,.; )dx

Xi-1 Xi-1

ifadosi ilo ifado edilir ki, orta qiymot haqqinda iimumilogmis
teorema asason onu

N 7.2
R = /G [r=v v =1 E)

soklinds yazmagq olar, burada é_l €[x_,x].

Onda (5.21) diisturunun xotasi

n—1 h2 n-l = h(b a) f (é )
R=Y R =" &)=
SR=T-S @=L

olur.
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Sonra, forz edok ki, f(x) [a,b] parcasinda kasilmoz diferen-
siallanan funksiyadir. Onda Veyerstras teoremino gora elo
& €la,b] qiymatini tapmaq olar ki, xotan1 gqiymatlondirmak ii¢iin
ifadonin son gokili

h(b a)

R=———/"(8), € [a,b] (5.29)

olar.
(5.29) diisturundan istifado etmoklo, verilmis ¢ inteqrallama
xotasin1 tomin edon, 4 addimint vo n saymi se¢gmok olar.

Dogrudan da, tutaq ki, M, = n%apg]| /'(x)|. Onda alariq:

hb-a)
2

MO=a) yp _y o 26
2 M,(b—a)

IR| <

1-

(5.24) trapesiyalar diisturuna baxagq.
Inteqrallamanin [x, ,,x,] pargasinda lokal xotasini toyin edok.

Interpolyasiya xotast:

() = EEHIEEE) ),

burada &, € [x,_,x;].

Onda orta qiymat haqqinda teorema asason

R = J‘r(x)dx_& j(x X; 1)(x x)dx_—f;(fi)h3,

Xi-1 Xi-1

burada <§ € [x,_,,x;]. Sonra, lokal xotalar1 comlomokle, trapesiya

diisturundan istifado edondo [a,b] pargasinda alinan, qlobal xata
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uciin:

_ Zf(é) ao PO ey (530

oldugunu alariq, burada & €[a,b] . Simson diisturu iiglin iso

Xotanin

_ h (b a) (4)
R=- 180 — S () (5.31)

soklindo oldugunu isbatsiz qobul edok, burada & €[a,b].

5.6. Qeyri-moxsusi inteqrallarin taqribi hesablanmasi

Molum oldugu kimi, J- f(x)dx inteqrali o vaxt moxsusi

inteqral adlanir ki:
1) [a,b] inteqrallama oblast1 sonludur;

2) f(x) funksiyasi [a,b]-do kesilmazdir.

Oks halda inteqrala geyri-maxsusi inteqral deyilir. Ovvolco
[ f(xax (5.32)
geyri-moxsusi inteqralinin toqribi  hesablanmasini nozordon

kecirok.
Tutaq ki, f(x) € ¢, - Bu halda (5.32) inteqrali tigiin

b
lim [ £ (x)dx (5.33)
b—w .

limiti sonlu oadad olarsa, ona yigilan qeyri-maxsusi inteqral deyilir
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%)
© b
[ fodx= lim [ r(dx. (5.34)

Ogor (5.33) limiti yoxdursa, onda (5.32) inteqrali dagilan adlanir.
Bu nov inteqrallarin toqribi hesablanmasini nozordon kegirak.

I iisul. Sorhadlor ovozlomo vasitasilo sonlu sokilo gotirilir.
Masalon,

Tf(x)dx, a>0

inteqrali iiclin x=a/(1-¢) avozlomasi [a,] araligmm [0,1] -0
cevirir. ©gor inteqralaltt funksiya miioyyon tortib téromolori ilo
¢cevirmadon sonra mohdud qalirsa, onda molum iisullar totbiq
etmak olar.

IT iisul. Verilon ¢ daqiqliyi ilo (5.32) yigilan inteqralini he-
sablamagq ii¢lin onu

© b 0
j Sdx= f(x)dxe+ [ f(x)x (5.35)
a a b
kimi gostorok. Inteqralin y1§1lmasina gora b -ni elo bdyiik segmok
olar ki,
[ £an <= (5.36)
3 2
olsun.

b
J- f(x)dx mioyyon inteqralin1 iso kvadratur diisturlarin
a

ixtiyari biri ilo hesablamagq olar.
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Tutaq ki, S bu inteqralin % daqiqliyi ilo toqribi qiymatidir,

yoni

(5.37)

Onda (5.35), (5.36), (5.37) diisturlarindan alinir ki,

T f(x)dx -

Tutaq ki, [a,b] sonludur vo f(x)-in [a,b]-do sonlu sayda
kosilmo ndqtolori var. Sadolik {i¢iin forz edok ki, f(x)-in [a,b]-

do bir kosilmo noqtasi var (II nov kosilmo noqtesi). Onda torifo
gora

j f(®)dx = lim { j | F(x)dx + j f(x)dx} (5.38)

624>+0 a c+0,

gotiiriiliir. Ogor (5.38) limiti varsa, bu inteqral yigilan, oks halda
159 dagilan olur.

Verilmis ¢ daqiqlikls (5.34) yi1gilan geyri-moxsusi inteqralini
toqribi hesablamagq tigiin els kicik 6, vo &, secilir ki,

c+06,
j F(x)dx <—
c—=0;
olsun. Sonra isa
¥ j ]f(x)dx va j F(x)dx (5.39)

c+0,

moxsusi inteqrallarin1 molum kvadratur diistura géro hesablamaq
olar.
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Aydindir ki, agor (5.39) inteqrallarinin % daqiqlikle toqribi
qiymatlori S, vo §, olarsa, onda
b
[feodx~s,+8,

olur.
Qeyd. Ogor f(x) funksiyasinin kosilmo noqtesi a vo b

uclarindan biri ilo {ist-listo diisorsa, onda hesablama sxeminin
sokili doyisdirilir.
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6. ADI DIFERENSIAL TONLIKLORIN TOQRIBI
HOLL USULLARI

Adi diferensial tonliklorin oan sadasi bir tortibli y' = f(x,y)

diferensial tonliyidir. Diferensial tonliyin imumi halli ilo yanasi,
bir ¢ox hallarda onun miioyyon sortlori 6doyon xiisusi hollini
tapmaq tolob olunur. )'= f(x,y) diferensial tonliyinin

Vo = y(xo) baslangic sortini 0doyon xiisusi hollinin tapilmasi
mosolosi Kosi masalasi adlanir. Hondosi olarag, bu X 0Y miisto-
visinin verilmis M|, (xo; yo) noqtesindon kegon, inteqral oyrisinin
tapilmasini gostarir.

Ogor diferensial tonliyinin sag torofi f(x, y) miioyyon

R:{(x,y):|x—x0|<a, y—yo|<b}

oblastinda kosilmozdirss, onda x, ndqtesinin miioyyon otrafinda,
he¢ olmasa, bir holl mévcuddur: |x—x0|<h, h>0. Ogor R
oblastinda

/(% 2) = f (e )| < Ly =y

Lipsis sorti 6denilorss, bu holl yeganadir, burada L — Lipsis
sabitidir (imumi halda a vo b -don asilidir). ©gor R oblastinda
f(x,y) mohdud f](x,y) téromasine malikdirsa, onda

L =max|f)(x.y)

, (x,y)eR

gbtiirmok olar.

Kosi mosalasinin doqiq hallini bir ¢ox hallarda tapmaq olmur,
buna gors do Kosi masalasini toqribi hall etmok lazim galir.

Holli ifads etdiyi formadan asili olaraq toqribi tisullari bir
ne¢o qrupa bolmok olar:
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1) diferensial tonliyin toqribi hallini analitik ifado soklindo
veran analitik Usullar;

2) diferensial tonliyin toqribi hallini axtarilan y(x) funksiya-
smin ayri-ayri x; noqtolorinde (diiyiinlerindo) qiymot-
lorini codval soklindo tosvir etmoyo imkan veron ododi
usullar;

3) hoalli grafik sokildo veran grafik iisullar.

Forz edacayik ki, baxilan tonliklor ii¢lin varliq vo yeganalik

sortlori 6danilir.

6.1. Diferensial tanliklorin analitik iisullarla halli
6.1.1. Ardicil diferensiallama iisulu (siralarin komayi
ilo diferensial tanliyin inteqrallanmasi)

Diferensial tonliyin inteqrallanmasinin toqribi analitik tisulla-
rindan biri onun hallinin Teylor siras1 soklindo gostorilmesidir. Bu
siranin sonlu sayda hadlorinin comi toqribon axtarilan xiisusi hallo
borabor gotiiriiliir.

Tutaq ki, iki tortibli y" = F(x,y,)") diferensial tonliyinin
Yo =¥(x0), Yo ='(x,) baslangic sortlorini 6doysn hollini tap-
maq tolab olunur.

Forz edok ki, diferensial tonliyin holli var vo bu hall x —x,

forqinin qiivvetlorine gora
y(x):y(xo)+@(x—xo)+%(x—xo)z+... (6.1)

Teylor sirasia ayirmaq olar. y(x,), y'(xy), V" (x0)» Yo»Vo»> Vo
giymatlorini baslangic sortlorin vo ilkin tonliyin kdmayi ilo tapilir:
Yo =(X0), o =1'(x0), ¥5="F(x0,¥50) - Yo =F(xq,¥0,¥p) -in
har iki torafini x -0 gore diferensiallamagqla,
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V"= F oy, y)+ B oy '+ F (e y,y " (6.2)
tiglincii tortib toromoni alirig. x, qiymetini (6.2)-nin sag torafinds
nazars almagqla, yg = »"(x,) tapilir. (6.2) barabarliyini bir do dife-

rensiallamaqla x, noqtesindo dordiincii tortib téromo tapilir vo s.

Toromolorin tapilmis qiymotlorini (6.1) ayrilisinda nozoro almaq
lazimdir. Usulun xotas1 (6.1) ayrilisinin ilk atilan hodlorindon
birincisi ilo toyin edilir.

Hollorin qilivvet siralarina ayrilmasi isulu (ardicil diferen-
siallama tisulu) hom 7 -tortibli adi diferensial tonliklorin, hom do
adi diferensial tonliklor sisteminin hoalli iiglin oxsar gokildo totbiq
olunur. Bundan basga, bu iisul daha effektiv ododi tisullarin
elementi kimi istifado edils bilor.

Misal 6.1.

y'(x)= ycosx—zsinx
{z'(x) = ysinx+zcosx

diferensial tonliklor sisteminin
y(0)=1, z(0)=0
baslangic sortlorini 6doyan hollinin qiivvet sirasina ayrilisinin ilk

dord hoaddini tapmali.
Holli. y(x), z(x) funksiyalarim

(0) O W0

2! R 4 ’
" (k)
Z(x)—Z(O)+Z(O) 22('0)x2+...+z kfo)x’w..

qiivvat siralart soklindo axtaraq. Baslangic sortloro goro y(0) =1,
z(0)=0. Sistemdo x=0 vo baslangic sortlori nozoro almagqla,
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y'(0)=1, z'(0)=0 alargq.
Sistemin tonliklorini x -0 goro diferensiallasaq,
{y"(x) =—(y+2z)sinx—(z—y')cos x
z"(x)=—(z—y')sinx+(y +2z')cos x
olar. Buradan y"(0)=1, z"(0)=1 alinir.
Sistemin tonliklorini x -0 gora bir do diferensiallasaq,
{y”’(x) = —(z -2y'— z")sin xX— (y +2z'— y”)cos X
Z"(x)= —(y +2z'— y”)sin x— (z -2y'— Z”)cos X
olar. Buradan y"(0)=0, z"(0)=3 oldugu alinr.

Toromolorin tapilmis qiymatlorini qlivvet siralarinda nozoro

almagqgla

2 2 3
X

x
)=l+x+—, z(x)r —+—
y(x) 5 F R

oldugunu alariq.

6.1.2. Ardicil yaxinlagsmalar iisulu
(iterasiya iisulu, Pikar iisulu)

Bu iisul y' = f(x,y) diferensial tonliyinin y, = y(x,) baslan-
gic sortini 6doyan halling yigilan { n(x)} funksiyalar ardicilliginin
qurulmasima osaslanir. {y, (x)} ardiciligdan olan istonilon funksi-
yan1 Kosi masalasinin toqribi holli kimi gobul etmok olar.

Bir tortibli "= f(x,y) diferensial tonliyi igiin y, = y(xo)
baslangic sortlorini 0doyon Kosi mosolosine baxaq. Diferensial

tonliyin sag torofi liglin varliq vo yeganolik sortlori O6donilir.
Diferensial tonliyin hor iki torofini x,-dan x -9 qodor inteqralla-

yaq:
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}Edy= _)ff(x,y)dx,

Y(x) = y(ox0)+ [ £ p(x))dx (6.3)

(6.3) tonliyini iterasiya iisulu ilo hoall edocoyik. ©Ovvalco
baslangic sortini 6doyen hor hansi bir y,(x) funksiyasini segirik.

Bu funksiyani sifirinci yaxinlagsma adlandirirlar. Sonra y,(x) -i

(6.3) diisturunun sag torsfindo nozoro alib vo 1-ci yaxinlagma
tapilir.

Qeyd. y,(x) baslangic yaxinlagmasi, mosolon, qoyulmus
masalonin fiziki asaslari asasinda segilmalidir. Ogor y,(x) funksi-
yast haqqinda qabaqcadan he¢ no molum deyilso, onda y,(x) = y,

gotiirmok olar.
(6.3) boraborliyindo inteqral igarasi altinda y(x) funksiyasini

Yo = Yo (x) qiymati ilo ovoz etsak,

1) = p(xg)+ [ £, y(xp) )

birinci yaxinlagmasini alariq. Sonra (6.3) boraborliyindo y(x)

funksiyasini tapilmis y,(x) funksiyasi ilo ovoz etsok,

Y2(x) = y0x0)+ [ f (e, 1y () e

ikinci yaxilasmasini alariq.
Prosesi bu qayda ilo davam etdirmoklo, ardicil olaraq ndvbati
yaxinlagmalari
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P(0) = (o) + [ £, 3,4 () e (6.4)

rekurrent diisturu ilo tapiriq (bu tisulun is¢i diisturudur).
Ogor sag torof f(x, y) hor hans1 qapalt

R= {(x,y):|x—x0|Sa, y—y0|Sb}

diizbucaqlida
|/ Ce )= e ) < Ly, = 0|

Lipsis sortini 6doyirss, onda baslangic funksiyanin segilmosindon
asih olmayaraq y,(x) ardicil yaxmlasmalari ixtiyari [x0: %0 + ]

parcasinda Kosi mosolasinin holline yigilir:  lim y,(x) = y(x) vo
n—>0

[xy:x, + k] pargasinda y, (x) toqribi hollinin xatas

n+l
&, =|y(x)-y,(x)|<M-N" brox)"” (6.5)

(n+1)!

kimi qiymatlondirilir, burada

9

M = max |f(X,J’)
(x.7)eR

f(x,»)

h = min(a; /M) -

2

N = max
(x.y)eR

Hesablamalarin dayandirilmasi ti¢lin
|yn (X) Va1 (X)| <&

baorabarsizliyindon istifado etmok olar, ogor o 6donilirso, proses
sona catmigdir vo y(x)= y,(x) diferensial tonliyin holl gobul

edilir. Oks halda ndvbati yaxinlagma toyin edilir.
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Iterasiya tisulu hom diferensial tonliklor sisteminin halli iigiin,
hom do ogor onu bir tortibli diferensial tonliklor sistemi goklindo
yazmaq miimkiindiirse, n tortibli diferensial tonliyin halli {igiin do
totbiq oluna bilar.

Diferensial tonliyin iterasiya tisulu ilo holli ii¢lin, hallorin
qiivvat siralarina ayrilmasi iisulundan forqli olaraq, sag torafin
analinik olmast tolob olunmur. Sag torof inteqrallarin yigilmasini
tomin etmolidir. Buna goro iterasiya iisulunun totbiq edilo bilmo-
sinin sahosi daha genis olur — o hallarin qiivvat sirasina ayrilmasi
miimkiin olmayanda totbiq oluna bilor.

Iterasiya iisulunun ndqsani getdikco daha ¢ox inteqrallarin
hesablanmasinin lazim olmasidir.

Misal 6.2.

y'=x?+y? tonliyinin y(O) =0 baslangic sortini 0doyon
hallinin {i¢ ardicil yaxinlagmasini tapmali.

Holli. Baslangic sortini nozors almagqla, bu tonliyi

X

)= [ 4y
0

inteqral tonliyi ilo ovoz edok.
Baslangic yaxinlasma olaraq y,(x) =0 gotiirok.

Birinci yaxinlasmani

X

b2 (x) = }E(x2 + yg (x))dx = j-xzdx = x3/3
0 0

diisturuna gors tapiriq.
Analoji olaraq, ikinci va {igiincii yaxinlagmalari

y,(x) = f(x2 + y2(x))dx = f(x2 +x°/9)dx=x*/3+x7/63,
0 0
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¥3(0) = [ (2 + y3 (¥ =
0

= [ +x°/9+2x'°/189 + x'*/3969) dx =
0

3 7 15

11
X X 2x X

—+
3 63 2079 59535

soklindo tapmis olurug.
Axirinel yaxinlagmanin xatasini gqiymotlondirok.

f(x,v)=x%+y* funksiyasi biitiin miistovida tayin olunmus-

dur vo kosilmozdir, odur ki, a vo b lgiin istonilon odadlori
gotiirmok olar. Miioyyonlik iiglin a =1, b=0,5 gotiirok. Onda

M = max|f(x,y)| = rnax|x2 + y2| =125,

fy'(x, yj =max|2y|=1.
h=0,4 secok va [0; 0,4] parcasinda

N =max

4

5
X)—yy (0] <1251 2 = 2y
V()= y3 (%)) T
oldugunu aliriq. Demali,
5-(0.4)°
max|y(x) — y;(x)| < ———=0,00133.
[0;0’4]|y( )=y <o

6.1.3. Yiiksak tortibli diferensial tanliklar iiciin
ardicil yaxinlagsmalar iisulu

iki tortibli y" = f(x,y,y') diferensial tonliyi {iciin baslangic
sortlori y(xy)= v, , ¥'(x,)=yy olan Kosi mosolosini nozordon

kegirok. Tonliyin har iki torofini x,,-dan x -o qadar inteqrallayaq:
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[ (r)de = y'00) =y (x0) = [ £ (3,2, )dx

voya

V() =¥ (x0)+ [ £ (x, ).

X0

Bir do inteqrallamaq]la,

X0 X0\ %o

[5G = y(x) = p(x9) = (x =0 )y + | ( | f(x,y,y’)dXde
vaya

() = y(x) +(x=x )y + | ( | f(x,y,y')dx}dx (6.6)
X0 \ Y0
alirqg.
Qoyulmus mosalonin fiziki mahiyyotino osaslanaraq ilkin
yaxinlagmani se¢gmok tolob olunur. ©gor ilkin yaxilagsman

segmok miimkiin deyilso, onda belo yaxinlagma kimi y(x0)= Yoo
y'(xo)=v sortlorini tomin edon xotti funksiyam segmok
olverislidir ki, bu funksiya hondesi olaraq y; bucaq omsaliyla
(xo; yo) noqtosindon kegon diiz xatti tosvir edir, yani
Yo(x) = yo +(x=x0 )y
Onda y'(xy)= yg.
Yo (x) vo y(x)-i (6.6) diisturunun sag torafinds nozars alib

1-ci yaxinlagsmani,

() = p(x) + (¥ =x0 g + | [ [FAE3NE) yg,(x))dedx,

X0 \ X0
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sonra 1-ci yaxinlagsmani (6.6) diisturunun sag torofindo nazoro alib
2-ci yaxinlagsmani aliriq:

1 (x) = y(xp) + (x — X )y() + j- (If(X,yl(x),y{(x))dedx )

X0 \ %0
Bu qayda ilo proses davam etdirilir.
Ogor (n—1)-ci yaxinlasma y,_,(x) toyin olunmusdursa, onda

Yo (x) vo f (x, Vot (X), ¥0 4 (x))—i hesablayib, n -ci yaxinlasmani

Y, () = y(x0) + (x = xp ) +

T 6.7
+ J-[j-f(x’ynl(x)ayllql(x))dedx ( )

X0\ X0
diisturuna gors tapmis oluruq.

Hesablama prosesi x, ndqtosinin miioyyon otrafinda
| Y, (X)=y,4 (x)| < ¢ olduqda yigilir, burada & — verilmis doqig-
likdir.

6.1.4. Diferensial tonliklor sistemi ii¢iin ardicil
yaxinlagsmalar iisulu

Tutaq ki, hor hans1 D oblastinda

dx
Rl (1) x(1) + ¢, (1) y(¥)
p (6.8)
== P20 30+ 20 y(0)
diferensial tonliklor sisteminin verilmis
x(tg)=x0,  ¥lto) =, (6.9)

baslangic sortlorini 6dayan xiisusi hollini tapmaq tolob olunur.
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Forz edok ki, (6.8) sisteminin p,(?), p,(¢),q,(¢),q,(?)
omsallar1 7, noqtesini 6ziindo saxlayan D oblastinda kosilmoz

funksiyalardir. (6.8) sisteminin tonliklorini inteqrallamaq]la,

x(t) = xo + [ [P (Ox(0) + g, () () e
’j (6.10)
(0= yo + [ P2 (0x(0) + 4, Oy () Jat

oldugu alinir.
Iterasiya iisulunun mahiyyatini saxlamagqla, sifirmci yaxin-

lagmalar kimi x,(t)=x,, ¥,(¢)= v, sabitlorini segmok olar. Dgor

Xy Vo ¥, -1 (6.10) diferensial tonliklor sisteminds nazoro alsaq,

x(0) = % + [ [P (0% + 4, (0)y, et
"; (6.11)
1(@® =0+ [[2(00x0 + 45 (), Jat

birinci yaxinlagmalarini alariq. Sonra 1-ci yaxinlasmalar1 (6.11)
sisteminin tonliklorinin sag torofindo qoymagla, 2-ci yaxinlagma-
lar1 vo s. aliriq. Onda 7 -ci yaxinlagmalar1 (rn—1)-ci ilo ifade edon

Uumumi distur

%, =% + [ [ 0x, 1 () + 1 (0)y, 1 ()]t
t(; (6.12)
a0 =0+ [ [P 0%, (0 + 4, ()3, () )de

fo

soklindo olar.
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Diferensial tonliklor nozariyyesindoe isbat edilir ki, ¢, noqto-

sini 6ziindo saxlayan pargada proses yigilir, yoni n — o olduqda
x,(t) = x(t), y,(t) = y(t). Bununla belo, ogor baxilan parcada

qz(t)|£M,m:maxﬂx0 yo|}

Pz(t)| <M,

QI(t)|SMv ’

|P1(t)|SM,

olarsa, onda iki ardicil yaxinlagsmalar arasindaki forglorin miitloq
giymoti asagidaki barabarsizliklorlo qiymotlondirilir:

|xn (t)_xn—l (t)| = mw >
n:

M0

|yn(t)_yn—1(t)| <m :
n!

6.1.5. Qeyri-miidyyoan amsallar iisulu

Bu {isul, adoton, doyison omsalli xotti diferensial tonliklorin
holli tigiin totbiq edilir. Usulun mahiyyatino y(0)=y,, »'(0)=y;
baslangic sortlorini 6dayan iki tortibli

¥+ p)y'+q(x)y = r(x)
diferensial tonliklor iigiin sorh edok. Forz edok ki, tonliyin
omsallarindan hor birini x -in qiivvetloring goro siraya ayirmaq

miimkiindiir:
px)=px", qx)=>q,x", r(x)=Drx".  (6.13)
n=0 n=0 n=0
Bu tonliyin hoallini
y(x)= icnx” (6.14)
n=0
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siras1 soklindo axtaraq, burada ¢, — machul omsallardir.

(6.14) baraborliyinin har iki torafini 2 dofs diferensiallayaq:
y'(x)= e, ", y'(x)= D¢, n(n— Dx"2.
n=1 n=2

v, v, y", p(x), g(x), r(x) tglin siralart ilkin tonlikdo nozars alsaq,

0

0 0 0 0 0

n-2 n n-1 n n__ n

E n(n—1)c,x +E p,x" - E nc,x +E q,x" - E c,x"= E r,X
n=l1 n=0 n=0 n=0

n=2 n=0

olar. Indi siralarin vurulmasini yering yetirarok, axirinci borabor-
liyin sag vo sol toroflorindo x -in eyni qiivvotlorinin omsallarini
baraborlogdirorak, ¢, machullarina nozoron sistem aliriq:

X0 2¢y +¢ py gy =ty

1
x: 3-2c5+2¢c,pytep gy tcyq =1

2
X7t 4-3c,+3c3p0 +20,p Hepy gy g HCoqr =1

Bir halda ki, p(x), g(x), r(x) funksiyalarimin ayrilislar
tapilmisdir, p,,q,,r, komiyyotlori molumdur. Sistemin hor bir
tonliyindo ovvolki ilo miiqayisado bir mochul ¢oxdur. ¢, ¢,

omsallar1 baslangic sortlorindon toyin edilir, qalan biitiin omsallar
159 ardicil olaraq axirinci sistemdon tapirlar.

Qeyd 1. Ogor (6.13) siralar |x| < R olduqda yigilirlarsa, onda

alinmis (6.14) siras1 homin oblastda y1gilir vo tonliyin hollidir.
Qeyd 2. Ogoar baslangic sortlor x = x,, olduqda verilmisdirso,

X—Xx, =t ovozlomasi ilo onu yuxarida baxilan masaloys gotirmok
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olar.

Qeyd 3. Bir cox hallarda diferensial tonliyi geyri-miioyyon
omsallar {isulu ilo hall edorkon siranin omsallar {i¢lin imumi
sokildo ifads tapmagq olur.

6.1.6. Kicik parametr (daxil edilmasi) iisulu

Praktikada bazon kicik parametrlori olan diferensial tonliklo-
rin hallari ilo masgul olmaq lazim golir. Masalon, bunlara

V' +y+ey’ =0

Dyuffing tonliyi daxildir. Bu tonlik transformator olan elektrik
dovrosindo gorginliyi tosvir edir. & kicik parametri OSl¢iisiiz
komiyyatdir, sistemin geyri-xottilik doracasini xarakterizo edir.

Van-der-Pol tonliyi do kicik parametri olan diferensial
tonlikdir:

y'+a’y=e(l-y*)y.

Kigik parametrlori olan diferensial tonliklorin doqiq hollini
tamaq miimkiin deyil. Ona goro bu tonliklorin toqribi inteqral-
lanmas1 mosslasing baxilir.

Parametrlori 6ziindo saxlayan diferensial tonliklor {igiin toqri-
bi hallin tapilmasinin on genis yayilmis tisulu kicik parametr iisulu
v ya hoyacanlandirmalar {isuludur.

Bu iisulun mahiyyeti diferensial tonliyin vo ya diferensial
tonliklor sistemin toqribi hollinin hor hansi siranin kigik para-
metrin qiivvatlorine géro gqismon comlori soklindo axtarilmasindan
ibaratdir. Bu siranin biitiin hadlorini miioyyan etmok vacib deyil.
Praktikada siranin 2-3 hoddini tapmaq, amma sonra & para-
metrinin kigikliyindon istifado edorok, tapilmis hodlorin cominin
ilkin tonliyin doqiq hollindon az forqlondiyini isbat etmok
kifayotdir.
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Misal 6.3.
Diferensial tonliyin hollinin ¢ kigik parametrinin qiivvot-
loring gbra siraya ayrilmasinin 3 hoddini tapmagq tolob olunur.

' X
V= , ¥(0)=0.
1+exy

Halli. Tonliyin hallini

Y(x) = Yo (0) + 1 (x) + &7y (3) +...
strast soklindo axtaragq.
¢ =0 oldugda diferensial tonliyin halli

y=x = y=x2/2+C
olar. Baglangic sortlori nozors almagla C=0 = y= x2/ 2. Onda

stranin birinci haddi y,(x) = x? / 2 -yo barabar olacagq.
Diferensial tonliyi y'(1+é&xy)=x soklindo yazib vo y(x)

ayrilisina goro alinmis comdo &2 toplananlarini saxlasaq, noticoda
o 3
X+ yle + yhe’ +78 +y{?82 +yx’e’+...—x=0

oldugunu alirig. € -nun eyni qiivvetlorindo omsallar1 baraborlos-
dirsak,

e Y +x*2=0= y(x)=-x°/10,

g2 Vst 'x3/2+x2y1 =O:>y§(x)=7x7/2O:>

= y,(x) =7x*/160

alariq.

Noticada
2 5 8
X X" 5
= —c+—&"+
(&) 2 10 160

olar.
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6.2. Diferensial tonliklorin adadi hall iisullar:

Molumdur ki, bir ¢ox diferensial tonliklorin doqiq hallini
homiso tapmaq olmur vo bazi diferensial tonliklorin doqiq hallinin
tapilmasi vacib deyil. Bu hallarda, diferensial tonliklorin toqribi,
xlisuson odadi holli axtarilir.

Odadi iisullar, diferensial tonliyin hollini mochul doyisonin
miioyyon bir sira gqiymatlori iiglin axtarilan funksiyanin qiymot-
lorini cadval soklindo tasvir etmoyo imkan verir.

Tutaq ki, y' = f(x,»), yy = y(xo) Kosi mosalosini hall etmok

tolob olunur. Bu masoaloni holl etmok iiglin x doyisoninin diiyiin

qiymolerini (diiylin ndqtelorini) x, (m=0,n) ilo, y, ilo iso
axtarilan funksiyanin x, dilylin noqtolorindoki qiymatlorini isaro

edak va diferensial tonliyi
() = y(xg)+ [ £(x, y)dx
X0

inteqral tonliyi soklindo yazaq, burada y(x) axtarilan funksiyadir
vo Kosi masolasinin doqiq hallidir. Axirinci tonliyin kdmayi ilo

axtarilan y(x) funksiyasinin x diiylin noqgtolorindo qiymat-

m > Xm+l
lorini tapagq:

Xy

Ym =y(xm):y(x0)+ J-zf(an’)dxa

RO

X+l

Vit = V(i) = (50) + [ £ (x,)dx,

X0

Ikinci tonlikdan birincini toraf-torofa ¢ixsaq,
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Xmt1

Vi1 =Y+ [ f(x,)dx (6.15)

Xm

barabarliyi alinar.

Bir gayda olaraq, Kosi masolonin adadi hall iisullar1 yalniz
alimmis (6.15) boraborliyinin sag torofindoki inteqralin toqribi
hesablamasi tisullar ilo forglonir.

Diferensial tonliyin adodi holl iisullarindan onlarin Runge-
Kutta tisullar1 imumi ad1 altinda taninan genis yayilmais tisullarin
nozordon kegirak.

Runge-Kutta tisullar1 asagidaki forqli xiisusiyyatlors malikdir:

1) tisullar bir addimhdir, yoni y,,,, -1 tapmaq lgiin yalniz

ovvalki (x,,,y,,) noqtesi istifads edilir;
2) onlar A” tortibli hadlorine godor Teylor sirasi ayrilisina
uygun golirlor, burada p qiivvet iistii miixtolif {isullar iic¢lin

miixtolifdir vo iisulun tartibi adlanir;
3) f(x,y) funksiyasinin toromolorinin hesablanmasi lazim

olmur, yalniz funksiyanin 6ziiniin bir ne¢o dofo x vo y -in miixte-

lif giymatlorindo hesablanmasi lazim olur.

6.2.1. Eyler iisulu (simiq xatlor iisulu)

Eyler iisulu adi diferensial tonliklor {i¢iin Kosi masalosinin an
sado odadi hall iisuludur. Usulun mahiyyeti ondan ibarotdir ki,
axtarilan inteqral oyrisi, xtisusi hollin qrafiki olan, siniq xott ilo
ovaz olunur.

Tutaq ki, axtarilan oyri tizorindo (x,,,y,,) noqtesi molumdur.
Bu ndqtadon meyl bucagmin tangensi y, = f(x,,,,,) -0 barabar

olan bir diiz xott kegirok. y = y(x) oyrisi, molum olmayan, doqiq
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halli tesvir edir. Ona goéro do (x,,,;,V,,.;) noqtosini novboti hall

ndqtasi hesab etmak olar.

L diiz xattinin tonliyindon 4

Y=Y+ Vm(x=x,),

¥Yint

Y =L (X, V) VO X, =X, + 1,
ym+1=ym+hf(xmaym) (616) Yn

olar. 0
(6.16) disturt, 4 (p=1) tor-
tibli hodlarino gador Teylor sirasi ayriligina uygun golon, toqribi
holli veron Eyler tisulunu ifado edir, belo ki, hesablamalarin

¥

-
Xm XmH X

xotasinin tortibi 4* -na borabardir vo sokilde / parcasi soklindo
gostorilmisdir. Buna gdro iisul bir tortibli Runge-Kutta iisullardan
biridir. Sokilde gostorilmisdir ki, (x,,,y,,) noqtesi y = y(x) ayrisi
lizorinda yerlosir, hoqigoatda, olbotto ki, y,, — toqribi qiymatdir vo
oyri lizarinda yerlogmir (inteqral oyrisi iizerindo yalniz baslangic
(x9, o) noqtasi yerlosir).

(6.16) diisturiinda m =0,1,2,... gotirmoklo ardicil olaraq
Vi Vo, V3,... komiyyatlori tapilir. Bu qiymatlordon istifade edarak,
(x9,¥o) noqtesindon kecon, inteqral oyrisini toqribi tosvir edon
Eyler siniq xatti qurulur.

Eyler iisulu hondesi monasi ondan ibarotdir ki, (x,,y,)

noqtosindon inteqral oyrisi deyil, ona toxunanin pargasi kegirilir
Vo x,-dan x; = x, +/ -a qodar olan parga toqribon inteqral oyrisi
qobul edilir. Bundan sonra baslangic ndqto olaraq (x,),)

gotliriiliir vo ndvbati siniq xatt pargasi qurulur vo s.
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Bu iisul asagt doqiqliyo malikdir vo xota baslangic
noqtosindon uzaqglasdiqca (sshvlorin sistematik yigilmasi) artir.

Ogor sag torof f(x,y) R= ﬂx—xo| <a,|y —y0| < b} diizbucaqli-

sinda
| (%, y) = f(x, )| S N|y, = | (N =const),

gI_|T, T
_ s

+ f=—<M (M =const)

dx| |Ox

sortlorini 6doyirso, onda tisulun xotast
hM
x, )=y, | <—\1+AN)" -1
(%)= V| 2N(( )

soklinda qiymatlondirilir.
Eyler tisulu y, -don y, ., -0 hor dofo kegdikdo oc h? xotasi

omolo gotirir, lakin, codvalin sonunda xotalarin toplanmasi bag
verir, onda qlobal xata o/ olur.

Qeyd. Usulun isci diisturu basqga ciir alina bilor, yoni (6.15)
diisturunda [x,,,x,,;] parcasinda inteqralalti funksiya sabit

f(x,,,»,)— sifir tortibli ¢oxhadli hesab edilir ki, bu da inteqralin

sol diizbucaqlilar diisturu ilo aproksimasiyasina uygundur. Inteqral
asan hesablanir. Noticods

Xm+1

[ £ Gy = £ (5 v+ O(2),

xm
vaya
ym+1 :ym+hf(xm’ym)

alinir.
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Misal 6.4.

Eyler tsulundan istifado etmoklo, y'=y—2x/y diferensial
tonliyinin y(0) =1 baslangic sortini ddoyon hallinin [0;1] parca-
sinda 4 =0,2 addimi ilo qiymatlor codvalini tortib etmali.

Holli. Hesablamalarin naticolari cadvalda verilmisdir. Cadvo-
lin birinci satirinds m =0 olduqda x, =0, y, =1,0000 baslangic
qiymatlari yazilir vo onlara gora

S(xp,0) =1,
sonra s

Ayy = hf (xy,0)=0,2

hesablanir. Onda m =0 olduqda

Vi =Yo+hf(x0,5)=1+02=12
alinir.
m=1 olduqda x, =0,2, y, =1,2000 giymatlori ikinci sotirdo
yazilir. Onlari istifado etmokloa,
S (x,0) =0,8667,
sonra
Ay, = hf (x;,»,)=0,2-0,8667 =0,1733

hesablamagq olar. Belolikla,
Yy =y +Ay, =1,2+0,1733 =1,3733
alinir.
m=2,3,4,5 oldugda hesablamalar analoji qaydada aparilir.
Cadvalin axirinci siitununda miigayiso iiglin hollin doqiq

qiymotlori verilmisdir. Codvaldon goriiniir ki, ys-in miitloq xatast
A =0,0917, yoni nisbi xota 6 =5%.
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m X Ym 2xm/ym ym_zxm/ym Aym y:V2x+1
0 |0 1,0000 0 1,0000 0,2000 1,0000
1 0,2 |1,2000( 0,3333 0,8667 0,1733 1,1832
2 104 |1,3733| 0,5928 0,7805 0,1561 1,3416
3 10,6 [1,5294| 0,7846 0,7458 0,1492 1,4832
4 10,8 |1,6786| 0,9532 0,7254 0,1451 1,6124
5 1,0 |1,8237 1,7320
6.2.2. Diferensial tonliklor sistemi iiciin Eyler iisulu
Bir tortibli

dx

—=fit,x,y), x(,)=x,,

d Si( ») (%) 0

d

?J;:fé(taxay)a J’(to):J’O

diferensial tonliklor sistemi iigiin Kosi mosalasing baxagq.
Bu diferensial tonliklor sisteminin [¢,;f,+a] parcasinda

toqribi odadi hallinin tapilmasi {igiin do, alqoritm soklindo yerino
yetirilon, Eyler tisulundan istifado etmok olar:
1) [ty;¢,+a] pargasmin bolgii ndqtolorinin sayr n verilir vo

h= a addimi1 hesablanir.
n

Burada ¢, x,,y, komiyyatlori molumdur.
2) Tutaq ki, ¢,,x,,y, hesablanmisdir. Bu qiymotlori

sistemin tonliklorinin sag torofinde nozore almagqla, f, (tm s Xms Vi ) ,

f (fm s X5 Vm ) tapilir vo
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xm+1:xm+hﬁ(tm’xm’ym)’
ym+1:ym+hf2(tm’xm’ym)’
tm+1=tm+h

hesablanir. ©gor m+1=n [t,,, =t,+a] olarsa, proses sona
catmis hesab olunur. x,x;,...,x, Vo Yyy,V,...,y, odadlori
diferensial tonliklor sisteminin axtarilan hollinin ¢y,¢,...,¢,

noqtolorinds toqribi qiymatloridir.
Eyler iisulunu yiiksok tortibli diferensial tonliklor iigiin do
totbiq etmok olar.

V=7,
(X)) = Yo,
V'(x%0) =5
Kosi moasolasi  y'=z,y" =z" avazetmoalorini kdmoayi ilo baxilan

mosoloya gotirilir. Iki tortibli diferensial tonlik bir tartibli

y' =z
{5=f@Jﬂ)
diferensial tonliklor sistemino gatirilir, baglangic sortlor iso
(X)) =¥y,

z(x9) = 2y
sortloring kegir.
Tonliklorinin say1 3 vo daha ¢ox olan bir tortibli diferensial
tonliklor sistemino vo daha yiiksok tortibli diferensial tonlikloro
Eyler iisulu analoji gayda ils totbiq olunur.
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6.2.3. Eyler-Kosi iisulu (Eylerin diizoldilmis iisulu)

Bu usul iki tortibli

F 3 y
. Runge-Kutta iisullar1 qru-
Yol| puna aiddir. Bu iisulda iki
}’E;E —————————— = :P (xmiym)7(xm+h3ym+hy;n)
Yo| =7 . v noqtolori {iclin toxunanin

A A— , meyl bucaginin orta tan-

-

0 X Xt X

gensi tapilir. Ikinci ndqto
Eyler tisulunda (x,,,;,»,,;) 1o isaro olunan ndqtadir. Eyler iisulu
ilo L, diiz xotti iizorinda yerloson (x,,,;, y%,,) noqtesi tayin edilir.

Bu ndqtods toxunanin meyl bucaginin tangensi yenidon hesab-

lanir. Bu qiymoto L, diiz xotti uygun golir. Tangenslorin ortala-
mas1 L diiz xottini verir. Hohayat (x,,,y,,) noqtesindon L // L
diiz xotti kegirilir.

diiz xotti ilo kesisdiyi (x,,.;, v )

L diiz xottinin x=x,,,

noqtesi axtarilan noqto olacaq. L vo L diiz xattlorinin ¢ meyl

bucaginin tangensi:

190 =3 (/o) + f Gy 4, ), (617)
burada
Voo =S G V) - (6.18)
L diz xottinin tonliyi y=y, + (x —xm)- tgp  soklindo
yazilir, onda
Vi1 =Vm Th-180. (6.19)

(6.17), (6.18), (6.19) miinasibotlori Eylerin diizaldilmis
tisulunu toyin edirlor. Usulun is¢i diisturu
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_ 1 ,
yr§+lK:ym+5(f(xm’ym)+f(xm+h;ym+hym)) (620)
soklindadir.

Qeyd. Ogor (6.15) diisturunda [x,,,x,,,,] par¢asinda inteqral-
altt f(x,y) funksiyasi bir doracali goxhadli ilo interpolyasiya
edilorso, yoni

CLE ) .
P~ iy e Lnais m“z UCAER/

olarsa (burada yf; .1 — Eyler iisulu ilo toyin olunan qiymotdir),

onda (6.15) diisturunun sag torofindoki inteqrali hesablamaq]la,

Xm41

_[ f(xm’ym)dx:g(f(xm’ym)_Ff(xm+1’ym+1))+0(h3)’

Xm

(trapesiyalar diisturu)

Vot = Vm +§(f (s )+ £l )

alinar.
Misal 6.5.
Eyler-Kosi tisulundan istifado etmoklo, y'=y—2x/y diferen-

sial tonliyinin »(0)=1 baslangic sortini 6doyon hoallinin [0;1]
parcasinda 4 =0,2 addimi ilo qiymatlor codvalini tortib etmali.
Holli. Hesablamalarin naticalari cadvalds verilmisdir. Cadve-
lin birinci sotirindo m=0 vo x, =0, y, =10000 baslangic qiy-
motlori yazilir vo fy = f(x,,7,)=1 hesablanir. (6.16) diisturu il
yf =1+0,2-1=12 hesablayirlar vo birinci sotirin nvbati siitun-
larma hf,/2=0,1, x,=0,2, y =12 qiymetlorini yazirlar. Sonra
1 (x,0F /2= 0,1-(1,2- 0,4/1,2) = 0,0867 taprlar va (6.20) diistu-
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ru ila

Ay, = %( (00 v0)+ £y )= 0.1+0,0867 = 0,1867;

Y=Yy +Ay, =1+0,1867=1,1867

alirlar. Bundan sonra cadvalin ikinci satiri tortib olunur: m=1,
x;,=0,2, y, =11867. Sonra

fi =1, )=1,1867-0,4/1,1867 = 0,8497

vy =1,1867+0,1699 = 1,3566
tapirlar vo ikinci sotirin ndvboti siitunlarina Af, /2 =0,0850 ,
x, =04, yy =13566 yazirlar. Alnmis x, , ys qiymotlorini
istifado etmoklo, Af (xz, vy )/ 2=0,0767 hesablayirlar vo (6.20)
diisturu ilo

Ay, = %(f(xl,yl)+ £.97))=0.0850+0,0767 = 0.1617;

Yy =y +Ay, =11867+0,1617 =1,3484.

hesablanilir.
m=2,3,45 oldugda da codvalin doldurulmasi analoji

gaydada aparilir.

X yf;_K hfm/z X+l yn€+1 hf(xm+1,y,,€+1)/2 Aym
0 |1,0000| 0,1 (02| 1,2 0,0867 0,1867
0,2 11,1867/0,0850( 0,4 | 1,3566 0,0767 0,1617
0,4 11,3484|0,0755| 0,6 | 1,4993 0,0699 0,1454
0,6 [1,493810,0690| 0,8 | 1,6180 0,0651 0,1341
0,8 11,6272/0,0645| 1,0 | 1,7569 0,0618 0,1263
1,0 |1,7542

wlalwlo|—|o| S
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6.2.4. Modifikasiya olunmus (dayisilmis) Eyler iisulu

Qurulmasi ovvalki sokil-
doki kimi eyni olan sokilo
baxaq. Belo ki, (x,,,y,) nog-
tosindon oyilmo bucaginin tan-
gensi y, = f(x,,,y,) -9 bara- : ,
bor olan L, diiz xotti kegiril- Z .

——————h———n

migdir. L, vo x=x,+h/2 0] xn Xuth? Xum "
. .. . . ) ) h h

diiz xottlorinin kosismosindoki koordinatlart | x,, + —;y,, + 5 v

olan P noqtesinds toxunan diiz xattin oyilmo bucaginin tangensi

tga=f(xm+g;ym+§yinj (6.21)

olar, burada )/, = f(x,,¥,). Bu L diiz xottidir. Sonra (x,,,y,,)
noqtesinden L//L diiz xotti kegirmok lazimdir. L diiz xotti ilo
x=x,, diiz xottinin kesismesi axtarilan (x,,;,»,.;) noqtosini
veracok. L diiz xottinin tonliyini y =y, +(x—x,,)tgo soklindo
yazsaq, buradan

Vsl =Vm T h-1g01 (6.22)
olar.

(6.21)-1 (6.22)-do nozora almagla, doyisilmis Eyler tisulunun
is¢i diisturu alinir:

h h
ym+1:ym+h'f(xm+5;ym+5f('xm’ym)j' (623)

Doyisilmis Eyler tisulu da iki tortibli Runge-Kutta iisuludur.
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Qeyd. Ogor (6.15) diisturunda [x,,,x,,,,] par¢asinda inteqral-
altt f(x,y) funksiyasi onun orta ndqteds x,,;, =x,, +h/2
Vsip =Vm h/2 qiymoti ilo interpolyasiya edilorso, yoni
S )= f (X125 Viwrp) > onda  inteqrali  hesablamagqla,

modifikasiya olunmus Eyler iisulunu almis olariq:

Xm+1

[ £ Gope v = (5,00 3,0ey2 )+ O1),

Xm

(orta diizbucaqlilar tisulu)
Y1 =Vm + hf(xn1+l/2; yn1+l/2 )

Burada Kosi mosalasinin holline inteqralin hesablanmasi kimi
baxilir, buna goro do TUsulun xotast hesablama oblastinin
boliindiiyli biitiin elementar pargalar {igiin istifado edilon kvadratur
diisturlarin lokal xatalarinin comindon artiq deyil. Yaxsilasdirilmig
Eyler tisullarinin qaliq hadlori tortibi 0(/13) olur.

Misal 6.6.

Modifikasiya olunmus Eyler iisulundan istifado etmoklo,
y'=y-2x/y diferensial tonliyinin »(0)=1 baglangic sortini
O0doyon hollinin [0;1] parcasinda 4~ =0,2 addimi ilo qgiymaotlor
cadvalini tortib etmali.

Holli.

Hesablamalarin noticolori codvoaldo verilmisdir. Coadvolin
birinci satirindo m=0 vox, =0, y, =1,0000 baslangic qiymaot-

lori yazilir vo f; = f(x,,7,)=1 hesablanir. Onda (6.16) diisturu

ils x,,,,, =0,1 olduqda y,,,;, =1+0,1 =11 alir. Sonra

f(xm+1/23ym+1/2 ): 0,9182
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Vo
Ay, = hf (xn1+1/2’ym+1/2 ): 0,2-0,9182=0,1836
tapilir.
(6.23) diisturuna osason
Y=y, +Ay, =1+0,1836=11836
alimir. Bu noaticodon istifado etmokls, cadvalin ikinci satiri
doldurulur: m=1, x,=0,2, y, =1,1867 vo hf(x,,,)/2=0,0846
tapirlar. Sonra xy, = 0,3 olduqda (6.16) diisturu ilo
Y32 =1,1836 +0,0846 =1,2682
tapilir.
f(x3/2aJ’3/2) =0,7942,
Ay, =hf(x3,,5,)=0,2-0,7942 = 0,1590
hesablanir. (6.23) diisturuna asason
¥, =y + Ay, =L1836+0,1590 =1,3426

alinir.
m=2,3,45 oldugda da codvalin doldurulmasi analoji

gaydada aparilir.
m | X, | Y | /2 Xm1/2 | Vm+1/2 Ay, |y=+2x+1
0| 0 [1,0000f 0,1 0,1 1,1 1,0000 | 1,0000
1 10,2 1,1836/0,0846| 0,3 |1,2682 | 1,1832 | 1,1832
2 104 (1,3426(0,0747| 0,5 | 1,4173 | 1,3416 | 1,3416
3 10,6 1,4850(0,0677| 0,7 | 1,5527 | 1,4832 | 1,4832
4 10,81(1,6152/10,0625| 0,9 |1,6777| 1,6124 | 1,6124
5 11,0 [1,7362 1,7320 | 11,7320
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6.2.5. Diferensial tonliklar sistemi iiciin modifikasiya
olunmus Eyler iisulu

Tutaq ki, /# inteqrallama addimu ilo

{x(r) = filtx.y) x(t)=2x
v = f(txy) )=y,
Kosi masalasini hall etmak talob olunur.

Toqribi ododi hollin modifikasiya olunmus Eyler iisulu ilo
hesablanmas1 asagidaki rekurrent diisturlarla hoyata kegirilir:

L =4 + 5

h h
Xi+1/2 = Xk +Ef1(tk’xk=yk)’ Y12 = Vi +Ef2(tk’xk’yk)’

oy = fl(tk+l/2’xk+1/23yk+1/2)’ Bi =1 (tk+1/2axk+1/z=J’k+1/z)v

o =l th, Xpg=x +oh, Yy =y, +Bh

6.2.6. Dord tartibli Runge-Kutta iisulu

Dord tertibli Runge-Kutta tisulu diferensial tonliyin yiiksok
doqiqlikli adadi halli iigiin on ¢ox istifado edilon iisuldur. Bu iisul
o dorocoda genis sokildo istifado olunur ki, iisul adeton "Runge-
Kutta tisulu" adlandirilir.

Hondasi olaraq y'= f(x,»), y, = y(x,) Kosi moasalasi ii¢iin
bu {isul da ondan ibaratdir ki, kigik [x; x + 4] parcasinda y = y(x)
inteqral oyrisi (x, y(x)) noqtesindon kegon diiz xott pargasi ilo
ovaz olunur. Bununla belo, tisul, avvalki iisullara nisbaton, daha
inco bir yanasmaya — bu diiz xott pargasinin istiqgamotini
mioyyanlasdirmoys asaslanir.
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Tutaq ki, [x,; x, + a] parcas1
Xgs Xisewos Xy Xppiloee Xy =Xg+a (X, —X,, =h)
noqtolori ilo n sayda borabor hissalora boliinmiisdiir vo uygun
noqtalords diferensial tonliyin hallinin toqribi qiymatlori miisyyon
edilmisdir.

-

Ym+1

|
|
|
. . .
0 Xm XmH/2 Xm+1 W

[x,,5X,.] par¢casinda molum olan y, = y(x,) qiymatino gora

Yme qlymatini tapaq.

1. M(x,,,y,,) ndqtosinds inteqral ayrisind toxunanin
ki = S %3 9) (6.24)
bucaq omsalini, y-y, =k, (x—x,) vo x=x,+h/2 diz
xottlorinin kesismo ndqtesini, yoni N} (xm + g; Yt 5 ki j noq-

tosini toyin edirik.
2. N, noqtesinds toxunanin bucaq amsalini tapiriq:

k2m=f(xm+§; ym+gk1mj (625)

M,, ndqtesindon, x=x,+h/2 diz xotti ilo kosismoyo godor,
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bucaq omsali k,, olan y—y, =k,,(x—x,) diiz xattini kegiririk,
noticeds N, (xm + g; Y + g : kzmj noqtosini aliriq.

3. N, noqtesinds toxunanin bucaq amsalini tapiriq:

k3m:f(xm+g;ym+g-kzmj. (6.26)

M,, noqtosindon, x = x,,+h diiz xotti ilo kesismaya qodar, bucaq
omsalt k,, olan y-y,=k;,(x—x,) diz xottini keciririk,
noticado M, (x,, +&; y,, + hksy, ) noqtesini aliriq.
4. M! ., noqtasinds toxunanin bucaq amsalini tapiriq:
ko =[x, +h; v, +hks,). (6.27)
Nohayat, mosalonin toqribi hallini oks etdiron siniq xott parcasinin
istiqamatini k,, -0 borabor gotiirtiriik:

k, = %(klm +2k,, +2k,, +k,,) (6.28)

vo M, noqtesindon, x =x, + & diiz xatti ilo M(x,,,, V) =M,

noqtosindo kasigsmoyo qodor
Y=Y =k (¥ =x,)
diiz xottini kegiririk, burada
Vel =Vm +H-k, (6.29)
haollin x,,,, =x, +/h noqtosinda toqribi qiymati hesab edilir.

Usulun lokal va gqlobal (biitiin inteqrallama pargasinda)

xatalar uygun olaraq 4> ve A* tortibleri ilo xarakterizo olunur.
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Qeyd edok ki, bir noqtadon digorino keg¢dikdo hesablama
addimi doyisdirilo bilor. /4 adimimin seg¢ilmosine nozarst etmok
uctin
kZm - k3m

1m

0=

m

kosrinin qiymotini hesabladigda almman qiymot yilizdo birlori
agsmamalidir. Oks halda addimi ki¢iltmok lazimdir. Xotanin kobud
giymatlondirilmosini

IESYEI E1RMERMNIE
diisturuna goros ikigat hesablamanin komayi ilo almaq olar, burada
y(x,) — diferensial tonliyin x, noqtesindo doqiq halli,
y.,y, —uygun olaraq #/2,h addimi ilo alinmis toqribi
qiymatlordir.

Misal 6.7.
Dord tortibli Runge-Kutta tisulu ilo
yi=x+y, y(0)=1
Kosi masolosini [0;0,4] parcasinda 4 =0,1 addimai ilo holl etmali.

Holli.
f(x,y)=x+y, onda (6.24) (6.29) diisturlarina uygun olaraq

alirq:
Xy =X, +H,
ky, =h-(x,,+v,),
ky, =h-(x, +h/2+y, +k, /2),
ky, =h-(x, +h/2+y, +ky, /2),
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kyp=h-(x, +h+y, +ks,),

m

Aym = % ’ (klm + 2k2m + 2k3m + k4m) 5

Vil =Vm ¥ A, , (m=0,1,2,3).
x, =0, y, =1 gotiirmokls, y,-in qiymatini tapiriq:
= X, =xy+h=0+0,1=0,
ko = (xo +yo) 1-(0+1)=0,

=h-| x,+— +y0+ kwj 0,1-(0+0,05+1+0,05)=0,11

:%(0,1+2-0,11+2+0,1 105+0,12105)~ 0,110342

Y=Yy +Ay, =1+0,110342=1,110342.
Sonra, hor addimda odadi hallorin y,, qiymetlorini hesabla-

nilir, biitiin hesablamalarin naticalarinia asasan cadval tartib edilir:

X klm k2m k3m k4m Aym Ym

0,1{0,100000{0,110000{0,110500(0,121050{0,110342|1,110342

0,210,121034|0,132086(0,132638|0,144298 |0,132463|1,242805

0,310,144281|0,156495|0,156495(0,169991 |0,156912|1,399717

W=l 3

0,410,16997210,183470(0,183470(0,198386(0,183931 |1,583648

Alinmig hoallin xatas1 0,000001-i agmur.
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Baxilan Kosi mosalosinin miixtolif tisullarla odadi hallori

miigayisa li¢lin asagidaki codvalds verilmisdir.

m | x Eyler | Eyler-Kosi | Runge-Kutta Daqiq hall
" | tisulu tisulu tisulu y(x)=2e" —x-1
0 10,0 (1,0 1,0 1,0 1,0
10,1 [1,1 1,11 1,110342 1,110342
2102 1,22 1,24205 1,242805 1,242805
3 10,3 [1,362 1,398465 1,399717 1,399718
4 104 |1,5282 | 1,581804 1,583648 1,583649

6.2.7. Ikinci tortib diferensial tonlik iiciin

Runge-Kutta tisulu

V=160 s v(x) =y, V'(x)=y, Kosi masalasinin
holli asagidaki hesablama sxemi ila yerina yetirilir:

klm :hf(xm’ym’y:n)’

kym = hf| x,, +ﬁ;ym +ﬁy;1 +ﬁk1m;y

2 2 8

2 2 8

k3, = hf| x,, +ﬁ;ym +ﬁy$n +ﬁk1m;y’m +—j

;n+k1_mj’
2

ky

m

2

2

k4m:hf xm+h;ym+hy;n+gk3m;y;n+k3m]’
|
ym+1:ym+h ym+g(k1m+k2m+k3m) ’

Vil = Vm +é(klm +2ky,, + 2k, + k4m)a

burada /4 — addimdir, tisulun xotasmin tortibi 4° -dir.

137



6.2.8. Adams iisulu

Kosi moasalasinin halli {iclin ¢ox addimli iisullar onunla
saciyyalonir ki, hollin cari diiylindo (ndqtodo) hesablanan qiymati
yalniz bir ovvolki diiyiin qiymsotlorindo deyil, bir sira ovvoalki
diiyiin qiymotlorindon asilidir.

Cox addimli iisullarin qurulmasmin imumi sxemi asagidaki
kimidir. Tutaq ki, sobokonin bir ne¢o x,,_,X,, .- X, 1>X,

diiylin noqgtalorindos toqribi holl molumdur. Demali, bu ndqtolords
diferensial tonliyin sag terofinin f(x;;y,) qiymetlori molumdur,

hom do nozoro almaq lazimdir ki, f (x; y(x)) artiq bir doyisonli
f (x; y(x))=F (x) funksiyasi olacaq. F(x) funksiyasi L,(x)
interpolyasiya g¢oxhodlisi ilo ovoz edok vo verilmis diferensial
tonliyi [x,;x,.,,] par¢asinda inteqrallanaqla, y,.,, qiymotini

hesablayaq:

Xm+1

Vot = Ym+ [ L (x)dx.

Xm

Interpolyasiya coxhadlisinin qurulmasi ii¢iin dord diiyiin

noqtast x,,_s,X,,_5,X,_;,X, istifado edilon halda, sobokodo sabit

addimlarla

Y1 = Vm +%(55Fm_59Fm—1+37Fm—2_9Fm—3)

soklindo yazilan, Adams diisturu alinir.

Adams sxemi ilo hesablamaya baslamaq iiciin, x,, x;, x,, X;
dord baslangic noqtalorinds halli bilmok lazimdir.

Diferensial tonliyi Runqge-Kutta {isulu ilo hall etdikde hor bir

¥; qlymatininin tapilmasi iiciin ¢oxlu hesablama aparmaq lazim-
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dir. Tonliyin sag torofinin analitik ifadosi miirokkob oldugda belo
tonliyin Runge-Kutta tisulu ilo holli boylik ¢otinliklor yaradir.
Buna gors, praktikada bozon, tonliyin sag torofinin miirkkob
hesablanmasini tolob etmoyon, Adams iisulu (1855) istifado
olunur.

V' =f(x,»), y(xy) =y, Kosi mosalasi iigiin Adams tisulunun
mabhiyyati agagidaki kimidir.

Tutaq ki, x; (i =0,1,...) — haddimla barabor mosafodo duran
qiymatlordir vo y, = y(x;) . Bu tonliyin, x; =x, +ih (i=0,1,...,n)
noqtolori ilo 7 sayda borabar hissaloro boliinmiis [a,b] parcasinda
hallini tapmagq tolob olunur.

[x;;x;,,] parcast lizro diferensial tonliyi inteqrallacaq, onda

Xit1 Xit1

Vit = Vit I Ydx voya Ay, =y-y = I y'dx

olar.
Toéromonin tapilmasi iiglin Nyutonun (iiglincii tortib forglorlo
kifaystlonmoklo) ikinci interpolyasiya diisturundan istifade

edorak,
+1 +1)g+2
J’(x):yi"'quH“‘q(q ' )A2 o +%A3yi_3 +..0
2 3 2
V)= ghy 4 Ly (A2

oldugunu alariq, burada ¢ = (x—x,)/h .

y' U¢lin ifadoni ovaz etmoklo vo dx = hdg oldugundan

1 2 3 2
' ' q + q ! q + 3q + 2q !
Ay, =h| (yi HGAVL T Ay T A ]dq -
0
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o1 , 5 , 3 )
=hy; + EA(hyi—l ) + EAz (hyi—Z )+ §A3 (hyi—S)

alinir.
Sonra ¢, =hy; =hf(x;,y;) (i=0,1,...,n) isaro etsok, onda
istonilon forq tigiin A" (hy!)=A"t, vo
1 5 ., 33
Ay, =t +=At, | +—At, , +—At, 6.30
\); i 7 i-1 12 i-2 g i-3 ( )

olar. Bu halda y, , =y, + Ay, diisturu ilo tonliyin hollini almis

olariq. (6.30) diisturu Adamsin ekstrapolyasiya diisturu adlanir.
Prosesi baslamagq iiciin dord baslangic y,,y;,¥,,y; qiymatlori

lazimdir. Bunlar, hor hanst adadi tsulla, y(x,) =y, ilkin sortino

osaslanaraq toyin edilir. Bunun ii¢lin, mosolon, Runge-Kutta
tisulunu vo ya Teylor sirasina ayirma (bu zaman 5 hodd gotiirmok
lazimdir) tisulundan istifads etmok olar.

¥, =y oo +ih) = yo + g (ih)+ 5 i) [2+....

Bu qiymoatlori bilmoklo, y'= f(x,y) tonliyindon téromolorin
YosVi» V5, Vs qiymatlorini tapmaq vo

to = hyy = hf (x5, 3, );

t=hyi = hf(q,1);

ty = hyy = hf (. ,);

ty = hys = hf (x5, 3)
toyin etmok olar.

Sonra Aty =A(hy); At =A(hy]); Aty =Ahyy); A (hy));

N (hy}); N(hyy) farqlori hesablamilir vo farqlor cadvali tortib
edilir:
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o\ v | | vi= S [ =) | Ay | Ny | A
Xo | Yo f(x0:%0) te | Aty | Ay | A
x|y ACHY) to| Ay | A
Xp | N2 f(xzé)b) l At,

X3 | Vs S 33) Iy

Usul intervalda dérdiincii tortib daqigliys malikdir.
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7. XUSUSI TOROMOLI DIFERENSIAL TONLIKLOR

Bir cox totbigi masololorin holli xiisusi toromoli diferensial
tonliklorin halline gatirilir.

Funksiya, onun arqumentlori vo xiisusi téromolori daxil olan
tonlik xiisusi toramoali diferensial tonlik adlanir. Ogor xiisusi
toromoli diferensial tonlikdo téromonin tortibi vahido borabor
olarsa, o birtortibli xiisusi toramoali diferensial tonlik adlanir.

Funksiyani z , onun arqumentlorini x,,x,,...,x, ilo isaro

n

etsok, onda timumi sokilds xiisusi toromali diferensial tonliyi
0z Oz 0z ]

Zaa_aa_a'naa_
X1 X2 Xn

F(xl,xz,...,xn, (7.1)

kimi yazmagq olar.

7.1. Birtartibli xiisusi toromoli diferensial tanliklor

Ogor (7.1) tonliyi

0 0 1%;
4ty bt a,—=b (7.2)
ox, ox, ox,,
) N 0z Oz Z .
soklindo olarsa, basqa s6zlo, —,—,---,—— xlisusi toromolorino
X, O, ox,,

nazoran xotti olarsa, belo tonlik birtartibli xiisusi toromali xatti
diferensial tonlik adlanir.

(7.2) tonliyindo istirak edon a,a,,...,a, omsallart vo b

sorbast haddi x;,x,,...,x, arqumentlorindon asili olan funksiyalar-
dir.

Sadolik tigilin, doyisonlorin say1 iki olan hala baxaq. Bu hal
iclin geyd olunan tokliflori doyisonlorin say1 ixtiyari sayda olan
hal ti¢lin imumilosdirmok olar.
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Tutaq ki,

o(x,,2)=0 (7.3)
funksiyasi
al%jtaz%:b (7.4)
ox oy

tonliyini 6doyon z doyisenini x, y,c -lordon asili olan funksiya
kimi toyin edir (¢ istonilon sabit komiyyatdir).
o(x,y,z)=0 funksiyasinin

0P 44,22, 2% _ (7.5)

ox oy 0z
miinasibatini eyniliklo 6dadiyini gostormak olar. Odur ki, (7.4)
tonliyini holl etmok {iglin (7.5) tonliyini holl etmoyi bilmok
lazimdir. Bunun {i¢iin

& _a

dz b vo yaxud ﬁzﬂz% (7.6)
dy _ay a a, b

dz b

tonliklor sistemino baxaq vo qobul edok ki, onun birinci
inteqrallar1

¢ (x,y,2)=¢;,  @(x,p,z)=¢. (7.7)
Burada ¢,,c, istonilon sabit komiyyotdir.
(7.7) tonliklorinden y vo z doayisenlorini x,c,c, ilo ifado
edorok  ¢(x,y,z) funksiyasinda yerino yazmaqla onu
o(x,y,z) =D(x,c;,c,) soklindo goéstormak olar. ¢; vo ¢, liglin

(7.7) ifadalorini nozors almaqla

go(x,y,z) = CD(X,(Pl,(Pz)
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eyniliyini alariq (® istonilon funksiyadir).

Gostormok olar ki, agor ¢(x, y,z) funksiyasi (7.5) tonliyinin
hollidirss, onda x doyisoni ®@(x,¢,,,) funksiyasina askar
sokildo daxil olmur, yoni

QD()C, Vs Z) = (D((Pla(l)z)
olur. Demoali (7.5) tonliyinin iimumi halli D(p,,0,)
funksiyasidir.

Belalikls, (7.4) tonliyini holli etmok {igiin asagidaki qaydani
vermok olar:

— (7.6) adi diferensial tonliklor sistemini yazmali vo sistemin

asil1 olmayan iki holini (birinci inteqrallarini) tapmali;

- @,,p, -don asili olan istonilon D(¢@,,p,) funksiyasini
sabito vo yaxud sifira borabor etmoklo ( @ funksiyasi
ixtiyari olduguna goro onlar eyni giicliidiir) z doyisonini
x, y -in funksiyas1 kimi toyin edon

O(py,0,)=0 (7.8)

miinastbotini qurmali.

Bu gayda ilo toyin olunan har bir z funksiyasi (7.4) tonliyini
O0doyir vo oksing, (7.4) tonliyini 6doyon hor bir z funksiyasi (7.8)
boraborliyi ilo toyin olunan funksiyalar sinifino daxildir.

0z 0z

Misal 7.1. x——y— =0 tonliyini hall edin.
ox Oy
Holli.
Verilmis tonliye uygun
de _dy dz
x -y 0

diferensial tonliklor sistemini quraq. Bu sistemdon
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xdy+ydx=0, dz=0.
Bu sistemin halli
x2+y2 =¢, z=0,

Bu inteqrallardan asili olan ixtiyari funksiyan1 ®(x*+ y?,z) ilo

isaro etsok vo onu sifira borabor gotiirsok
O(x*+y%,2)=0 voyaxud z=y(x*+)?)
yaza bilorik (burada  ixtiyari funksiyadir).

Misal 7.2. Sabit omsalli a%jtb% =1 tonliyini holl edin
ox Oy

(a,b sabit komiyyatlordir).
Holli.
Verilmis tonliys uygun
dx dy dz
a b 1

diferensial tonliklor sistemini quraq. Buradan

dx—adz=0
=>x-az=¢, y—-bz=c,
dy—bdz=0
Demoli,
O(x—az,y—bz)=0 voyaxud y-bz=yw(x—az).
Analoji qayda doyisenlorin sayr birdon ¢ox olan halda da
dogrudur. Belo ki, xiisusi toromoli
a1£+a2£+...+anz:b (7.9)
ox, ox, ox,,
tonliyini 6doyon vo n sayda x,x,,...,x, doyisonlorindon asili

olan z funksiyalarini tapmagq tigiin
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dy _dxv, _dv, _dz (7.10)
a a, a b

tonliklor sisteminin asili olmayan » sayda ¢,,¢,,...,¢, hollorini
tapmaq vo onlardan asili olan ixtiyari funksiyani sifira borabor
oMUy

etmok lazimdir (q,,a,,...,a,,b omsallar1 x,x,,...,x, vo z-don
asili olan verilmis funksiyalardir). Beloliklo, alinan
O(@),05,.--,9,)=0 (7.11)
tonliyi (7.9) tonliyini 6doyon z doyisonini Xx;,x,,...,x, doyison-
lorindon asili olan funksiya kimi toyin edir.
(7.11) tonliyi (7.9) tonliyinin éimumi inteqralt adlanir.

Tutaq ki, xilisusi halda, z doyisoni birinci hollorin yalniz
birina, masalaon, axirincisina daxildir, onda imumi halli

(p(xl,X2,...,xn,Z):®(g01,g02,...,(pn_1) (7.12)

kimi do yazmagq olar.
(7.9) tonliyinin Wimumi hollini (7.12) boraborliyini =z
doyisoninog noazaron holl etmoklo askar sokildo tapmagq olar.

Oz 0z Oz

Misal 7.3. X —+X, —+...+Xx, —=mz tonliyinin
ox, ox, ox,,
timumi hallini tapin.
Holli.
Verilmis tonliye uygun
dx, dx, dx, dz
xooxm x om

tonliklor sistemini yazmaqla alinan sistemin birinci hallorini tapagq:

Inx, =lnx, +In¢,, x, =¢x,,
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(¢, =c™). Verilmis tonliyin iimumi halli

Xy X X z
1 2 n—1 _
CD(—,—,..., ,—]—0

m
X, X, X, X,

voya
X X x
_.m 1 2 n—1
z=1x, (—,—,...,—].
x}’l xn xll
Alman ifado x;,x,,...,x, doyisonlorindon asilt olan m tortibli

bircinsli funksiyalarin imumi ifadesidir.

0z 0z
ox oy
tonliyinin
x=u(t), y=v(t), z=w(t) (7.13)
xottindon kecon z = z(x, y) soth tonliyini tapmagq tiglin
& _dy _d

a a, b
sisteminin asili olmayan iki ¢,(x,y,z)=¢;, vo @,(x,y,z)=c,
birinci holli tapilir vo x,y,z ovozino onlarin (7.13) ifadoslorini
yazdiqda ¢ parametrino nozoron
D,(t)=c;, D) =c, (7.14)

tonliklori alinir. Bu tonliklordon ¢ parametrini yox etmoklo
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F(Cl,02)=0

miinasibati alinir. Bu miinasibotdon iso ¢;,c, avozino onlarin

birinci inteqrallardaki ifadesini yazmagqla talab olunan hall, yani
sothin tonliyi alinir.
Misal 7.4. yz% + xz% = 2xy tonliyinin x*+y* =16,
ox oy

z =3 xottindon kegon soth tonliyini tapin.
Holli.
Verilmis tonliys uygun olan

de _dy  dz
oz 2w
sistemini hoall etsak,
xdx = ydy , 2xdx = —zdz
olar.

Hor iki tonlik doyisonlorine ayrilmis tonlikdir. Bu tonliklori

hall etsok,

2
2 2 2, 2
X =y =, X +7:C’2.

Onda verilmis tonliyin imumi halli:
2
x2+%:CD(x2—y2). (7.15)

Verilmis sortlori 6doyon holli, yoni @ funksiyasini tapmaq
ficin (7.15) borabarliyindo x?=16-y* , z=3 qiymotlorini

yazsag,
16— y* +% =d(16-2)7%)
olar.
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16—2y* =t qobul edok. Onda y* = 8—% olar.

Alinq ki,
t+25

2_ 2

- 25

, O(x*— X Ty 4o
(x"=»7) 5

Bu giymoti (7.15) borabarliyindo nozors alsaq

() =

2 2 2
z X =y +25

2 2 2
vova Xx"+y +z°=25
> > Y y

olar.

7.2. ikinci tortib xiisusi toromali diferensial tonliklor

Mochul funksiyani u ilo, arqumentlori (sorbast doyisonlori)
X|,X,,...,X, 1o isara etsak, ikinci tortib xiisusi téromoli diferensial

tonliyi imumi gokilda

2 2

P Oou Oou ou Ou ou
X1sXgseuesXyylhy—— 0 1uuey , ey

ox, ox,  ox, oxt  ox?

]:0 (7.16)

n

kimi yazmagq olar.

2 o%u ", Ou
a;———+ ) b—+cu=f(x,,x,,...,X, 7.17
2 o Lbim—tau=fax,.x,) (717

i,j=l1 i=1 i

soklindoki tonlik ikinci tartib xiicusi toramoali xatti diferensial

tonlik adlanir. Burada a; (j=1n;i=1,n), b,(i zl,_n) va ¢ sabit

komiyyatlordir.
f =0 oldugda (7.17) tonliyi bircinsli, f #0 oldugda iso

bircinsli olmayan tonlik adlanir.
Xiisusi halda, sarbost doyisonlorin say1 iki (x vo y) oldugda

(7.17) tonliyi
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2 2 2
a9 g 0 O p M gm0 (18)
ox Ox0y oy ox Oy
soklino diisiir.
(7.18) tonliyinin arasdirilmasi ikinci tortib xiisusi toromolorlo

olagadar olduguna gors, onu

%y 2 2
A(x, y) +2B(x y) 88y+C(x,y)a—L;+

(7.19)

Oou Ou
+F(x,y,u ’ax’ay)

xotti bircinsli tonliyi soklino gotirok vo onu arasdiraq.

Diferensial tonliklor nozoriyyosinin asas mosalolorindon biri
(7.19) tonliyinin sado soklo gotirilmasi mosalasidir. Bunun iigiin x
vo y doyisonlorini

¢ =0(x,y),

n=v(xy)
yeni doyigonlori ilo ovoz edok. Tutaq ki, ¢(x,y) , w(x,y)

(7.20)

funksiyalarinin miioyyan tortib téromolori var vo bu sistemi x, y

doyisonlarine nozoran birqiymatli holl etmok miimkiindiir.
u funksiyasmi x,y -in miirokkob funksiyasi qobul edib,
birinci va ikinci tortib téromolorini taparaq vo (7.19) ifadasindo

nozars alsaq,

2 2 2
1824'231 u +C18L;+Fl &.n,u,
o& 0&on on

olar, burada

2
4 :A[ag] +ZB%'8—‘g [%j
ox ox Oy oy
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g 40500 oy 02 20 0F On), 3% On
ox Ox ox Oy Oy Ox

2 2
Cle(a—nj +2Ba—n-6—n+C oan .
ox Ox Oy oy

. ou O . . .
F; funksiyas1 u,a—u,a—u doyisonlorine nazaron xotti olduguna
n

goro (7.21) tonliyi do xotti olar.
Asagidaki ti¢ haldan biri vo (7.20) miinasibati 6donildikds
(7.19) tonliyi kanonik sakila gatirilmisdir deyirlor:

1. 4=0, C,=0;

2. 4,=0, B, =0;

3. 4 =C,, B, =0.
(7.20) miinasibotindo & =¢@(x,y) vo n=y(x,y) funksiya-
larmi elo segmok olar ki, yuxarida qeyd olunan ii¢ haldan biri
Odonilsin. Dogrudan da, tutaq ki, 4, =0, C; =0. Onda ¢(x,y) vo

v (x,y) funksiyalarinin har biri xiisusi téromoli

2 2
A(%] 28Z . Z L A E] 2 (7.22)
ox ox 0Oy oy

diferensial tonliyini 6domalidir. Bu tonliyinin halli iso har hansi
adi diferensial tonliyin imumi halli ilo slagodardir.
Teorem. D oblastinin hor bir noqtesindo z = f(x, y) funksi-

yasinin (7.20) tonliyini 6domosi iiglin zoruri vo kafi sort homin
oblastda

f(x,y)=const=C,

ifadasinin
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2
A(ﬂj —2BQ+C:O (7.23)
dx dx

adi diferensial tonliyinin iimumi halli olmasidir.

(7.23) tonliyi (7.22) tonliyinin xarakteristik tonliyi adlanir.

Bu tonliyi Zz—y -9 nozaran holl etsok,

X
dy B+VB*-4C

9

dx A
dy B-B*-4C
dx A '

tonliklorini alariq. Bu tonliklorin hollorini, uygun olaraq,
e(x,y)=C , v(x,y)=C, ilo isaro edok. ¢(x,y)=C ,
v (x,y) =C, ayrilorino (7.21) tonliyinin xarakteristikalar: deyilir.

(7.18) tonliyinin bu isulla sadolosdirilmosi xarakteristikalar
iisulu adlanir.

B>~ AC>0 oldugda (7.19) tonliyinin xarakteristikalari
hoqiqi vo miixtelif, B>~ AC =0 olduqda hogiqi vo bir-birino
berabor, B* — AC <0 olduqda iso qosma kompleks olurlar.

Xarakteristikalaria goro (7.19) tonliyini asagidaki tiploro
ayirirlar:

(7.19) tonliyi B> —AC >0 olduqda hiperbolik, B> — AC <0

olduqda elliptik, B> — AC =0 olduqda iso parabolik tipli tonlik
adlanir.

Qeyd etmok lazimdir ki, &=¢(x,y) vo n=y(x,y)
ovazlomolori ilo (7.19) tonliyini (7.21) soklino saldiqda tonliyin

tipi doyismir. Daha dogrusu: B> — AC >0 olduqda B —4,C,>0;
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~AC<0 oldugda B/ —A4C, <0
—4,C, =0 olur.
Hiperbolik tipli tonliklarin kanonik sakila gatirilmasi. Tutaq

ki, (7.19) tonliyi hiperbolik tipli tonlikdir, yoni B*—AC >0. Bu
halda tonliyin xarakteristikalar1 haqiqi vo miixtalifdir. Qeyd edilon
teoremo osason @(x,y)=C, , w(x,y)=C, xarakteristikalar

: B*—AC=0 olduqda

oldugda (7.19) tonliyindo & =¢(x,y), n=y(x,y) ovozlomalori
aparmagqla

X ox Oy oy

2
C = A(a”j-+2 on on Ao _
ox ox Oy oy

almagq olar. Beloliklo, (7.21) tonliyi

4, = A(Zéj +2Ba(S 8§+C(8§J =0,

2
289" L0
o&on
vaya
2
0“u o[ Emu ’8u ou ®1=—i (7.24)
ogon o8’ on 2B,

soklina diisor.
(7.24) tonliyi hiperbolik tipli tanliyin kanonik sakili adlanir.
Elliptik tipli tonliklorin kanonik sokilo gotirilmosi. Forz
edok ki, (7.19) tonliyi elliptik tipli tonlikdir. Bu halda
— AC < 0. Onda xarakteristikalar qogsma kompleks funksiyalar
olar. &(x,y)+in(x,y)=C, , &(x,y)—in(x,y)=C, funksiyalar
xarakteristik oyrilor olduguna goro
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X X oy oy

2 2
A(ﬁ_&j +2 %8—5+C[%] -
ox ox Oy oy
[A(a”j +28919n C[a”j }L
ox Ox Oy oy

+2i Aa—éﬁ+3 6_56_n+%8_n +C%a—77 =0
ox Oy ox 0y Oy Ox oy 0Oy

olar. Bu eyniliyin hoqiqi vo xayali hissalori sifira barabardir. Ona
goro A4, =C,, B, =0 olar. Beloliklo, (7.21) tonliyi

o*u  0u 8u 8u F
ot =0 S O, =——1| (729
08>  on o8 on 4

soklino diisor.

A{a(é +z'n)T ) B{a(é +in)}[5(§ +in)} N C{fﬂ(é HmT o

Vo ya

(7.25) tonliyi elliptik tipli tanliyin kanonik sakili adlanir.

Parabolik tipli tanliklarin kanonik sokild gatirilmasi. Tutaq
ki, (7.19) parabolik tipli tenlikdir, yoni B> —AC =0. Bu halda
(7.19) tonliyi yalmz bir ¢(x,y)=0 hoqiqi xarakteristikasina

malikdir. Burada & =¢@(x,y), n=y ovozlomasini aparaq. Bu
2

halda 4, =0 olmasi aydindir. -nin omsal1 iso asagidaki

o&on
sokila diisar:
B -2, c% B[, po ﬁaﬁ[—d—yw .
ox oy A\ ox oy A ox\ dx

B? - AC =0 olduguna goro
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[ 2
d_y:u :—AQ+B:0.
dx A dx
Demoli, B, =0.Bu halda (7.21) tonliyi
2
a—”;:q% g, 2L 4. D, __h (7.26)
on o0& 0On G

soklina diisor.
(7.26) tonliyi parabolik tipli tanliyin kanonik sakili adlanir.
Ola bilor ki, hor hansi D oblastinin miixtolif hissalorinda
verilmis tonlik miixtalif tipli olsun. Onda deyirlor ki, tonlik D
oblastinda garisiq tiplidir. Masolon, Trikomi tonliyi adlanan
oyt
tonliyino baxaq. Bu tonlik {igiin B=0, 4=y, C=1 oldugu
aydindir. B> —AC=—y olduguna goro y>0 olarsa, Trikomi
tonliyi elliptik tipli, y <0 olarsa hiperbolik tipli, y=0 oxu
tizorindo iso parabolik tipli tonlikdir.
2 2
Misal 7.5.  x? O _ 2 8_L21 =0 tonliyini kanonik sokilo
ox oy
gotirin vo hall edin.
Holli. Bu tonlik ti¢iin
A=x* B=0,C=-y*, B*—AC=—x"y*<0
olduguna goéro x#0, y#0 oldugda verilmis tonlik hiperbolik
tipli tonlikdir. Tonliyin xarakteristikalarini tapaq. Bunun {i¢iin ona
uygun olan xarakteristik tonliyi yazaq:

x*(dy)? — y*(dx)* =0 va ya (xdy — ydx)(xdy + ydx) =0.
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Buradan xdy+ ydx =0, xdy— ydx=0 adi diferensial tonliklori

alinir. Bu tonliklori doyisonloring ayirib inteqrallamagla

D% ny+inx=InC,,
y X
d_y_ﬂzo, 1ny—h’1x=1nC2
y X

almir. Buradan xy=C,, Lo C, xarakteristikalar ailosini alariq.
X

Tonliyi kanonik sokilo gotirmok dgiin E=xy , 7 =2
x

ovozlomoalorini aparaq. x, y doyisonloro nozoron xiisusi toromolori
tapaq.
ou 8u8§ Ou on 8_u ou y

o OEdx omox 087 on it
ou 6u8§+8u8n ou ou 1

8y o0& dy onoy O0& on x’
o’u_ 3 (ou yloofan v O'u &, O’ on
o ox\oe V) ax\on ) \og? ax aéan ox )

(2w 25 0w om)y ou 2y
2 817 x3

_ 82u'y_ 0’u I, o’ 'y+az v
oEr T 0ton x° oton ~ on* x*
2 2

_0u a2y Py

_8_ R LU
on” x n x



8)/2

2 2 2 2
(au o, o an]x{au .%_5_“.1].1:

, 0%u o*u 1 &%u
=X 3 + +—2 7
ol oson  x” on
Alinmig xiisusi toromolori verilmis tonlikdo nozors alsaq,

o %u *u ¥ 0%u y?
x _2-y —2 . 2 —_— 2 - —_—
ol oton x° 0n

o%u 1 ou

ocom 28 on

olar.
Alman tonlik verilmis tonliyin kanonik soklidir vo ona

nisbaton sadadir.

Alinan tonliyi hall etmak {igiin 2—” =v gobul edok. Onda
n

2§@=v:>v=c7(n)\/€

ot
Loy € =
n on
= u =& [Condn+C,(&) =EC, 0+ C,(8)
Beloliklos,
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zmmy)=¢5k5[§j+cmmo
ifadosini alariq. Burada C,;,C, uygun olaraq xy va Y ifadolorinin
X

X

ixtiyari funksiyalaridir. Sonuncu borabarlikde C,(xy) vo Cz[y j

3
ovozing ln(xy)\/x_ , \/Z, sin? , [lj sinxy va s. funksiyalarini
X x \x

gotlirmak olar. Onda verilmis tonliyin uygun hallori
3
u(x,y) = @[1] +sinxy,
X

me=JEf+muw

va s. soklinda olar.

2
Misal7.6. Y4 -0,
0y
ou
—3y2 =1-
uy=0—3x , 8y‘y=0_1 X

Kosi masalasinin hall edin.
Holli. Asanligla yoxlamaq olar ki, verilmis tonliyinin {imumi

halli u =y®d,(x)+d,(x) soklinds olar. Baslangic sortlordon
D, (x) = 3x?, D, (x)=1-x
tapilir. @,(x),®,(x) funksiyalarinin bu ifadslorini imumi hoallds
nozors alsaq,
u=y(l—x)+3x*

olar.
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8. SIMIN ROQS TONLIiYI

Uzunlugu basqa ol¢iilorine nozoran ¢ox boyiik olan cisim sim
adlanir.

Ox oxu boyunca har iki torofo sonsuz uzadilmis simo baxaq
vo onun bu vaziyyetini miivazinat hali kimi qobul edok. Simi hor
hans1 bir xarici qiivvonin tosiri ilo miivazinot halindan ¢ixarib,
sonra iso bu qiivvonin tosirini kassok, onda sim, tosir qiivvesindon
asili olaraq, miixtolif ciir roqsi horokot edocok. Simin elo rogsi
horakotlorine baxaq ki, rogs edon zaman onun biitiin ndgtalori Ox
oxuna perpendikulyar olan diiz xott boyunca harokot etmoklo eyni
bir miistovi lizorindo yerlogsinlor. Simin belo horokati onun enina
ragsi adlanir.

Rogs zamani simin hor hansi u(x) ndqtesinin Ox oxundan

olan meylini u ils isara edok. Onda
u=u(m,t)=u(x,t)
olar, yoni simin rogs prosesi miloyyon bir wu(x,z) funksiyasi
vasitosilo ifado edilir. Bu funksiya ¢ aninda simin absisi x olan
ndqtesinin yerdoyismasinin qiymatini gostarir.
Gostormok olur ki, u(x,¢) funksiyasi
o%u B o%u
Por ot
tonliyini 6doyir, burada 7 — simin dartilma qiivvesi, p — simin
xotti sixligidir.

T . . o
— =a" isaro etsok simin rogs tonliyini
P
u 5, 0%u
—=a — 8.1)
or’ ox’ (
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soklinds yazmaq olar. (8.1) tonliyi simin enina sarbast ragslarinin
tanliyi adlanir.
Ogor simo xarici qiivva tasir edarss, onda simin rags tonliyi
*u 5, 0%u
~2 4 7
ot ox
soklindo olar. (8.2) tonliyi simin macburi raqs tanliyi adlanir.

+ f(x,1) (8.2)

8.1. Simin raqs tanliyi iiciin baslangic va sarhad sortlori

Aydindir (8.1) vo (8.2) tonliklorinin heg biri, raqs edon simin
voziyyatini birqiymatli toyin edo bilmoz. Daha dogrusu, bu
tonliklorin sonsuz sayda holli var. Bu o demokdir ki, sim sonsuz
sayda muxtolif rogsi horokot edo bilor. Odur ki, hallin miioyyon
olmasi ti¢iin alava sartlor verilmoalidir. Bu sartlor elo olmalidir ki,
tonliyin sonsuz sayda hollorindon bizo lazim olan halli birqiymatli
toyin etmok miimkiin olsun. Riyazi fizikada olavo sortlor, baslan-
gic sartlori va sarhad sartlari adlanan, iki nove ayrilir. Baglangic
sortlori axtarilan funksiyanin baglangic andaki halini, sorhod
sortlori iso axtarilan funksiyanin baxilan oblastin sorhod ndqto-
lorindoki voziyyatini miioyyon edir. Masalonin qoyulusundan asili
olaraq, baslangic v sorhad sortlori miixtslif ola bilar.

Sonlu simin sarbast rogslorini nozordon kegirok. Forz edok ki,
sim har iki ucundan Ox oxuna borkidilmisdir. Simin sol ucu x,,

sag ticii x, olsun. Onda homin noqtalorde u(x,#) funksiyasinin

giymoti sifira borabor olar, c¢linki bu noqtolor rogs zamani
torpanmaz qalir (yani horokst etmir) vo buna gors do onlarin Ox
oxundan olan meyillori sifira borabordir:

u(x,t)

X=X = u(xla t) =0
(8.3)
u(x,t)

X=X, = “(xzat) =0
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Bu halda (8.3) sortlori (8.1) tonliyi lglin sarhad sartlari
adlanir.
Tutaq ki, baglangic anda simin voziyyati molumdur. Simin

baslangic anda vaziyyetini toyin edon funksiya ¢,(x) olsun. Bu o
demokdir ki,
u(x,1)

=0 = u(x,0) = ¢y (x)
olur. Olava olaraq forz edak ki, baslangic anda simin ndqtalorinin
sliratini ¢, (x) funksiyas: toyin edir. Bu iso o demokdir ki,
ou(x,t)
ot

| -0 = 14/(x,0) = 0, (%)

olur.
u(x,1)],_ = @1 (x)
ou(x,t) (8.4)
=0, (x
or |z_0 ¥, (x)
sortlori (8.1) tonliyi tiglin baslangic vo ya Kogi sartlari adlanir.
(8.1) tonliyinin yalmz (8.4) baslangic sortlorini 6doyon
hollinin tapilmas1 masalosi (8.1) tonliyi {liciin Kogi masalasi, (8.3)
sorhod sortlori vo (8.4) baslangic sortlorini 6doyon hollinin

tapilmasi mosolosi (8.1) tonliyi iiglin garisig masals adlanir.

Sonsuz simin sorbast rogslorini nozordon kegirok. Bu halda
onun uclar1 baxilan hissonin ragslering tasir etmlr. Odur ki, bels
halda axtarilan funksiya {izorins heg bir sorhod sorti qoyulmur.

Qeyd olunanlar asagidaki kimi riyazi ifads olunur:

(8.1) tonliyinin (8.4) baslangic sortlorini 6doyan hallini
tapmali. Burada ¢,(x), ¢,(x) funksiyalar1 (—co,+00) intervalinda
toyin olunmus funksiyalardir. ¢,(x) iki dofo diferensiallanan,
@, (x) iso diferensiallanan funksiya oldugda bu mosolonin yegano

hoalli var.
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8.2. Dalamber iisulu il sonsuz simin
sarbast raqs tanliyinin halli

(8.1) tonliyi iiglin Kosi mosalasinin hollino baxaq. Bunun
iclin avvoalco onun ndviinii miioyyan edok. Bu mogsadloe tonliyi

o’u  d%u

2

a————5=0 8.5
ox*  or (8-
soklindos yazaq. Bu tonlik ikinci tortib xiisusi toromali sabit omsalll
diferensial tonlikdir.

A=a*>, B=0,C=-1, B*-AC=ad*>0

olduguna goro (8.5) hiperbolik tipli tonlikdir vo onun xarakteristik

tonliyi
2
) dtj
a’l —| —-1=0 8.6
[dx 3.6)

olar. (8.6) ifadosindon asagidaki kimi iki tonlik alinir:

dx—adt=0,

dx+adt=0.

Bu tonliklorin hoallori uygun olaraq
xX—at=c,
x+tat=c,.
soklindadirlar. Odur ki, tanliyini kanonik sokilo gotirmok {igiin
E=x—at;n=x+at
ovozlomoalorini aparmaq lazimdir. &, n doyisonlori vasitosi ilo u

funksiyasini x,¢ doyisonlorindon asili funksiya hesab edib, xiisusi
toéromalor tigiin
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ou _ Ou 85 ou 0On

ax 85 ox 677 ox
Ou _ Ou 85 ou On

o O ot an ot

o%u B o%u o*u  0%u
27 g2 +2 T2
ox~ 0& oéon  on

o%u _az(ﬁzu 5 o%u 82uj

= +
ot* o> o0& on?
o*u  0%u
oldugu alinir. F , 8_2 ticlin alinan ifadalari verilmis tonlikdo
X ¢
yering yazsaq,
44° O =0
ogon
alinar.
, d%u o%u o ( ou
4a =0= =0=>—|—|=0.
o&on o&on o8\ on

Buradan ¢ixir ki, 2—” funksiyas1 & doyisonindon asili deyil.
n

Onda g_u ifadosi ancaq 7 -dan asili olar:
n
ou
—=0(n).
on )

Bu boraborliyin har iki torofini  dn -ya vurub inteqrallasaq,
u=[0()dn+6,(%)
alinar. Onda
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[o@dn =6,()
isara edorak,
u=6,(£)+6,(1) =6, (x—at) + 6, (x +ar)

funksiyasini alariq ki, bu da (8.1) tonliyinin imumi hollidir. Bu
hall (8.1) tonliyinin Dalamber halli adlanir.

0,(§) vo 0,(n) funksiyalarmi toyin etmok igiin (8.4)
baslangic sortlorindon istifado edok. Onda
=0 = ¢1(x) =0,(x) +6,(x)

8.7
o, D) = 0a(3) = —a0i() + a0} () &7

miinasibatlorini alariq. (8.7) miinasibatlorinin ikinci tonliyini
(0,x) intervali lizro inteqrallasaq,

0,0, = [y (2)dz
0

alar. Burada c¢=0,(0)-0,(0).
Beloliklo,

0,(x)+0,(x) = 9,(x)
0,()-0,() =~ [y (2)d -
0

olur. Bu tonliklor sistemini 6,(x),0,(x) funksiyalarina nozeron
hall etsak,

0,(x) = <p1(x>—— j <pz(z>dz+5

1 1
0,0 =010+ ] 02(2)dz
0
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aliar. Buna goro do u(x,7) funksiyasi tigiin

1 1 x=at
u(x,t)=—[pi(x—an)+o(x+an]+— [py(2)dz  (8.8)
2 2a -
ifadoasini alariq.
(8.8) ifadosi Dalamber diisturu adlanir.

8.3. Sonlu simin sarbast raqs tonliyinin halli

Tutaq ki, uzunlugu / olan simin sol ucu x=0 noqtosindo,
sag ucu iso x =/ ndqtesindos borkidilmisdir. Bu halda simin
voziyyatini toyin edon u(x,#) funksiyasi tiglin sorhod sortlori

u(x,t) .o =0, u(x,t),., =0
soklindo olar.
Asagidaki masoloys baxaq:
*u 5 0%u
—=a — 8.9
or’ ox* (59
tonliyinin
u(xat) x=0 :Oa u(xat) x=[ =0 (810)
sorhad sortlorini vo
u(x, 1) o = @1 (x)
ou(x,t (8.11)
D) =)

baslangic sortlorini 6doyon hollini tapmali. Burada ¢,(x) vo
¢,(x) funksiyalar1  (0,/) intervalinda toyin olunmus molum

funksiyalardir.
Sonsuz sim ii¢iin Kosi mosolosinin halli (Dalamber diisturu)
sonlu sim {igilin qarisiq masalonin halli {i¢iin do dogru oldugunu
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gostormok olar.

u=0,+0, funksiyalarimin baxilan tonliyi 6domosi iiciin
0,,0, funksiyalarini ixtiyari gotiirmok olmaz. Bu funksiyalar
ikinci tortib toromolori ilo birlikde kosilmoz olmalidir. ¢,(x) vo
@,(x) funksiyalar1 da bozi olavo sortlori 6domolidirlor. Bu

funksiyalar iizorino olavo sortlori qoymadiqda da verilmis
mosoloni holl etmok olar. Bu halda masaloni hall etmok {iciin
Furye tisulunu nozordon kegirok.

Tutaq ki, (8.9)—(8.11) qarisiq moasaloni holl etmoak tolob
olunur. (8.9) tonliyinin hallini

u(x,t) = X(x)T (1)
soklindo axtaraq. Burada X (x) ancaq x-don, 7'(¢) iso ancaq -
don asili funksiyalardir. u(x,?) -nin bu ifadssini (8.9) tonliyindo

nozors alsaq,
”n l ”n
X (X)T(t)=a—2T ()X (x)

voya
X'(x)_ T
X(x)  &*T()

(8.12)

miinasibatlorini alariq. Bu boraboarliyin sol torafi #-don, sag torofi
159 x-don asili deyil. Buradan goriiniir ki, (8.12) borabarliyinin
sag va sol toroflori arqumentlor doyisdikdo sabit qalir. Odur ki,

X' _ T _
X(x) a’T@®)

(8.13)

miinasibatini alariq. Burada A = const . (8.13) miinasibotindon

X"(x)=2X(x) (8.14)
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T"(t) = A*T(¢) (8.15)

adi diferensial tonliklori alinir vo bu tonliklorin iimumi hallori
X(x)= Acos Ax+ Bsin Ax, (8.16)
T(¢t)=Ccosalt+ Dsinalt, (8.17)

burada A4,B,C,D ixtiyari sabitlordir.
X(x),T(t) funksiyalarinin ifadslorini axtarilan hollds yazsaq,

u(x,t) =(Acos Ax + Bsin Ax)(C cos aAt + Dsin alt)

olar.
A, B sabitlorini ela segak ki, (8.10) sortlori 6donilsin. Onda
X0)=X()=0
boraborliklori alinar. Bunu (8.16)-da nozaros alsaq,
0=4-1+B-0,
0= AcosAl+ BsinAl.
0=A4-1+B-0 = A=0.
0= Acosl+ Bsin Al = BsinAl=0 = A =% (n=12,...).
Beloliklos,

X(x):Bsin%x (n=12,...). (8.18)
A= % qiymatini (8.17) boraborliyindo nozors alsaq,

T(r):CCOS#HDsm#t (n=12,...). (8.19)

Hor bir n tglin u(x,?) funksiyasinin da bir u,(x,¢) qiymati

uygun olar. Onda
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u, (x,0) = sin%x[Cn cos#t +D, sin#tj (8.20)

Hor bir n igln bir C,D sabitlori olduguna goro (B homin
sabitloro aiddir) (8.20)-do onlar uygun olaraq C,,D, ilo isaro

olunublar.
(8.9) tonliyi xatti bircinsli olduguna gors

u(x,0) = u,(x,1)
n=1
Vo ya
u(x,t)=25in%x[Cn cos#hLDn sin#t] (8.21)

n=l1

sirasi ilo toyin olunan funksiya (8.11) sorhad sortlorini 6doyar vo
(8.9) tonliyinin halli olar.
(8.11) baslangic sortlorini (8.21) sirasinda nozors alsaq,

P1(x)= 3 C, sin " x
n=l1

almar. ¢ (x) funksiyasim (0,/) intervalinda Furye sirasina

ayirmaq miimkiin olarsa, onda
!
C, =[x sin%xdx (8.22)
0

(8.21) boraborliyinin hodlorini #-yo nozoron diferensiallayaq
vo t =0 gotiirok. Onda

o0
anw . nw
0,(x)= ZD,, ——sin—x
n=l1 [ [
aliar vo bu siranin Furye omsallari
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I
D -2 [ @2 (x)sin ™" xax (8.23)
antw /
olar.
Misal 8.1. u(x,?)[,_, =sinx, au(a);’ t)|t:0 =1 olduqda, t:%
2 2
aninda Py = 4; tonliyi ilo toyin olunan simin formasini toyin
¢ X
edin.
Holli.

Verilmis tonlik parabolik tipli olduguna goro onun
xarakteristik tonliyi

2

4(£j -1=0
dx

dx—2dt=0,

dx+2dt=0.

Bu tonliklarin inteqrallart uygun olaraq

olar. Bu tonlikdan

x-2t=c¢,
x+2t=c,
olar. Onda verilmis tonliyi kanonik soklo gatirmak iiciin
E=x-2t,
n=x+2t

ovoz edoak.
&, n doyisonlori vasitosi ilo u funksiyasim x,7 doyison-

lorindon asili funksiya hesab edib vo ikinci tortib xiisusi toromolori
tapib tonlikdo yazsaq,
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o%u o%u
=0 vo yaxud
ogon ogon

tonliyini alariq vo bu tonliyin iimumi holli

16

0

u(x,t) =0,(x—-2t)+0,(x+2t)
olar.

0,(§) va 0,(n) funksiyalarini toyin etmok iiglin verilmis
baslangic sortlorindon istifado edok. Onda

u(x,t)

a 7t ! !
u(aj ) |t=0 =1=-20/(x)+26,(x)

o =sinx =0,(x)+0,(x)

miinasibatlorini alariq. Axirinct tonliyi inteqrallasaq,
0,(x)—0,(x) = —%erc

almar. Burada c ixtiyari sabitdir.
Beloliklos,

0,(x)+0,(x)=sinx

91(x)—92(x)=—%x+c

Buradan

Gl(x):%sinx—l+£

2

Oz(x)=%sinx+l—£

4 2

alariq. Bu ifadolori imumi hoalldo nozars alsaq,
u(x,t) = %[sin(x —2t)+sin(x +2¢t)]+¢ =sin xcos 2t +t
olar. Buradan
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u(x,t) ,T:E.
t:Z 4

Demoli, sim ¢ = 1 aninda absis oxuna paralel olur.

2 2
Mbosalos 8.2. 8_? = 6_L2¢ tonliyinin
ot ox
u(x, )| oo =0, u(x,0),, =0
sorhad sortlorini vo

ou(x,t
u(x,t)|t=0 =2x—x2, %L:O =0

baslangic sortlorini 6doyen hallini tapmali.
Holli.
Tonliyin hallini

u(x,t) = X(x)T(¢)
soklindo axtaraq. Onda
T"(t)+A*T(t) =0, X"(x)+A*X(x)=0
tonliklorini alariq. Bu tonliklorin hollori uygun olaraq
T(t)= A, cosAt+ B, sinAt,
X(x)=CcosAx+ Dsin Ax .
Burada 4,,B,,C,D ixtiyari sabitlordir. 7(¢), X(x) funksiyalarinin

ifadolorini axtarilan hollds yazsaq,
u(x,t) = (A4, cos At + B, sin At)(C cos Ax + Dsin Ax) .
Alman u(x,?) funksiyas1 sorhad sortlorini 6domalidir, yoni
u(x, t)| -0 =0 sorhad sortino asason
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(4, cos At + B, sin At)(C cos Ax + Dsin lx)| w0 =0
olmalidir. Buradan C =0 vo
u(x,t) =(Acos At + Bsin At)sin Ax
olar (burada A=4D, B=B,D).

> =0 sorhad sortino asason

(AcosAt+ Bsin At)sin24 =0,
buradaniso sin24 =0, A =%k (k=12,...) olar.

k -nin hor bir qiymatine miioyyon bir 4 =4, uygun olduguna

goro tonliyin u, (x,¢) xiisusi halli
u,(x,t)= smk—nx[Ak cos— kn t+ B, smk—tj
2 2 2
Demoli,
u(x,t) = Z sin k—ﬂx[Ak cosk—ﬂ t+ B, sin kn tj
pa 2 2 2

strasinin comi verilmis tonliyi vo sorhad sortlorini 6dayir.
A, , B, sabitlorini elo segok ki, bu com verilmis baslangic

sortlarini do 6dasin.
ou(x,1) Z nkﬂ —k—ﬂAk i k—ﬂt+k—B cosk—ﬂt
ot 2 2 2 2 2
olduguna goro =0 olduqda
ZBkk—ﬂcosk—ﬂx 0 vo Z:Akk—ﬂsink—ﬂx:bc—x2
k=1 2 2 k=1 2 2

barabarliklari alinar.
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Birinci Furye sirasindan B, =0 (k =1,2,...), ikincidon

2
A, = _[(Zx—xz)sin%rxdx.
0

Alinan miioyyan inteqrali hisso-hissa inteqrallasaq,

%, k=2n-1
Ak= k’m
0, k=2n
olar. Demali,
32
A,,=0, 4,, | =———~
2 1 n-1y’ 7

olur va verilmis garisiq mosalonin halli

u(x,t)= 32((2 _1) 2n2_1ﬂ+sin2n2_lmcj

soklindo olar.
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9. ISTILIKKECIRMO TONLIYI
9.1. Cubugqda istiliyin yayilma tonliyi

Uzunlugu / olan bircinsli ¢gubuga baxaq. Tutaq ki, ¢gubugun
enino kosiyinin ixtiyari noqtesinde temperatur eynidir vo ona
konardan istilik niifuz edo bilmir. Bu ¢ubuqda istiliyin yayilma
prosesini aragdiragq.

Ox oxunu elo se¢ok ki, cubugun bir ucu x =0 noqtasi ilo,
digor ucu iso x =/ noqtasi ilo ist-listo diigsiin. Tutaq ki, u(x,?)
funksiyasi gubugun x absisli kosiyinin ¢ anindaki temperaturunu
gostorir.

Molumdur ki, istiliyin yayilma siirati, yoni zaman vahidindo
absisi x olan kasikdan kegon istiliyin migdari

O=-k ou S (9.1)
ox
diisturu ils toyin edilir. Burada S — ¢ubuq kosiyinin sahosi, & —
istilikke¢irmo omsalidir.

Absislori  x;,x, olan kosiklorin arasinda qalan ¢ubuq
hassosino baxaq. Absisi x; olan kosikdon Af zamaninda kegon
istiliyin miqdari
Ou
ES
diisturu ilo toyin edilir. Absisi x, olan kosikdon Af zamaninda

AQ, =—k SAt

X=X

kegan istiliyin miqdart
ou
AQ, =—k—
O, .

olar. At zamaninda ¢ubuq hissosi daxilindo qaliq istilik migdari,

SAt

X=X,

yoni AQ, —AQ, asagidaki diisturla toyin edilir:
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2
AQ, —AQ, = k{g—” Ou }Sm ~ kZ—ZAxSAt (9.2)
X

X=Xy A
x 72 Ox

(burada motorizs igarisindoki forqo Laqranj diisturu totbiq olunur).

At zamaninda omolo golmis bu istilik miqdar1 (artimi) ¢ubuq
hissosinin temperaturunun Au godor artmasina sorf edilmisdir:

AQ, —AQ, = cpAxSAu
vo yaxud

AQ, - AQ, chAng—L;At , 9.3)

burada ¢ — ¢ubuq maddosinin istilik tutumu, p — ¢ubuq maddo-
sinin sixligidir ( pAxS ¢ubuq hissasinin kiitlasidir).
Eyni istilik miqdart olan AQ, —AQ, forqinin (9.2) va (9.3)

ifadolorini bir-birino barabar gotiirsok,

2
k4 AxsAr = cpnes P ar,
ox ot
yaxud
au_k
ot cp ox’
k5
alariq. — =a“ qobul etmoklo
cp
ou 5 0%u
g S 9.4
ot ¢ ox? 04

tonliyini alariq. Bu tonlik bircinsli ¢ubuqda istilikkecirmoa
tonliyidir.
(9.4) tonliyi hoallinin tamamilo toyin olunmasi iiglin u(x,?)

funksiyas1 mosalonin fiziki sortlorine uygun olan sorhod sortlorini
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O6domolidir. (9.4) tonliyinin holli {i¢iin verilon sortlor miixtalif ola
bilor:
u(x,0)=p(x), 0<x<1, 9.5)

{u(O,t) —y, (), 0<t<T

(9.6)
u(l,t)=y,(t), 0<t<T

(9.5) baslangic sortinin fiziki monasi ondan ibaratdir ki, #=0
oldugda c¢ubugun miixtolif kosiklorindo temperatur verilmis
@(x) -0 borabordir. (9.6) sorhad sortlori o demokdir ki, ¢cubugun

x=0 vo x=/ uclarinda temperatur uygun olaraq y,(#) vo
W, () -ya borabardir.

(9.4) tonliyinin 0<x</,0<t<T oblastinda (9.5), (9.6)
sortlorini 6doyan yegans halli oldugunu isbat etmok olar.

9.2. Istiliyin fozada yayilmasi

Tutaq ki, S sothi ilo ohato olunmus V cisimi geyri-borabor
olaraq qizdirilmisdir. Bu halda 7 cisiminin daxilinds istilik axin1
omolo golocokdir. Istilik cisimin temperaturu yiiksok olan
nogtolorindon  temperaturu asagi olan noqtoloro axmaga
baslayacaqdir. V7 cisiminin temperaturunu mioyyon edon
funksiya u oldugundan, aydindir ki, o V' oblastinin noqtolorindon
vo t zamanindan asili olar:

u=ulM,t)=u(x,y,zt).

Gostormok olar ki, ¢ubuqda istiliyin yayilmasinda oldugu

kimi, bu funksiya
ou S 0%u *u u
—=a + +
ot (ze oy’ oz’

]+ f(x,v,z,0) 9.7)

tonliyi ilo xarakterizo olunur. Bu tonlik fazada istilikkecirmo
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tanliyi adlanir. Tonlikdoki o sabiti istilikkecirma amsali adlanir.
Ogor cisimin daxilindo istilik monboyi yoxdursa, onda
istilikkegirma tonliyi
ou o[ 0%u *u du
= 4 PRSI
ot ox~ oy~ 0Oz

(9.8)

soklindo olar.
Temperatur zamandan asili deyilso, yoni istilik prosesi
stasionardirsa, > =0 olar vo istilikkegirma tonliyi

2 2 2
(2?+2?+Z?]=0 (9.9)
X y z

soklino diisor.
Aydindir ki, miistovi cisimlards istilikkegirmo tonliyindo

o%u
_2:0; f:f(xayat)v
0z
birdlgiilii cisimlarda isa
o*u  0%u
—=—>=0; f=f(xt
PR f=rx0)

olar. Buna goro do iki vo birdlciilii fozalarda istilikkegirmo
tonliklori uygun olaraq

ou % du

- = —t+t— |+ s 7t s
ot ¢ (ze 6y2} Sy
ou ,0u

—=a"—+ f(x,t

Py s+ f(x,1)

soklindo olar.
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9.3. Uclar sifir temperaturda saxlanan
cubugqda istiliyin yayilmasi
Tutaq ki, uclart x=0 va x=/ noqtalori gobul edilmis
cubugun uclarinda temperatur sifira borabordir. Basqa sozlo,
cubuqda istiliyi xarakterizo edon u(x,¢) funksiyast

weo=u(0,£)=0
w=u(l,t)=0

u(x,t)

9.10
u(x,t) ©.10)

sortlorini 6doyir. ©Olavo olaraq tutaq ki, bu sorhod sortlorindon
basga, baslangic anda ¢ubuqda istiliyin yayilmasini xarakterizo
edon funksiya molumdur:

u(x,t)

1=0=u(x,0) = @(x). (9.11)
Belaliklo, istilikkegirma tonliyi li¢lin qarisiq masalo asagidaki
kimi qoyula biler:
ou 5 0%u
—=q —
ot o
tonliyinin (9.10) sorhad vo (9.11) baslangic sortlorini 6doyon
hollini tapmali.
Ovvolco bu mosalani xiisusi hal tigiin hall edok:
du 50U
—=q —
ot o’
tonliyinin (9.10) sorhad vo (9.11) baslangic sortlorini 6doyon
hollini tapmali.
(9.13) tonliyinin (9.10) sorhad sortlorini 6doyan hallini
u(x,1) = X(x)T(t)

soklindo axtaraq. u(x,¢) funksiyasinin tdromolorini tapib (9.13)

+ f(x,0) (9.12)

(9.13)

tonliyinds yerino yazsaq,
T'(H) X (x) =a’*T()X"(x)
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vaya
') _X"(0)
AT X(x)

X"(x) T'(t)

Vo — nisbot-
X(x) a“T(t)

miinasibatini alariq. Buradan ¢ixir ki,

lari sabit olmalidirlar;
T X' _
T X (x)
Bu miinasibatlordon

T"(t)+2*a’T () =0,

X"(x)+ 22 X(x)=0
tonliklorini alariq. Bu tonliklorin halli uygun olaraq
T(t) = de™* ",
X (x)=c, cosAx +c, sin Ax
soklindo olar. Sorhad sortlorini nozors alsaq,
X(0)=c;=0; X()=c,sinAl=0
vo ¢, #0 olduguna goro (oks halda u=0 olard)) c¢ixir ki,

A =nn olmalidir. Burada n parametrino ancaq tam vo miisbot
qiymatlor vermokls kifayotlonmok olar. n-nin bu qgiymatloring
nmw

uygun golon A-nin qiymotlorini A, ilo isaro etsok, A, =

alarig. Onda sorhad sortlorini 6dayan xiisusi hallor

az("”j t
.nm U\
u,(x,t)=A4, smee !

soklindos olar. Bu hallordon
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nmw

< *“2( e ) . onrm
u(x,t)= ZAne sme
n=1
sirasint diizoldok. Askardir ki, wu(x,t) funksiyasi formal olaraq

(9.10) sorhad sortlorini 6doyir. Bu funksiya {i¢iin baslangic sortlori
nozors alsaq,

u(x,t)

o= 0(x) =>4, sin%x

n=1
olar.
A, omsallari

2 . N7 _
A, —7£(p(§)51n75d§ (n=12,...)

diisturu ilo tapilir. Gostormok olar ki, omsallart (9.11) diisturu ilo
toyin olunan

i u,(x,t)
n=l1

stirasinin cami olan u(x,#) funksiyast (9.13) tonliyini va (9.14),

(9.15) sortlorini 6doyir.

2
Misal 9.1, 24— a—’;‘ (0<x<I), t>0 tonliyinin,
ot Ox
X, O<x Si oldugda,
2
”|t:0 =p(x)=

[—x, 5Sx<l olduqgda

baslangic sortlorini vo

u|x:0 = u|x:l =0
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sorhad sortlorini 6dayan hallini tapmali.
Holli.
Verilmis sorhod sortlorini 6doyon Kosi masoalasinin hallini

kr

2
u(x,t)= iAke_[ ! ] sinkTﬂx
k=1

soklindo axtaraq, burada
! 12 !
4 =zj(p(x)sink—nxdx=g jxsink—”xdx+ j(l—x)sink—”xdx.
19 / Iy / i /
Alinan inteqrallar1 hisso-hisso inteqrallamagla,
__M sin kx
k*m? 2

miinastbotini alariq. Beloliklo, tolob olunan holli

4y

2
© - ==t
u(x,t)= 4 zk—lzsin%[e ( ! ) sinanx

yaxud

4l & Uk 2 Gnenas
u(x,t)=—>» (-1)" sin—-e ! sin—————
(e nznz_(:)( ) 2n+1 2 I

soklindos tapiriq.

9.4. Uclar sabit temperaturda saxlanan
cubugqda istiliyin yayilmasi

Tutaq ki, uclarinda temperatur sabit olan ¢ubuq verilmisdir.
Bu ¢ubuqda istiliyin yayilmas1 masalasi asagidaki kimi qoyulur:

=a
or’ ox?
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tonliyinin
u|x=0 = A’ u|x=l =B
sarhad vo
U o = P(x)

baslangic sortlorini 6dayan hallini tapmali.
Bu masalonin hallini

u(x,t) = iTn (t)sin%x (9.14)
n=l1

siras1 soklindo axtaraq. Burada
!

T,(1) :%gu(é,t) sin%édi (9.15)

(9.15)-1 hisso-hisso inteqrallasaq vo wu(x,t) funksiyasinin

sorhad sortlorini 6domasini nozors alsaq,

1 jtéu.nﬂ

(t)— [A D" 15']—(6””1)2 )

miinasibati alinar. (9.15)-1 #-yo nozoron diferensiallamaqla axi-
rinc1 baraborliyi nozors alsaq,

Ti(0)+ [“?”j a)—za””[A (~1)"B]

miunasibatini vo buradan

A—(-1)"B
ni

T,(t)= Ane(aTTj 2 (9.16)

alarig. (9.11) baglangic sortini nozors alsaq,
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u(x,f) = iTn (t)sin%x = o(x)

n=l1

olar. Demali,
2 n 21 . NT
T,(t) = A, +—[A=(=1)"B]= = [ p(&)sin - &d&
nrw / 0 /
vo ona goro do
)
4, =2 fp@sin e -2 [a-10'B] O.17)
0 nri

olar.
Belalikla, qoyulmus masalonin halli (9.14) sirast soklinda,
onun 7,(¢) omsallar1 iso (9.16) diisturu ilo toyin olunar. (9.16)

diisturuna daxil olan 4, omsallar1 is9 (9.17) diisturu ils tapilir.

9.5. Uclar1 dayison temperaturda saxlanan
cubugqda istiliyin yayilmasi

Uclart doyigon temperaturda saxlanan ¢ubuqda istiliyin
yayilmasi masalasi agagidaki kimi qoyulur:

2
% =a’ Zx—’;‘ (9.18)
tonliyinin
U o =91(0), Ul =0 (0) (9.19)
sorhad vo
U] =g = p(x) (9.20)

baslangic sortlorini 6dayan hallini tapmali.
Bu mosalonin hoallini do (9.14) siras1 soklindo axtaraq. Burada
da ovval apardigimiz mithakimoni tokrar etsok, 7,,(¢) l¢ilin
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2
anm 2a°nmw

2
Tn’(t)+[Tj Tn(f)Zl—z[%(f)—(—l)"(Pz(f)]

tonliyini, buradan iso

anm 2
T.(f) = Ane_(l] g

ASOURSSE :
e [e [1(£)—(=1)" 9 (£)]1dE
alarig. (9.20) baslangic sortlorini nozors alsaq,

u(x,0) = o(x) = iTn (0) sin%x

n=l1

olar. Buradan da
i
2 . nmw
T,0)=4, = 7 [o(&)sin="&dg
0

olmalidir.
T,(t) vo A,-in bu qiymatlorini (9.14) sirasinda yazsaq, tolob

olunan masolonin hollini alariq.

9.6. Bircinsli olmayan istilikke¢irma tonliyinin halli

ou 0%
—=a"—+ f(x,t 9.21
o N S (x,1) 9.21)
bircinsli olmayan istilikke¢irma tonliyinin
U g = 1(0)> U] =02(0) 9.22)
sorhad va
u| =g = 9(x) (9.23)

baslangic sortlorini 6doyan hallinin tapilmasi mosslasini nazarden
kecirok. ©Ovvalca bir xiisusi hali nozordon kegirok. Tutaq ki,
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P(x)=0, ¢ ()=0, @,(t)=0.

Onda qoyulmus mosals asagidak: sokilds olar:
(9.21) tonliyinin

U g=0,ul,, =0 (9.24)
sorhad va
U,y =0 (9.25)

baslangic sartlorini 6doyon hallini tapmali.
(9.21) tonliyinin (9.24) sorhad sortini 6doyon hollini

u(x,t) = iu (t) sin%x (9.26)
n=l1

siras1 goklindo axtaraq. Tutaq ki, (9.21) tonliyinin sag torofino
daxil olan f(x,?) funksiyast (0,/) intervalinda sinuslar iizro

Furye sirasina ayrilir:
frn = f,@Osin " x
n=1

Buradaki £, (¢) omsallar

[
1) = % { fEutysin™ e

diisturu ilo hesablanir.  f(x,7) vo u(x,t)-nin ifadslorini (9.21)

tonliyinds yazsagq,

- 2
sin%x{[@j u, (1) +1 (D) f, (z)} =0

n=l l
miinasibatini alariq. Buradan
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(1) + [“’;"] u, (1) = £, (1) 9.27)

olmalidir. u(x,¢) funksiyasinin (9.25) baslangic sortlorini 6domasi
ugln
u(x,0) = Zun(O)sin%x ) (9.28)
n=1

miinasibati 6donilmolidir. Onda (9.27) tonliyinin (9.28) baslangic
sortini 6doyan halli

0, ()= I 70 9.29)

soklindo olar. u,(¢)-nin bu qiymotini (9.26)-da nozoro alsaq,

baxilan masalanin

ue =3 e 7, e sin %

n=l| ¢

hallini alariq.
Gostormok olar ki, miioyyon sortlor daxilindo verilmis
masalonin hallini bu masalonin halling gatirmak olar. Bu magsadls

u(x,t)=w(x,t)+v(x,t)
ovozlomasini aparaq. Burada w(x,?) funksiyast molum, v(x,?)

funksiyasi iso
CORIORSTAORI0)

kimi toyin olunan funksiyadir.
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9.7. Sonsuz cubuqda istiliyin yayilmas1 masalasi

Verilmis
ou 5 o%u

—=a
ot o

tonliyinin —oo < x <00, ¢ >0 oblastinda elo hoallini tapmal1 ki,
u(x,0) = @(x)

baslangic sortini 6dasin.

Masaloni hall etmok {i¢iin doyisonlora ayirma iisulunu totbiq
edak, yani tonliyin hallini

u(x,t)=X(x)-T(t)
soklindo axtaraq. Onda
u, (x,6) = e [ A(A) cos Ax + B(A)sin Ax]
miinasibati alinir, burada sabitlor ovozino A -dan asili olan A(A)

vo B(A) funksiyalar1 gotiiriilmisdiir.
3 e FI[4(A) cos Ax + B(A)sin Ax]
P

comi do tonliyin holli oldugundan, A parametrino goro [0,0)

lizro inteqrallasaq
u(x,t) = Te—”% [A(X)cos Ax + B(A)sin Ax]dA
0
oldugu alinir. Baglangic sortino osason
o(x)= T[A(/I) cos Ax + B(A)sin Ax]dA .
Burada 0
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AL) = 1 j(p(a) coslada ,
T —o0

B(A) = 1 ‘[go(a)sin Lada ,
T —00

oldugunu nazars alsaq,

u(x,t)y=— J- {go(a)(j “cos Ao — x)docﬂda

olar. Bu iso qoyulmus masolonin hallidir. Burada miisyyon
¢evirmolor aparmaqla, imumi hall {igiin

A (a—x)

1 40’ g
2(X\/E_joo(p(oc)e o

u(x,t)=

oldugu alinir.
Puasson inteqrali adlanan bu diistur sonsuz ¢ubuqda istiliyin
yayilmasi {i¢iin qoyulmus masolonin hallidir.

0 0 .
Misal 9.2. 2 = g2 —Z tonliyinin,
t Ox
uy, X <x=<x, olduqda,
”|t:0 =@(x) =
0, x<x,x>x, oldugda
sortini 6doyan hallini tapin.
Holli.
Cubuq sonsuz uzunluglu oldugundan, verilmis masalonin

halli

(a—x)*

1 t
u(x,t) = rafm 4 _[(p(oc)e 4a’t oy
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Puasson inteqral1 soklinds tapilir.

¢(x) funksiyas: (x;,x,) intervalinda sabit u, temperpturuna
borabar, vo bu intervaldan konarda iso sifira borabor olduguna
goro hall

u ) _M
u(x,t) =—=2 je 4’ do

2yt )

soklindo olar. Alinan inteqrali

D(z) = %J‘e_“zd,u
0

soklindo ehtimal inteqralina gotirmok olar.

Dogrudan da, rTe u, do=-2a \/;du ovaz etsak,
205\/;
x—iC/% x—\);L x—iC/%
204/t 20/t 2004/t
u 2 u 2 u 2
u(x,t)=——2= e du=-—" e du——=L e " du
s i ]
20/t

olar. Belaliklo, verilmis moasalonin hoalli

u(x, 1) =u7°{‘1’(;;j/%j_®@;\%ﬂ

disturu ils ifada olunur.
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10. LAPLAS TONLIYI
10.1. Laplas tonliyi iiciin asas sarhad masalalori

Tutaq ki, Q sothi ilo ohato olunmus bircinsli £ cisimi
verilmigdir. Bu cisimin miixtalif noqtolorindo temperaturu ifado
edon u =u(x,y,z,t) funksiyasi

ou *u *u u
PPN R S
ot ox~ oy° Oz

(10.1)

istilikkec¢irmo tonliyini 6doyir. Cisimds istiliyin yayilmasi gorar-
lasmis (proses stasionar) olarsa, basqa soOzlo, cisimdo istiliyin
yayllmasit zamandan asili olmayib yalniz cisimin ndqtslorinin

koordinatlarindan asilidirsa, onda % =0 olar vo (10.1) tonliyi

o’u  0u 82u_

+ + =
o oy oz’

(10.2)

soklina diisor.
(10.2) tonliyi Laplas tanliyi, bu tonliyi 6doyon funksiya iso
harmonik funksiya adlanir. Qeyd etmok lazimdir ki,
u=(x*-y*)+Bxy+Cx+Dy (A4,B,C,D istonilon sabitlordir)
va eloca do

=1 r=fr—x0) + (=)’

funksiyalar1 » =0 olan (x,,y,) noqtosindon basqa hor yerdo

o'u  &’u
—2+—2 = 0

ox® Oy

Laplas tonliyini 6doyir. Laplas tonliyi ikitortibli xotti bircinsli
diferensial tonlikdir.
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Laplas tonliyi x=rcosq, y=rsing polyar koordinatlarda
1o( ou), 1 0%u
——|r—|+——7==0
20r\ or) »? agoz

soklinds, x =rcos¢, y =rsing , z =z silindrik koordinatlarda

0

r or

15( auj 1 0°u  0'u
———|r— |t ———t+t—=
or) r*op* oz°
soklindo, x=rcospsin@, y=rsinpsin@, z=rcosO sferik

koordinatlarda isa

1 ( ,0u 1 o (ou 1 0u _
3w LAl e ety Lyl R e el
r=or\_ Or) r°sin@ 00\00) r”sin”0 ¢
soklindos olur.
Laplas tonliyinin hall etmak {i¢iin alavo sortlor verilir. Laplas

tonliyino gatirilon asagidaki kimi sorhad mosslsloring baxilir.
Dirixle masalesi. £ cisiminin daxilindo (10.2) tonliyini
O0doyon vo onun Q sothinin M(x,y,z) ndqtolorindo verilmis

f (M) qiymatlorini alan u(M) =u(x, y,z) funksiyasini tapmali.

Bu mosaloni asagidak: kimi do ifado etmok olar:
E oblastinin daxilinda harmonik vo onun ) sathi tizorinda

“|Q =f(M)
sorhad sortini 6doyon u(M) funksiyasini tapmali.

Miistovi oblastlara baxildigda u funksiyas1 ikidoyisonli
(u(x,y) voya u(r,p)) olur vo Laplas tonliyi
2 2
ou, U _y (10.3)
ox® Oy

va ya polyar koordinatlda
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2
lﬁ(ra—”}iza—”;:o (10.4)
or) r°op

soklindo yazilir.
(10.3) tonliyi tigiin Dirixle mosalosi asagidaki kimi qoyulur:
Qapali ' miistovi ayrisinin daxilinds (10.3) Laplas tonliyini
v onun iizorindd

ulp = f(x, )

sorhad sortini 6doyan u(x, y) funksiyasini tapmali.

Bir6lciilii oblastlar {igiin Laplas tonliyi

2
d_’; _0
dx
kimi yazilir vo onun halli
u(x,y)=Ax+B

soklindo xotti funksiyadir. Bu halda, [a,b] parcast iigiin Dirixle
masalosi u|x:a= u, vo u|x:b= u, sorhad sortlori vasitasi ilo qoyu-
lur vo onun holli

u,—u,  bu,—au,

b—a b—a

funksiyasidir.

Laplas tonliyi iiglin Dirixle masalesi qoyulduqda axtarilan
funksiyanin oblastin sarhod noqtslorindo qiymatlori verilir. Sorhad
mosalasi liclin oblastin sorhad noqtolorinin 7 normali istiga-
matinda % toromasinin qiymaotlori do verilo bilor. Bu halda,

7
Laplas tonliyi iiclin ikinci sorhod masalosi alinir. Bu masalo
Neyman masalasi adlanir.
192



Neyman mosalosi. E oblastinin daxilindo (10.2) Laplas
tonliyini vo onun Q sothi tizorindo

ulq =f(M)
sorhad sortini 6doyon u(M) funksiyasini tapmali.

Bu mosalolordon bir gqodor forqli olan iigiincii sorhod mosalasi
do movcuddur.

Uciincii sarhad mosalasi. £ oblastimin daxilindo (10.2)
Laplas tonliyini vo onun Q sothi {izorindo

o %)
O

sorhad sortini 6doyon u(M) funksiyasini tapmali.

=f(M)

Q

Laplas tonliyi iiclin qeyd olunan sorhod masololori daxili
sarhad masalalari adlanir.

10.2. Dair? iiciin Dirixle masalasinin holli

Tutaq ki, Laplas tonliyi {igiin belo bir Dirixle mosalasi qoyul-
musdur: morkozi koordinat baslangicinda olan R radiuslu dairo
daxilindo harmonik vo onun c¢evrasi iizerindo verilmis qiymati
alan u(x,y) funksiyasini tapmali.

Masoloni hall etmok iiclin miistovi lizarinds (org) polyar
koordinat sistemini nozordon kecirok. Bu sistemdo qoyulmus
masaloni polyar koordinatlarla yazilmig (10.4) Laplas tonliyi tigiin
belo ifado etmok olar: 0 <r < R dairssinds (10.4) tonliyinin holli
olan vo

ul,_p=u(R.@)=/(p) (10.5)
sorhad sortini 6doyon u(r,¢) funksiyasini tapmali.
Masoloni Furye tisulu ils hall edak. (10.4) tonliyinin hallini
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u(r,@) =v(r)@(e) (10.6)
soklindo axtaraq. Funksiyanin bu ifadosini (10.4) tonliyindo
yazdiqda

PV V() _ @) _ y
v(r) (@)

barabarliyi alinar.
Buradan v(r) vo ®@(¢) funksiyalarini tapmaq ii¢iin

D"(@) +Ad(9) =0,
AV (P)+ V' (r) = 2v(r) =0

kimi adi diferensial tonliklor alinir.
Birinci tonliyin timumi halli

<I)((p)=Acos\/I(p+Bsin\/%(p (10.7)

soklinds yazilir (A vo B ixtiyari sabitlordir).

Sorto osason ®(¢p) funksiyast 2m dovrlii dévri funksiya
olmalidir. Odur ki, Ji=n gbtiirmak olar. Onda (10.7) hallini

O(p) = Acosnp+ Bsinng

soklinds yazmagq olar.

A =n? giymotindo ikinci tonlik

V(P + V' (r) - n*v(r) =0

soklindo yazilir. Bu Eyler tonliyidir vo onun hollini v(r)=r"
soklinds axtarsaq, v(r)=r" vo v(r)=r"" soklinds iki hall alariq.

n>0 olduguna gora v(r)=r" halli koordinat baglangicinda

(yoni r=0 olduqgda) sonsuzluga c¢evrilir. Demoli, bu halli
gbtiirmok olmaz. Onda tonliyin holli
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u(r,p)=r"(Acosng+ Bsinng)
olduguna goro hom holl vo hom do 4, B sabitlori n-don asili olar,
yani hall

u,(r,p)=r"(4,cosng+ B, sinnp)
soklindo olar. Onda tonliyin imumi hollini

u(r,p) = Z r" (A, cosng+ B, sinng)
n=0

kimi yazmagq olar.

AO =a_20’ An =a,, Bn :bn (n:1’2"")
isaro etmoklo
u(r9)= "2+ 31" (0, cosng +b,sinng).  (103)

n=1
a, vo b, amsallarini toyin etmok iiciin (10.5) sorhad sortin-
don istifado edok. Onda

f(§0)=%+ZR”(an cosng+b, sinng).

n=1
Buradan alinir ki, a,R" vo b,R" odadlori verilmis f(¢)

funksiyasinin Furye omsallaridir:

1 T
a, =—— t)cosntdt ,
\ an_fﬂf()

1 T
b =—— t)sin ntdt .
e j 0

Bu giymaotlari (10.8) sirasinda yerino yazdiqda
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T

u(r,(p)=% [ { f(t)+2i[%j cosn(t—(p)}dt

n=l1

holli alinir.
Miioyyon ¢evirma vasitosi ilo alinan halli
R* —r?

1 VA
u(r,0)=— t dt
r-9) 2r jﬂf( )Rz —2chos(t—(p)+r2

soklindo yazmaq olar. Bu inteqrala Puasson inteqrali deyirlor.
Demoli, bu mosalonin halli Puasson inteqrali ilo toyin olunur.

10.3. Yarimmiistavi iiciin Dirixle masalasinin hoalli

Tutaq ki,
2 2
8—‘f+8—‘f - (10.9)
ox~ Oy
Laplas tonliyi {i¢iin asagidaki Dirixle masolosi qoyulmusdur:
yuxari R" ={-0<x<o0,y>0} yarnmmiistovido (10.9) Laplas

tonliyinin holli olan vo
U= u(x,0)= f(x) —c0<x<o0 (10.10)

sorhad sortini 6doyon mohdud u(x, y) funksiyasini tapmali.
Masaloni hall etmak tigiin halalik machul olan a(A) va b(A)
funksiyalar1 daxil olan

u, (x,y) = [a(A)cos Ax + b(1)sin Ax]e ™

funksiyasina baxaq. Bu funksiya ixtiyari A >0 odadi {i¢lin yuxari
yarimmiistovido mahduddur vo (10.9) tanliyini 6dayir.
(10.9) tonliyi xatti bircinsli olduguna goros
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u(x, y) = T[a(}.)coslirb(),)sin Jxle™dy  (10.11)
0

funksiyas1 da homin tonliyin halli olar.
a(A) vo b(A) funksiyalarim elo segok ki, (10.11) funksiyasi
tictin (10.10) sorhad sorti do ddonilsin:

u(x,0)=f(x)= j[a(l) cos Ax +b(A)sin Ax]e P dA .
0
Alinan boaraborliyi f(x) funksiyasinin Furye inteqralina
fx)= Tl[l Tf(é)cos/lédé}coslx + [l Tf(é)sin /lédéjsin lx]}/l
0 T -0 T —0
ayrilis ilo miiqayisa etsak,
15 15 ,
a(A)=— [ f(&)cosALdE , b(A)=— [ f(£)sin AdE . (10.12)
T T

Bu qiymeatlori (10.11) baeraberliyinde yazdiqda (10.9) tonli-
yinin sorhad sortlorini 6doyon

u(x, y):% | f(é){ fe cosl(é—x)dl:ldé .
- 0

halli alinir.
+00 2
J- e cosxtdt =

0

2 2
a +x

molum boraboarliyino asason tapilan halli daha qisa yazmagq olar.

1 ydé
u(x,y)—n£f(§)y2+(§_x)2 .
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Bu borabarliyi

u(x,y):ljf(mx) ;Vd‘fz (10.13)
T, Yo+t

kimi do yazmaq olar. (10.13) ifadosi Puasson-Kosi inteqrali
adlanir.

Misal 10.1. Uzunlugu / olan simin uclarinda istiliyin
yayilmast u,u; (uy,u; sabitlordir) oldugda, bu simds istiliyin

stasionar paylanmasini tapin.

Holli.
Bu mosalo birdlgiilii hal tigiin Dirixle mosalosing gatirilir:
d2
Lu_y
dt
tonliyinin

“|x=0: Uy, “|x=1: u;

sorhad sortlorini 6dayan hallini tapmali.

Tonliyin imumi halli

olar (¢,c, ixtiyari sabitlordir). Serhad sortlorine asason

U —u
olar. Buradan ¢, =——, ¢, =u,alariq. Onda

u="""0 5 Uy
/
Misal 10.2. Laplas tonliyinin, 1<x?+y?<4 halqasinda,
Ul o =0, u Py =X T 2In2 sorhad sortlorini 6doyen hallini
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tapin.
Holli.
Ovvalca verilmis masoloni polyar koordinatlarda yazaq:

,0%u  ou
Pt r—t——=

o’ or d¢*
u(l,p)=0, u(2,p)=2cosp+2In2.

0,

Furye tisulunu totbiq edak. Laplas tonliyinin hoallini
u(r,@) = R(r)-®(p)
soklindo axtaraq, burada ®(¢p) vo R(r) funksiyalar1 uygun

olaraq,

D"(9) +k*D(p) =0,

r*R"(r)+rR'(r)—k*R(r)=0
tonliklorinin hoallidirler. £ =0 oldugda

Dy(@) =c; +6,0,

Ry(r)=c3+c,Inr,
k >0 olduqda iso

()= Acoskp+ Bsinke,

R(r)=cr* +dr™*
olar. Axtarilan funksiyanin ¢ -yo nozoron 27 dovrli olmasindan
alinir ki, ¢, =0 olmali, k& iso tam odod olmalidir. u(1,¢)=0
sortind asason ¢; =0, c+d =0 olar. Belolikls, Laplas tonliyino

aid sorhod sortlorindon birincisini 6doyon u, xiisusi hollor

ardicillig
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uo<r,<p)=%1nr,

u,(r,p)=Sh(nlnr)(4, cosnp + B, sinng) (n=12,...)
soklindo olar.
u(r,p)= ? Inr+ i Sh(nlnr)(4, cosng + B, sinng)
n=1
funksiyasina baxaq. Bu funksiya 4, 4,,B, -nin istonilon qiymaot-
lorinda Laplas tonliyini vo sorhad sortlorindon birincisini ddayir.

Ay, A,,B, omsallarint elo se¢ok ki, u(r,¢) funksiyasi sorhad

0> n>™n
sortlorinin ikincisini do 6dasin, yoni
A = .
u(2,0) = Toln r+Y Sh(nln2)(A, cosng +B, sinng) =2In2+2cos¢.
n=1
Aydindir ki, ¢-nin istonilon qiymstindo bu baorabarliyin
0donilmosi iiglin

?mz:zlnz, Sh(nln2)4, =2, B,=0, 4 =B,=0 (n=23,...)

olmalidir. Buradan 4,=4, 4, =4, B, =0 olar. Demali, axtarilan
funksiya
u(r,@)=Inr*> +8Sh(Inr)cos¢
soklindo olar.
(r,@) koordinatlarindan (x, y) koordinatlarina kegsok,
x* 4+ +1

x* +y?

u(x,y)= ln(x2 +y2) +4x

olar.
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2 2
Misal 10.3. 8—Z + 8_L21 =0 Laplas tonliyinin, 0<x <1, y>0
ox® Oy

zolaginda, u(0,y)=u(l,y)=0, u(x,0)=1-x, u(x,0)=0
sorhad sortlorini 6dayan hallini tapin.

Holli.

Laplas tonliyinin hollini

u(x,y) = X(x)Y(y)
soklindo axtaraq. Onda

X"(x)+ 22 X(x)=0,
Y'(»)-AY(3)=0,
tonliklorini alariq. Bu tonliklorin hollori uygun olaraq
X(x)= Acos Ax+ Bsin Ax,
Y(y)=Ce” +De ™
olar. Bu ifadolori oavozlomads yazaq. Onda
u(x, ) = (Acos x+ Bsin Ax)(Cie” + Dy ™).

Alinan funksiya u(0,y)=u(l,y)=0 sorhod sortlorini 6dadi-
ying goro A=0,A=nnw (n=12,...) olar. n-in har bir qiymatino
A =4, uygun olduguna gors tonliyin u, (x,y) xiisusi hallori

u,(x,y)= (Cne””y +D, e " )sin nmx
olar (BC, =C; BD, = C'). Onda timumi hall

u(x,y)= i (C,,e”“y +D,e "™ )sin nmx

n=l1
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soklindo olar. Burada, u(x,0)=1-x, u(x,0)=0 sortlorini nozors
alsaq,

C,=0 (n=12,..);

l—x:iDn sin nmx

n=l1

alinar. Buradan isa,

1
D, =2j(1—x)sinnmdx=i (n=12,...)
0 niw

olar.
Beloliklos,

2G5 1 .
u(x,y)=—2—ef'”w sin nmx

n=l1

verilmig mosalonin halli olar.
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11. LAPLAS CEVRILM®OSI VO ONUN TOTBIiQLORI
11.1. Baslangic funksiya vo Laplas ¢evrilmasi

Tutaq ki, f(¢#) haqiqi oxda toyin olunmus vo asagidak: sort-
lori 6doyan funksiyadir:

1. Istonilon sonlu parcada hisso-hisso kosilmoyandir, yoni
onun sonlu sayda birinci ndv kosilmo ndqtasi var;

2. Arqumentin monfi giymatlorinds, yoni #<0 olduqda

f()=0 olur;
3. Elosabit M >0 vo S, >0 odadlort mévcuddur ki, ¢ arqu-

mentinin biitlin 7 > 0 giymotlorindo
(O] <Me™, 120 (11.1)

boraborsizliyi 6donilir.

Bu li¢ sorti 6doyon funksiyalar baslangic funksiya vo ya
orijinal adlanir.

S, odadi f(¢) funksiyasinin artim géstaricisi adlanir.

ogor fi(t) £,(t).... f,(t) — artim gostoricilori S,,S,,...,S,
olan orijinallardirsa, onda f(t)=c,f,(t)+c,fs(t)+--+c,f,(t),
¢; € C funksiyasi da artim gostoricisi S, = {S,,S,,...,S,} olan
orijinaldir.

Tutaq ki, f(¢#) — artim gostoricisi S, olan orijinaldir. Onda

asagidaki funksiyalar orijinallardir:
a) | f (t)| artim gostorici S ;
b) f,(t)= f(a-t), a >0, artim gdstorici o -S;
¢) f,(t)=€"'(t), A eC, artim gostorici
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{So +Rek, S,+ReA>0 olarsa,

0, S, +ReA >0 olarsa;
d) 7.(0) 0, t<t olarsa " sstorici S 0
= , arttm gostarici S, ,7>0;
N f(t—1),t>t olarsa 8 0

e) f,()=t>-f(t), z eC, artim gostorici S ;

t

f) g(t) = jf(z)dz , 0<t<oo, artim gostorici S ;
0

p kompleks parametrindon asili olan

F(p)=]ge’”f(t)dt,p:c7+ir (11.2)
0

soklindo geyri-maxsusi inteqrali f(¢) orijinalinin surati (Laplas

inteqrali, L — surati) adlanir.
f(¢) orjjinalindan F(p) surotino kecid omoliyyati Laplas

cevrilmasi adlanir.
f(¢) orijinali vo F(p) surati arasindaki uygunluq

fO=F(p), LIfOI=F(p), () «F(p)
kimi yazilir.

Verilmis f(¢) baslangic funksiyanin F(p) Laplas ¢evrilmo-
sini vo oksing, verilmis Laplas ¢evrilmasino goro f(¢) baslangic
funksiyanin tapilmasi masololori ilo eperasiya hesabt mosgul olur.
Bu nozoriyyonin osasmi ingilis miihondis-energetiki Hevisayd
goymusdur.

Verilmis mosalonin hollini kifayoat qodor sadslosdiron opera-
siya hesabi bir ¢ox masalalordo genis totbiq olunur. Belo ki,
operasiya hesabinda diferensiallama vo inteqrallama omollori
cobri omallorle, diferensial tonliklor iso uygun cabri tonliklorls
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ovaz olunur vo onun tapilmis hallino goérs diferensial tonliyin
axtarilan hoalli qurulur.

Teorem 1. (Varhq teoremi) Tutaq ki, f(¢#) baslangic
funksiyadir. Onda (11.2) inteqrali Rep =0 >§, yarimmiistovi-
sindo miitloq yigilandir vo F(p) funksiyast homin yarimmiis-

tovido analitik funksiyadir.
On sado baglangic funksiya

I, t>0 oldugda
n=
0, <0 oldugda

soklindo miioyyon olunan Hevisayd funksiyasidir. Bu funksiyaya

vahid funksiya da deyirlor. Aydindir ki, ¢(¢) funksiyasi 1-3
sortlorini 6dayirse, onda

o(t), t=0 oldugda

e()-n) = {

0, t <0 oldugda

funksiyas1 da baslangic funksiya olar.
Misal 11.1.

e*sin3t, >0

f(t):{o, )

funksiyasinin baslangic funksiya olub-olmamasini aragsdirmali.
Holli.
Gostarak ki, 1-3 sortlori 6danilir.
)
1. Ixtiyari sonlu [z,,¢,] pargasinda I e sin3tdt inteqral var.
4
2. f(¢) funksiyasinin verilmosine goro ¢<0 qiymatlorindo
f()=0 olur.
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3. Hor bir ¢ figiin |e2t sin3t|£e2’ borabarsizliyi odonilir.

Burada S;,=2, M ovozino istonilon vahiddon bdyiik ododi
gotiirmok olar.

Demali, sortlorin hor biri 6donildiyine gors verilmis funksiya
baslangic funksiyadir.

Misal 11.2. f(1)=b'n(t), b>0 funksiyasinin baslangic
funksiya olub-olmamasini aragdirmali.

Holli.

1. Istonilon 0<t, <t, <o {igiin

Iy 153 ) b2 _ph
jfayﬁz{b%nodtzjydtz
Inb
4 4 4
sonlu ododdir.
L ot>
2. b'n(t) = b, 120 miinasibati dogrudur.
0, t<0

3.@%ajsymb
miinasibating osason, n>1 vo §, = |1n b| gobul etsok, 3-cli sortin
odonildiyi alinir, yoni f(¢)=b'n(¢) funksiyas1 baslangic funk-
siyadir.

Misal 11.3. f(¢) = e’zn(t) funksiyasinin baslangic funksiya

olub-olmamasini aragdirmali.
Holli.

f (t)ze’zn(t) funksiyas1 l¢iin ilk iki sortin 6donilmosi
askardir. Arqumentin ixtiyari ¢ >0 giymatlorindo
f()=e"n)=e"
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olduguna gora
£ (6)] < Me™
miinasibotinin dogrulugu miimkiin deyil. Ona goro do verilmis
funksiya baslangic funksiya deyil.
Misal 11.4.  f(¢)=e¢? funksiyasmin Laplas cevrilmosini

torifdon istifado etmoklo tapin.
Holli.

Aydindir ki, f(f)=e* funksiyas: baslangic funksiyadir.
M >1, S, =2.0na goro do Re p >2 yarimmiistovisindo

+00 +00

+00
F(p)= [e¥e = [ e@mig———_eon) L
0 p_2 0 p_2

o0

analitik funksiyas1 var. Demali,

= ¢ L =F(p).
p—2

11.2. Bazi elementar funksiyalarin Laplas ¢evrilmasi

Laplas c¢evrilmasinin torifinin totbiqi ilo bozi elementar
funksiyalarin Laplas ¢evrilmasini tapaq:

1. Hevisayd funksiyasinin Laplas ¢evirmogi i -yo borabordir:

o0

e —pt
L[n(l)]:jef’”dt:—e i
g pl, P

2. y=sint funksiyasinin Laplas ¢evrilmosi -9 bora-

2

p +1
bordir:
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e_pt(—psint—cost)| 1

smt =Ie "sintdt =
0

p?+1 ‘ 0 p?+1 .
3.y=cost funksiyasinin Laplas gevrilmosi — " -0 bora-
p+
bordir:
F P (sin — 0"
L[cost]:J.e"” costdt =< (sm2 P oS )| = 2p :
0 p +1 ‘0 p +1
4. y=¢"" funksiyasmin Laplas gevrilmasi -ya bora-
p—a
bordir:
at 1
Lle]=——. Re(p-a)>0.
p—a
Dogrudan da,
L[ew ]: J-e_ptewdt N e (PN = b .
p—-a 0 p—a

!
5. y=t" funksiyasinin Laplas ¢evrilmaosi % -9 barabordir:
p

n_—pt|®
te

p

L[t" ]z Te"”t”dt =—
0

+ 2 e rdr =" [ e dr
o Po Py
Vo ya
thr]=2 [erterar.
Py
Bu borabarliyi n dofs ardicil tstbiq etmoaklo aliriq ki,

)
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Indi iso farz edok ki, f(¢) < F(p) molumdur. f(at) (a>0)

funksiyasinin suratini tapaq:

L[f (at)]= ojoe—f” f(at)dt =10j0e—1” f(at)d(at) = 1 F(pj .
0 a 0 a a
Demoli,

L[f(at)]ziF[ﬂj
a \a
oldugu alinir.

Bu diisturun komayi ilo sinat, cosat,e® suratlorini tapmagq

olar:

sint <

>— oldugundan

p+1

. 1
smat <~ —- =
2 2 2
a [p +1 p +a (*)

Analoji qayda ilo

cosat <

Vo

oldugunu yaza bilorik.

Misal 11.5. f(¢) =sin3¢ funksiyasinin Laplas ¢evrilmosini
tapin.

Holli.

f(t)=sinat funksiyasinin Laplas c¢evrilmosi diisturuna

asasan
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sin 37 «

p2 +9
olar.

11.3. Laplas cevrilmasinin xassalori

Laplas ¢evrilmasinin asas xassolorini miioyyon edon asagidaki
teoremlori nozordon kecgirok vo baxilan biitiin funksiyalarin
orijinal oldugunu forz edok.

Teorem 2 (Xottilik teoremi). L[ i (t)] =F.(p), Rep>a,

(k=1,2,...,k) olduqda, ixtiyari 4, sabit odadloari {igiin

L[Zn:Akfk(t)}=iAkL[fk(t)], Rep>maxa,, 1<k<a (11.3)
k=1

k=1
olar.
Misal 11.6. f(¢) =sinat funksiyasinin Laplas g¢evrilmosini
tapin.
Holli.

sinatzi(ef“’—e—f“f) oldugundan (11.3) boraborliyine

21
asason

L[sin at] _ L[zll (eiaz _e—iaz)} _ ;iL[eiat]—zliL[e_im]:

_1 1 1 1 _ a
2i p—ai 2ip+ai p2+a2'

Teorem 3 (Oxsarhq teoremi). L[ f (t)] =F(p), Rep>S§,

olduqda ixtiyari sabit a >0 odadi {i¢iin
Lf @)=L F&), Rep>as, (11.4)
a a
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borabarliyi dogrudur.

Misal 11.7. f(¢) =cosat funksiyasinin Laplas ¢evrilmosini

tapin.

Holli.

L[cost]= -— oldugundan (11.4) barabarliyins asason

+a
p
! p
L[cosat]=g- g = ed
(pj +1
a

olar.

Teorem 4 (Ko¢iirmd teoremi). L[ f (t)] =F(p), Rep>S§,
olduqda, ixtiyari a ododi li¢iin
Ll r(0)|= F(p+a). Re(p+a)>S$, (11.5)
olar.

Hiperbolik funksiyalarin torifinden vo bu teoremdon istifado
etmoaklo

shat < >

p —a

chat < > >

p-—a
e “sinbt « ——— >
(p+a) +b
p+a

e cosht « —
(p+a) +b

oldugunu alariq.
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2 . .
Misal 11.8. f(t)=e" cos3t+ Eeft sin3¢ funksiyasimin Laplas

cevrilmasini tapin.
Holli.
p+1

e_t cos 3t « 2 >
(p+D)"+9

p+3

eit sin 3t <« 3
(p+1D)°+9

molum oldugundan, teorem 2-ys goro

+1 2 3
(p+D"+9 3 (p+D)°+9
Vo ya
p+3
F(p)=——"—
2 pr+2p+10

olar.
Teorem 5 (Kecikmo teoremi). L[ f (t)] =F(p), Rep>S§,
oldugda,

()= 0, 1<t
T f(t-1),t>21
funksiyasinin Laplas ¢evrilmosi
L[f.()]=e " F(p) (11.6)
olar.
. sin(t—b), t>b ) ..
Misal 11.9. 1. (¢)= funksiyasinin suratini
0, t<b
tapin.
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Halli.

1) sint, t>b funksi . "
= unkKsiyasi ucun Sinf <-—
0, t<b AL p°+1

oldugundan (*) diisturuna goro

£.(t) =sin(t —b)-n(t —b) <= —
p +1

e

olar.
Teorem 6 (Toramoanin surati). Baslangic f(¢) funksiyasinin

biitin ), (k=1,2,...,n)  toromolori  orijinaldirsa v

f(t) < F(p) 0donilirso, onda istonilon £ natural adadi tigiin

[P0« pF(p) =p* (0= p (0 —...~ fF(0) (11.7)

boraborliyi dogrudur.
Xiisusi halda, £(0)= f'(0)=...= £ (0)=0 olarsa,
S0« p"F(p) (11.8)
olar.

Misal 11.10. £(z) =cos’ ¢t funksiyasinin suratini tapin.

Holli.
f(t) < F(p) gobul edok. Onda baslangic f(¢) funksiyasinin

téromasi qaydasina asason f'(¢) < pF(p)— f(0)

f'(t)=-2costsint = —sin 2t <= —;
p +4

va f(0)=1 oldugundan
2

- = pF(p)—-1
o pF(p)

olar. Buradan
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2 _p2+2

F(p)=1-
PEP) p2 +4 p2 +4
voya
242
F(p)=—L"=
p(p”+4)
aliar. Demali,
2
Cos’ f < p2—+2
p(p~+4)

Teorem 7 (Suratin toromasi). Ogor f(¢) « F(p) olarsa,

istonilon # natural adadi li¢lin

()" f (1)« F "p) (11.9)
boraborliyi dogru olar.
Misal 11.11. f(z) =’ cost funksiyasinin suratini tapin.
Holli.

p

p2+a2

cosat <

olduguna (11.9) diisturunu totbiq etmoklo

( 2p 2] <~ tcost
p +ta

voya
2
(;2——1-]?1)2(:__”081"
p | _[ 1=p* ) _2p’-6p
pr+1) (P +D?) (PP +1)
oldugundan
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3 —
1’ cost < M
(p~+1)
olar.
Teorem 8 (Orijinalin inteqrallanmasi). Ogor f(¢) < F(p)

olarsa, onda
t
[ £t « L Fop) (11.10)
0 p

olar.

Misal 11.12. f(t) = J e’dt funksiyasinin suratini tapin.
0

Holli.
Mbolumdur ki,

e e ——
p—1

onda (11.10) diisturuna asason

. 1 1 1 1
Ie dx « —- =
0 p=1p p=-1 p(p-0
alinir.
Teorem 9 (Suratin inteqrallanmasi). Ogor f(¢) funksiyasi-

nin f(¢) < F(p) Laplas gevrilmasi {igiin _[ F(u)du geyri-moxsusi

P

inteqral1 yigilan olarsa, onda
@(:—IF(u)du (11.11)
p

barabarliyi dogru olar.
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Misal 11.13. f(¢)= e -1 funksiyasinin suratini tapin.

Holli.

(11.1 1) boraborliyino asason
j {———}dp {mp__l} _pn 2t
) p ], p

olar. Demali,

t
e —1 « n? 1
t p
Suratin inteqrallanmas1 qaydasini totbiq etmoklo boazi qeyri-

moxsusi inteqrallar1 da hesablamagq olar.

Tutaq ki, f () < F(p) vo _[ @dt qeyri-maxsusi inteqrali
0
y1gilandir. Onda
j@dr:jﬁ“(p)dp (11.12)
0 0

baraborliyinin dogrulugunu asanliqla gérmak olar.
o efat _ efbt
Misal 11.14. j ——  dt, (a>0, b>0) qeyri-moxsusi
t
0
inteqralin1 hesablayn.

Holli.
—at 1 —bt 1
e« Vo e«
p+a p+b
oldugundan (11.3) borabarliyino asason
1 1
efat _efbt <« _

' p+a p+b
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olar. Bu asililiga (11.12) borabarliyini totbiq etsok,

e —e™ 1 1 p+a
[——a=] = dp =1In
0 t o\p+ta p+b p+b

o0

=In

0

b
a

olar.
Teorem 11.10 (Baglama teoremi). Ogor f/(¢) < F((p) Vo
f,(t) « F,(p) olarsa, onda

[ 1@ 1, =1)dr « F(p)F,(p)

miinasibati dogru olar.

Misal 11.15. y(¢) = j(t —1)e"drt funksiyasinin suratini tapin.
0

Holli.
y(?) funksiyast f,(r)=¢ vo f,(t) = e' funksiyalarinin bagl-

1 ‘
sidir. L4~ —5 Vo € «

p p-1

oldugundan (11.13) boraborliyino

asasan

t
1 1 1
v(t)=|(t-1)edre™ « —- =
{ p> p-1 p’(p-1)

olar.

11.4. Laplas ¢evrilmasinin torsi

Laplas g¢evrilmosini bozi mosalalorin hollino totbiq edorkon
surati verilmis baglangic funksiyanin tapilmasi tolob olunur. Bu da
Laplas ¢evrilmasinin torsinin varligt vo tapilmasi masalasi ilo
baglidir.
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5 20p

Misal 11.16. Siirati F(p)=———— olan funksiyanin
p +4 p 49
baslangic funksiyasini tapin.
Holli.
Verilmis funksiyant
5 2
F(p)=2——~20-—L
2 p°+4 p +9

kimi yazaq. sinat, cosat funksiyalarmin Laplas ¢evrilmosindon
vo teorem 2-don istifado etmaklo

f(@)= %sin 2t—20cos3t

barabarliyini yazmagq olar.

Misal 11.17. Sursti F(p) = 2p—+1 olan funksiyanin
p +2p+5
baslangic funksiyasini tapin.
Holli.

Verilmis surat funksiyasini
+1
=, ﬁ)z 12
soklindos yazaq. Onda molum boraborliys osason
f(t)=e"cos2t
olar.

Teorem 11.11 (Mellin teoremi). Tutaq ki, Re p > §, yarim-
miistovisinda analitik olan F'(p) funksiyasi [0, ©) yarimoxunun
istonilon sonlu hissosindo hisso-hisso hamar olan vo artim
gostaricisi S, olan f(¢) funksiyasinin Laplas ¢evrilmasidir. Onda
f(¢) funksiyasinin kasilmaz oldugu ixtiyari ndqtado
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x+ic0

f(z):i, j e"F(p)dp, x>38, (11.13)
2mi

baraboarliyi dogru olar. Bu diistura Mellin diisturu deyilir.

Teorem 11.12. L[ f(¢)]=F(p), Rep>a,

Vo
Llp()]=D(p) Rep>p,
oldugda
L @pO)=H(p) =5 J Fu)®(p-u)du

olar (x>a,, Rep>x+pf,).

Teorem 11.13. Tutaq ki, F(p) funksiyast genislonmis kom-

pleks miistovido analitikdir vo onun Loran ayriligi
- Ci
Z—k F()=0
k=1

soklindodir, yoni p=o onun diizgiin ndqtesidir. Onda F(p)

funksiyasinin orijinali

0, t<0 oldugda

f(t)= (11.14)

Z n+1 , t>0 oldugda

barabarliyi ils toyin olunur.

Misal 11.18. F(p)= sinl funksiyasinin orijinalini tapin.
p

Holli.
Verilmis funksiyanin orijjinalimi  (11.14)-in  totbiqi ilo
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hesablayagq.

F(p)—sml: ! ! LS—
p p 3p Sp
funksiyasi teorem 11.13-iin biitiin sortlorini 6doyir. Onda (11.14)
barabarliyine goro

12 1+
SO=15 s
olar.

Teorem 11.14. Polyuslart p,, p,,...p, adadlori olan diizgiin

F(p) kosr-rasional funksiyasinin orijinali

F0= ealF(p)e”] (11.15)

k=1(Pr)
kimi hesablanir.
Tutaq ki, F(p) funksiyasi ortaq kokii olmayan A(p) vo

A(p)
B(p)
soklindadir vo p,(k=1,2,...,n) odadlori onun sads polyuslaridir.

B(p) coxhadlilorinin nisbati diizglin kesr olan F(p)=—=—

Onda molum qaydaya goro e” F(p)-nin sado p, polyusuna

nazaran ¢ixigi

iv_ ADL)
F pry_ Pk
AR TP

kimi olar vo F(p) funksiyasinin orijinal

1= Z;((p’;)) et (11.16)

diisturu ilo hesablanar. Bu ayrilma teoremi adlanir.
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Misal 11.19. F(p)= ! funksiyasinin

(p-D(p-2)(p-3)

orijinilin1 tapin.
Holli.
Verilmis F(p) funksiyasinda

A(p)=1, B(p)=(p-D(p-2)(p-3)
Vo
=l py=2, p3=3
odadlori F(p) kasrinin sads polyuslaridir. Onda F(p) funksiya-

sinin orijinali (11.16) barabaorliyi ilo hesablanar.
B(p)=(p-2)(p-3)+(p-D(p-3)+(p-D(p-2)=
=3p*-12p+11
oldugundan

f(t):%et _€2t +%eSI =%(€t —262t +€3t)

olar.
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