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Посвящаю памяти
дорогого учителя, профессора

Агаева Гашима Низамовича

ОТ АВТОРА

Во всех написанных до сих пор работах по нечетким
множествам приведены отдельные понятия элементов
нечеткой математики с инженерной точки зрения,
применительно к отдельным конкретным разделам
техники. Поэтому приводимые ими определения этих
понятия расплывчаты и имеют отдельные недостатки.

Предлагаемая вниманию читателя монография по
нечеткой математике отличается от всех предыдущих тем,
что здесь определения всех приводимых понятий даются с
чисто математической точки зрения. Поэтому с
математической точки зрения они не содержат каких-либо
недостатков и при переносе этих понятий в четкую
(классическую) математику никаких противоречий не
возникают.

С другой стороны, здесь впервые проведена попытка
изложить материал в стиле учебного пособия, доступного
широкому кругу читателей, желающих ознакомиться с
элементами нечеткой математики. Кроме того, им можно
пользоваться и как справочник по нечеткой математике,
для инженеров и научных сотрудников, так как в нем
приведены определения основных понятий как
элементарно, так и высшей математики.

Пользуясь случаем, хочу выразить огромную
благодарность чл.корр НАН Азербайджана, профессору
Алиеву Р.А, д.ф.м.н., профессору Салимову Я.Ш.,
профессору Мамедову А.М. за оказанное внимание и
ценные советы.
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Предисловие

Неопределенность и расплывчатость представлений
человеческих знаний привело к несущей необходимости
создания теории, позволяющей формально описать
нестрогие нечеткие понятия и обеспечивающей
возможность познания процессов рассуждений,
содержащих такие понятия. Крупным шагом в этом
направлении явился подход, основанный на использовании
понятия нечеткого множества Л.Заде, который позволяет
дать строгое математическое описание в действительности
расплывчатых утверждений.

Теория нечетких множеств появилась в результате
обобщения и переосмысления достижений в многозначной
логике, теории вероятностей и математической статистики,
дискретной математики, теории матриц, дискретной
математики, теории графов, теории грамматики и т.д. и
начала развиваться после публикации в 1965 году
основополагающей работы Л.Заде [31]. У ее истоков лежат
идеи и достижения многозначной логики (трехзначной
логики Лукасевича, к-значной логики Поста).

Дальнейшие шаги в этом направлении связаны с
созданием строгих и гибких математических методов
исследования нечетко определенных объектов. При этом
можно выделить следующие основные
классификационные признаки способов формализации
нечеткости:

1) по виду представления нечеткой субъективной
оценки величины (нечеткого множества);

2) по виду области значений функции
принадлежности;

3) по виду области определения функции
принадлежности;
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4) по виду соответствия между областью
определения и областью значений (однозначное,
многозначное);

5) по признаку однородности или неоднородности
области значений функции принадлежности.

В теории нечетких множеств предлагаются
следующие способы формализации нечетких понятий.

Первый способ (основан на работах Л.Заде 32-34 )
предполагает отказ от основного утверждения
классической теории множеств о том, что некоторый
элемент может либо принадлежать, либо не принадлежать
множеству. При этом вводится характеристическая
функция множества – функция принадлежности, которая
принимает значения из интервала [0;1]. Этот способ
приводит к контициальной логике.

Во втором (более общем) способе формирования не-
четкости характеристическая функция множества
принимает значения не из интервала [0;1], а в конечной
или бесконечной дистрибутивной решетке. Это обобщение
называется нечетким множеством в смысле Гогена.

Третий способ – Р - нечеткие множества. При этом
обобщении каждый элемент универсального множества
связан не с точкой интервала [0;1], а с подмножеством или
частью этого интервала. Алгебра Р-нечетких множеств
может быть сведена к алгебре классов.

Четвертый способ – гегерентные нечеткие
множества. Здесь в общем случае элементам
универсального множества ставится в соответствие
значения в различных дистрибутивных решетках.

Приведенные способы формирования нечетких
понятий позволяют приближенно описать поведение
систем настолько сложных и плохо определенных, что они
не подаются точному математическому анализу.
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Важным понятием, относящимся к теории нечетких
множеств является невероятностная энтропия, служащая
интегральной характеристикой размытости нечеткого
множества.

При этом следует отметить, что способы
формализации нечеткости развиваются по двум основным
подходам. Первый базируется на обобщении понятия
принадлежности элемента множеству, приводящему к
размыванию границ множества, а в предельном случае к
появлению объекта с неопределенными границами –
полумножества. Второй подход полагает описание
нечеткости с помощью иерархии-семейства
упорядоченных четких множеств. Наряду с этим
прослеживается взаимосвязь этих подходов, что указывает
на существование глубокой внутренней связи проблем
математической обработки нечеткой информации и
построения моделей сложных иерархических систем.

Следует отметить, что с появлением теории нечетких
множеств возникла потребность замены основных понятий
классической (четкой) математики (числа, переменной
величины, функции и т.д.) и теории управления
некоторыми аналогами в терминах теории нечетких
множеств, или же основные понятия теории нечетких
множеств привести к языку, четкой классической
математике. В теорию нечетких множеств может внести
ясность то направление, которое базируется на нечетких
числах и методах классической математики  и управления,
для чего  необходимо разработать эффективные алгоритмы
выполнения арифметических операций.

Анализ литературных источников, посвященных
элементам нечеткой математики,  показал, что во всех до
сих пор написанных в этой области монографиях присущи
отдельные недостатки, среди которых наиболее важным
являются: отсутствие четких определений, понятий
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нечетких чисел, нечеткой переменной, нечеткой функции,
ее непрерывности, дифференцируемости и интег-
рируемости.

В настоящей работе впервые проведена попытка
устранению указанных недостатков, а также проведена
попытка изложить материал в стиле учебного пособия,
доступного широкому кругу читателей, желающих
ознакомиться с элементами так называемой нечеткой
математики и специалистов в области кибернетики,
управления.
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ГЛАВА I. НЕЧЕТКАЯ АРИФМЕТИКА

Нечеткая арифметика – это наука о нечетких числах.
Поэтому сначала будут рассмотрены основные понятия
нечетких чисел и арифметических операций над ними.

Отметим, что самостоятельной областью применения
нечеткой арифметики являются нечеткое линейное
программирование – анализ обычного линейного
программирования. В [16] приводятся примеры решения
задач линейного программирования для случая нечетких
коэффициентов, а также примеры решения неравенств с
нечеткими числами (LR-типа).

Хорошо известны два случая применения нечеткой
арифметики как самостоятельного аппарата для решения
практических задач.

В первом случае решалась задача составления
квадратного расписания занятий в учебном заведении.
Необходимость обращения к нечетким числам в данном
случае была обусловлена отсутствием экспериментальных
данных и непосредственным характером критериев
оптимальности. Для решения задач были использованы
некоторые экспертные оценки, характеризующие
длительность лекционных курсов, лабораторных занятий,
наличие экзаменов и .т.д. В результате было получено
расписание на квартал [50].

Во втором случае решалась задача оптимизации
транспортной сети города. Информация, характеризующая
транспортируемость, задавалась сч помощью нечетких
чисел и лингвистических переменных. Решение было с
примененме Фортран-программы для траспортной сети
Тулузы. [60]
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§ 1. Нечеткие числа и операции над ними

Математической основой для построения
математической модели систем с использованием
лингвистических переменных и обычных арифметических
операций является алгебра нечетких чисел [14;47].

В классической математике принадлежность
элементов Xx множеству А часто рассматривается как
характеристическая функция A из Х в {0;1}, т.е.

Axесли,
Axесли,

)x(A 0
1 (1.1)

При этом множество {0;1} называется множеством оценок,
из которого следует, элемент х либо принадлежит
множеству А, либо не принадлежит. Однако на практике
зачастую не представляется возможности однозначного
определения принадлежности элементов одному и тому же
множеству. Поэтому в этих случаях )x(A не определяется
значениями, а может изменяться на отрезке [0;1]. Это
значит, что в этом случае )x(A характеризует не только
принадлежность того или иного элемента х некоторому
множеству А, но и выражает степень его принадлежности
этому множеству.

Определение 1.1. Функцию )x(A , сопоставляющую
каждому элементу Xx число ];[)x(A 10 и
характеризующую степень принадлежности элемента х
множеству А будем называть функцией принадлежности
элемента х множеству А.

Из определения 1.1. следует, что функция принад-
лежности есть ничто иное, как характеристическая
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функция, но принимающая не два значения, а
бесчисленное множество значений из всего [0;1].

Определение 1.2. Значения функции принадлежности
элемента х множеству А будем называть степенью
четкости или четкостью элемента х на множестве А.

Аналогичным образом введем понятие четких и
нечетких значений числа.

Определение 1.3. Значение a~ будем называть
нечетким значением числа а, если значение степени
принятия его числом а принадлежит интервалу (0;1), т.е.

);()x(a 10 .
Определение 1.4. Четким значением числа а будем

называть значение, степень принятия которого равна
единице, т.е. 1a .

Определение 1.5. Нечетким числом a~ называется
нечеткое подмножество числовой оси R, имеющей
функцию принадлежности ];[R:a 10 , где R-
множество действительных чисел,

]};[R:/{)R(F 10 - множество числовой оси.
Наряду с этим там же в [57] вводится понятие

нечеткого множества.
Определение 1.6. Нечеткое множество

0))x(,x(A~ A (1.2)

математически определяется как совокупность
упорядоченных пар. Составленных из элементов х
универсального множества Х и соответствующих степеней
принадлежности xμA или (поскольку функция
принадлежности  является исчерпывающей
характеристикой нечеткого множества) непосредственно в
виде функций ];[X:A 10 .
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На основании определения (1.6), если A -нечеткое
числовое множество, а элемент A~x~ - есть нечеткое
число, определенное через (1.1)-как пара ))x(,x( A ,
которая соответствует точке числовой оси R, то это
понятие нечеткого числа противоречит определению
нечеткого числа 1.5

С другой стороны из определений 1.5 и 1.6 следует,
что нечеткое число есть подмножество множества
(числовой оси) R и нечеткое множество есть подмножество
числовой оси R с той же функцией принадлежности A ,
переобозначенное в ];[R:a 10 . В связи с этим заранее
следует отметить, что будь это в смысле классической
математики, либо в терминах так называемой нечеткой
математики, строющейся на понятиях нечетких чисел и
нечетких множеств, каждое число – четкое, либо нечеткое
число L-типа, либо R-типа с единой конкретной степенью
нечеткости принимает единственное значение. Если же
рассматривается класс нечетких чисел (LR)-типа способна
принять два значения (одно L-типа и другое R-типа).

При этом( как это всегда следует иметь в виду), если
за исходное понятие взять понятие носителя числа, тип
числа можно определить по виду его носителя.
Действительно:

Определение 1.7. Подмножество aS действительного
множества (числовой оси) R будем называть носителем
числа «а», если

}Rx;)x(;x{S aa 0 (1.3)

При этом следует принять определение 1.8. Число
«а» называется четким числом, если его носитель состоит
из единственного элемента множества R, т.е.
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};a{S aa 1 (1.4)

Наряду с этим, учитывая, что все авторы
монографий, включающих в себя элементы нечеткой
математики (в основном понятие нечетких множеств),
вводят понятие нечеткого числа, подобно определению 1.5.

И так как понятие нечеткого числа играет наиболее
важную и основную роль в создании математической
модели и его применении в задачах управления, то для
более глубокого понимания смысла понятия нечетких
чисел и их алгебры приведем понятие нечетких чисел и
действий над ними, подобно [1,12], где понятие нечеткого
числа вводится подобно определению 1.5, но не
придерживаясь этого определения.

Определение 1.9 Число a будет называть нечетким
числом, если оно принимает нечеткое значение и будем
называть четким числом, если оно принимает четкое
значение. Поэтому, нечеткое число может быть
представлено как

}Rx;)x(S;x{a~
a

0 (1.5)

где aS -носитель нечеткого числа a~ .
Пример 1.1.

Рис. 1.1
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На рисунке 1.1 числа },/{b~},,/{a~ 401601 и
}/{d~ 083 -есть нечеткие числа, так как они принимают

нечеткие значения. Число 12c - есть четкое число,
так как оно принимает четкое значение. Нечеткие числа
a~ и d~ - есть нечеткие числа с одинаковой степенью
нечеткости, равной 0,6

Если учесть, что каждой точке действительной
прямой можно сопоставить единственное четкое
действительное число, то можно ввести следующее
определение нечеткого числа.

Определение 1.10. Под нечетким числом a~ на
действительной прямой будем понимать одно из нечетких
значений водящих в набор нечетких значений,
характеризуемый функцией принадлежности

];[R:a 10 и представленный в виде (1.5).
Из данного определения нечеткого числа) и понятия

выпуклого множества (учитывая существование
выпуклого множества) следует, что нечеткие числа
обладают свойством выпуклости.

Определение 1.11. Нечеткое число a~ будем называть
выпуклым, если множество его нечетких значений
носитель образует выпуклое множество

Определение 1.12. Множество нечетких значений
будем называть выпуклым множеством, если для любых
значений х, у и z из этого множества, удовлетворяющих
условию zyx справедливо неравенство

)z();x(min)y( aaa (1.6)
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Рис. 1.2

На рис. 1.2. приведено схематическое изображение
нечеткого числа N~ . Здесь интервалы ( NN ; N) и
( NN;N ) – называются соответственно левый и правый
расширениями нечеткого числа N ; а N-его четкое
значение. Из рисунка 1.2 и определения 1.9 следует, что
нечеткое число N~ -выпукло, так как для его нечетких
значений x<y<z имеем ),min( zxy

.
Определение 1.13 Множество нечетких значений

нечеткого числа a , степени принадлежности которых
числу a~ больше, либо равны « » называются нечеткими
значениями -уровня.

Определение 1.14 -срезом нечеткого числа будем
называть те нечеткие значения, степени принятия которых
даны нечетким числом  равны .

Определение 1.15 Переходным значением нечеткого
числа a~ называется то значение, степень принятия
которого равна 0,5, т.е. 50,)x(a~ .



15

Для проведения арифметических действий на
нечеткими числами можно пользоваться принципом
обобщения Л.Заде, т.е.
Принцип обобщения. Пусть на действительной оси R
заданы нечеткие числа a и b . Операцию над нечеткими
числами a~ и b~ можно выполнить, используя соотношение:

b~*a~S
b~a~ )y*x/()y(),x(minb~*a~ (1.7)

Используя взамен гипотетической операции
арифметические действия (+;-;х;:) можно получить четыре
арифметических действий над числами a~ и b~ .

b~a~S

b~a~

)yx(
)y()x(minb~a~ (1.8)

b~a~S

b~a~

)yx(
)y(),x(minb~a~ (1.9)

b~a~S

b~a~

)yx(
)y(),x(minb~a~ (1.10)

b~:a~S

b~a~

)y:x(
)y(),x(minb~:a~ (1.11)

где b~a~S - означает: }Sy;Sx{ b~a~ .
Исходя из (1.5) можно получить соотношения:
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ba

a

b

ba
b~a~b~a~

b

b

b

b
b~b~

a

a

a

a
a~a~

x/)x(x/)x(

x/)x(x/)x(x/)x(x/)x(b~a~

где a’ и b’ получены из b;a;a и b в зависимости от
конкретных операций и нормировки .

Вычислим

c~x/)x(x/)x(b~a~
c

a

b

c
c~c~ (1.12)

bab;ba’a;bac

c~ определяется в виде: 21 KxKc~

Исходя из нормировки для cxa ~ можно
записать [  ]:

1c~x/
c’b
x’bx/

ac
axb~a~

’b

c

c

a

(1.13)

Для остальных арифметических операций
аналогичным образом можно получить:

2c~x/
c’b
x’bx/

ac
axb~a~

’b

c

c

a

(1.14)

где bac;ab’b;baa
Применяя функцию принадлежности в виде:

21 KxKc

получим:
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3c~x/
c"b
x"bx/

"ac
"axb~a~

"b

c

c

"a

(1.15)

где bac;"bb"b;’aa"a

Применяя функцию принадлежности 2
1 K

x
Kμc

получим:

4c~x/
)c"b(
c)x"b(x/

)"ac(
c)"ax(b~:a~

"b

c

c

"a

(1.16)

где b:ac;b’b"b;a’a"a
Пример 1.2. 95 ~b~;~a~

5

4

6

5

645 x/)x(x/)x(~

при ;~;x
x

04454
4

4

при ;,,~,x
,x

50454554
54

при ;~x
x

14555
5

при ;,,~,x
,x

50556555
55

при .~x
x

06656
6

Следовательно,

}/;,/,;/;,/,;/{~ 605450515450405
Для 9 при х=7;8;9;10;11 аналогичным образом можно

получить:
}/;/,;/;/,;.{~ 110105091850709

Верхняя и нижняя границы и вершины этих чисел
следующие: для ;a;a;a;~ 5645
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Для 9 ;b;b;b;~ 91175
Приведем все четыре арифметических действия над этими
числами.
Сложение. Согласно (1.13) вычислим границы и вершину
суммы ( 95 ):

1495
171161174

bac
;ba’b;bac

Таким образом: 14
3

17
3
1195

17

14

14

11

xxxx

Вычисляя 14 при различных Х имеем:

170515501415125011014
Вычитание. Границы и вершина разности 59 в
соответствии с (1.9) определяется как:

459abc5611a347a ;;

4
45

5
34
359

5

4

4

3

~x/xx/x~~

Значения функции принадлежности при значения х=3,5;
х=4,5 будут равны 0,5.

505450415350304
Схематически это означает:

Рис. 1.3
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Нечеткие числа
~

;~;~;~ 14954

Умножение. С помощью соотношения (1.12)

66

54

54

28

66

54

54

28

54
411

128
411

235

4566
66

2845
2895

,

,

~,

,

,

,

,x/
,

x,x/
,

,x

x/xx/x~~

Значения функции принадлежности при значении
х=3б5; х=40; х=55; х=60 значения функции
принадлежности соответственно будет: 0,45; 0,73; 0,5; 0,27.
Таким образом

6027055520451407303545028095

Деление. Согласно (1.16) границы и вершина
результата деления 9~ на 5~ будет:

815975241116167 ,:a:bc;,:c;,:c
Функция принадлежности определяется как:

81
81752

81752
16181

8116195
752

81

18

161

x
x

xx
x

x

Вычисляя значения функции принадлежности при
различных значениях х получим:

},/,;/,;,/;,/,;,/,;,/{~:~ 521902710811617703130161095

Рассмотрим другой метод выполнения ариф-
метических операций над нечеткими числами, основанный
на использовании уровневых множеств, отличающихся



20

значительным упрощением вычислений по сравнению с
операциями на основе принципа обобщения. При этом
дополнительно следует использовать следующее понятие.

Определение 1.16. Бинарная операция (*) на R
называется возрастающей, если для любых
( 11 xx )> 21 yy из 11 xx ; 21 yy следует
( 11 xx )< )( 21 yy .

Если заданы нечеткие числа a и b с функциями
принадлежности aμ и bμ , то результат обобщенной
операции (*) над ними есть нечеткое число bac ,
заданное функцией принадлежности a~ и bμ , то результат
обобщенной операции (*) над ними есть нечеткое число

)b~a~(c~ , заданное функцией принадлежности

)x();x(minsur)x( b~a~yxzc~ (1.17)

Более коротко все четыре арифметические операции
можно представить как:

Сложение:
)xz();x(minsur)y();x(minsur)x( b~a~xb~a~yxzb~a~

(1.18)

Вычитание:

)xz();x(minsur)y();x(minsur)x( b~a~xb~a~yxzb~a~
(1.19)

Умножение:
)x:z();x(minsur)y();x(minsur)z( b~a~xb~a~xyzb~a~

(1.20)

Деление:
)x:z();x(minsur)y();x(minsur)z( b~a~xb~a~y:xzb~:a~

(1.21)

Если нечеткие числа можно представить в виде:
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}y/;y/;y/{b~};x/;x/;x/{a~ ,, 21121211121122111 , 22)

то результатом обобщенной операции (*) над ними будет
нечеткое число

};yx/();yx/();yx/({b~a~c~ ,, 212112121211111 (1.23)

Это справедливо, когда операция (* является
возрастающей, либо убывающей). Операции вычитания и
деления не являются такими, однако их можно определить
следующим образом

)b(a~b~:a~);b~(a~b~a~ 1 (1.24)
Пример 1.3. Зададим два нечетких числа

}/;,/,;/;,/,;/{~ 505450415350304
605550515450405

Проведем все четыре  арифметические действия над этими
нечеткими числами:
Сложение:

}/;/,;/;/,;/{)}/();,,/(,
);/();,,/(,);/({~~

11010509185070560545550
45153545034045

Умножение:
}/;,/,;/;,/,;/{~~ 30075245020175155012045

Вычитание: сначала определим - 4 . Имеем:
- }/;,/,;/;,/,;/{~ 305350415450504 , тогда

}/;/,;/;/,;/{)~(~~~ 3025011050104545
Деление: Сначала определим 14 .Имеем:

},/;,/,;,/;,/,;,/{
}:/;,:/,;:/;,:/,;:/{~

200220502501290503300
51054150411531503104 1

,

отсюда
2102115025112915032104545 1
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Понятие дополнительного вычитания

При решении нечетких уравнений приходится
вычислять противоположные и обратные нечеткие числа.
Рассмотренные выше арифметические операции,
основанные на принципе обобщения, не позволяют
отыскать противоположное число A (такое,что
( 0AA )) и обратное число 1AAA .

Кроме того, отметим, что для нечетких множеств имеет
место неравенства

ABBA и ABBA . (1.25)
Поэтому, для точного решения уравнения

Ах+В=D (1.26)

Где А,В,D – нечеткие числа, х – неизвестное,
используются операции дополнительного вычитания (--) и
дополнительного деления (/./)

АХ=D-B (1.27)
Носителями множеств B и D являются, соответственно

интервалы
}b,b{SB 21 и }d,d{SD 21 . Носителем множества Х,

определяемого дополнительным вычитание, будет
}bd;bd{S AX 2211 , (1.28)

а функцией принадлежности

)z()xz(если,
)z()xz(если,

inf)X(
DBD

DB

z
AX

1

Рассматриваемая операция вычитания определена тогда,
когда длина интервала носителя уменьшаемого больше,
чем у вычитаемого.
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Дополнительное деление

Решением уравнения АХ=D будет нечеткое число

Х=D/A
Если носителями нечетких чисел А и D являются

21 aaS A и 21 ddSD , то носитель нечетких
числа Х определяется, как 22 ad

00
00
00

00

2122

2112

1221

11

2121

DA

DA

DA

DA

x

S;Sесли,a:d;a:d
S;Sесли,a:d,a:d
S;Sесли,a:d,a:d

S;Sесли,a:d

]a;a//[]d,d[S (1.29)

или через функции принадлежности

)t()x/t(если),t(
)t()x/t(если,

)x(
DAD

DA
x

1 (1.30)

Эта операция определена не для любых нечетких чисел A
и D, а для таких, у которых интервалы – носители
удовлетворяют  определенным условиям.
Пример 4. Решить уравнение Х+В=D

при
}/;/,;/;/,;/{D

}/;/,;/;/,;/{~B

1801650141125010014

10095081750608

Интервалы – носители для B и D будут
1810106 DB SS Согласно (28) 84xS

Согласно (1.27) можно определить функцию
принадлежности x
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807506155040X
Пример 5 Решить уравнение АX=D при

];[S};:{S
}/;/,;/;/,;/{~A

DA 506106
50036502411450608

согласно (28)
]:[]:;:[S x 51105066

Функцию принадлежности можно определить на
основании (1.29)
Решением уравнения является нечеткое число:

}/;/,;/;/,;/{x 504503125010
Замечание 2. Следует отметить, что при одной и той же
степени нечеткости (при одном и то же значении
функции принадлежности ) нечеткое число a~ обязано
принимать лишь одно нечеткое значение. Но несмотря на
это из рассматриваемого выше понятия нечеткого числа
следует, что одно и то же нечеткое число при одной и той
же степени нечеткости способно принять два значения. И
кроме того, одно и то же значение с различными
степенями нечеткости принимаются различными
нечеткими числами.
Пример 6

}4/0;7,3/3,0;3/1;3,2/3,0;2/0{3~
};3/0;3,2/7,0;2/1;7,1/7,0;1/0{2~

Из данного примера в конкретности видно, что
нечеткое значение 2,3 можно одновременно отнести к
обеим указанным нечетким числам с различными
степенями четкости. Причем, если эти нечеткие числа
имеют одинаковые растяжения, равные половине разности
четких значений этих нечетких чисел, то сумма значений
функций принадлежности одного и того же значения
принимаемое этими нечеткими числами равна единице.
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Кроме того, следует отметить, что чем больше
растяжение нечеткого числа, тем большему числу
нечетких чисел будет отнесено одно и то же значение
действительной прямой.
Во избежание выше указанного противоречия, которое
может привести к неординарности получения результатов
при решении различных задач, целесообразно применить
нечеткую арифметику на нечетких числах L и R – типа.

§ 2 Нечеткие числа L-R типа и действия над ними

Определение 1.17 Совокупность нечетких значений
нечеткого числа a~ меньших ее четкого значения будем
называть левым расширением этого нечеткого числа
(носителя нечеткого числа).
Определение 1.18 Совокупность нечетких значений
нечеткого числа a~ больших ее четкого значения будем
называть правым расширением нечеткого числа.
Если aS ~ -носитель нечеткого числа a~ , то

};ax{aS a~
L

0 и }Rx,)x(,ax{aS a~
R

0

являются соответственно левым и правым носителями
растяжения нечеткого числа a~
Определение 1.19 Число La~ будем называть нечетким
числом L-типа, если оно может принимать нечеткое
значение из левого расширения нечеткого числа a~
Определение 1.20 Число Ra~ - будем называть нечетким
числом R-типа, если оно может принимать нечеткие
значения из правого расширения нечеткого числа a~ .
Эти нечеткие числа могут быть представлены в виде
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a~Sx;x/)x(a~a~
;aSx/)x(a~a~

RR

LL

R

L
(1.31)

где

0

0

RR
R

LL
L

a;aaxaдля
a

ax)x(a~

a;axaaдля
a

xa)x(a~

L

L

(1.32)

a -четкое значение; La -левое растяжение;

Ra -правое растяжение нечеткого числа a~ .
Определение 1.21 Значение а называется левой

(правой) границей нечеткого числа a~ , если для любого
достаточно малого 0

000
000

)a(;)a(;
;)a(;)a(;

a

a (1.33)

Исходя из данного определения нечеткое число a~ можно
представить в виде

a

a

a

a

x);xa()ax(a~ (1.34)

где a и a -соответственно левая и правая (либо нижняя и
верхняя) границы нечеткого числа a~ . При этом

Определение 1.22. Нечеткие числа a~ и b~ называются
нечеткими числами одинакового порядка, если они имеют
одинаковые расширения и называются нечеткими числами
различного расширения; т.е.
если }bbaa;bbaa{ , то a~ и b~ - есть нечеткие
числа одинакового порядка и если
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}bbaa;bbaa{ , то нечеткие числа a~ и b~ - есть
нечеткие числа различного порядка.

Рис. 1.4

На рисунке 1.4 нечеткие числа a~ и b~ -одинакового
порядка, а нечеткие числа m~ и n~ -различных порядков.

Определение 1.23 Нечеткое число называется
нормальным, если его левое расширение равно правому, в
противном случае оно называется субнормальным
нечетким числом.
На рисунке 1.3. a~ , b~ и m~ - нормальные нечеткие числа, а
n~ субнормальное нечеткое число.

Следует отметить, что на практике левый и правый
растяжения нечеткого числа одинаковые, т.е. на практике
рассматриваются лишь нормальные нечеткие числа.

Кроме того, 1) для нормального нечеткого числа его
наиболее четкое значение совпадает с его четким
значением;

2) если интервалы растяжения нечеткого числа равны
нулю, то оно является четким числом;

3) по мере увеличения интервалов расширения
нечеткое число становится более нечетким.
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Справедливы следующие свойства функции
принадлежности нечеткого числа:
1) )x(a~L

-монотонно возрастающая, а )x(a~R
-

монотонно убывающая функции, причем
1)a(a~)a(a~ RL

(1.35)

2) Функции L и R -четные функции, т.е.
)x()x( LL и )()( xx RR

3) Если нечеткое число – нормальное нечеткое число, то
линии, описываемые функциями )x(L и )x(R

симметричны относительно прямой ax , где a -
четкое значение нечеткого числа a~ .

Примерами функций )x(L и )x(R могут служить

1) pLpR )xa(
)x(;

)ax(
)x(

1
1

1
1 ,где p >0

2)
pp )xa(

L
)ax(

R e)x(;e)x( , где р>0
Наряду с выше изложенным нечеткое число L-R – типа с
учетом понятия уровня четкости, можно ввести
следующим образом:
Определение 1.24. Нечеткое число a~ называется нечетким
числом L-R-типа, если

R

R
R

L

L
L

a~

a
a)(a)a(

a
)(aa)a(

)(
1

1
(1.36)

где a -четкое значение числа a~ , т.е. )(a)(aa RL 11 ;

La и Ra -соответственно левое и правое растяжения
нечеткого числа )(a;a~ L и )(aR -соответственно левое и
правое значения нечеткого числа a~ четкости .
Из (1.36) следует, что если
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)(a);(a)(a~ RL , то

RRLL a)(a)(a;a)(a)(a 11

Следует учесть, что если растяжение нечеткого числа
равна нулю, то оно является четким числом. Кроме того,
по мере увеличения левого и правого растяжений a~ оно
становится более нечетким числом. Символически
нечеткое число L-R – типа обозначим }a,a,a{a~ RL .
Рассмотрим алгебраические действия над четкими числами
L-R-типа.
Сложение. Пусть }b;b;b{b~},a,a,a{a~ RLRL , тогда

}ba;ba;ba{b~a~ RRLL (1.37)

Формула отрицания нечеткого числа имеет вид:
}a;a;a{a,a.aa~ LRRL

Вычитание:

}ba;ba;ba{)b~(ab~a~ LRRL (1.38)

Если a~ и b~ есть нечеткие числа -уровня (нечеткости ),
то

)ba)((ba
);ba)((bab~a~

RR

LL

1
1

(1.39)

)ba)((ba
);ba)((bab~a~

LR

RL

1
1

Умножение. Пусть }b;b;b{b~},a;a;a{a~ RLRL .
1) если 00 b;a ,то
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}babaab;babaab;ab{
)}bb)(aa();bb)(aa{(

]b;b;b{}a,a,a{b~a~

RRRRLLL

RRLL

RLRL

(1.40)

2) аналогично для 00 b;a
}babaab;baabab;ab{b~a~ LRRLLLLR

3) для 00 b;a
}babaab;babaab;ab{b~a~ LLLLRRRR

Если a~ и b~ -нечеткие числа (нечетности ) -уровня, то
1) для 00 b;a

)}ba)()baab)((
;ba)()baab)((;ab{b~a~

LRRR

LLLL

11
11

2) для 00 b;a

)}ba)()baab)((
;ba)()baab)((;ab{b~a~

LRRL

LLLR

11
11

(1.41)

3) для 00 b;a

)}ba)(baab)((
;ba)(baab)((;ab{b~a~

LLLL

RRRR

11
11

Деление: Пусть }b;b;b{b~};a;a;a{a~ RLRL , тогда,
1) если 00 b,a ,то

L

R

R

L

RL

RL

RL

RL

bb
aa;

bb
aa

}bb;bb{
}aa;aa{

}b;b;b{
}a;a;a{

b~
a~

или же
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)bb(b
abba;

)bb(b
baab;

b
a

b~
a~

L

LR

R

LR

2) если 00 b,a ,то

L

L

R

R

RL

RL

bb
aa;

bb
aa

}bb;bb{
}aa;aa{

b~
a~ (1.42)

или же

)bb(b
baab;

)bb(b
baab;

b
a

}b;b;b{
}a;a;a{

b~
a~

L

LL

R

RR

RL

RL

3) если 00 b;a , то

R

R

L

L

RL

RL

bb
aa;

bb
aa

}bb;bb{
}aa;aa{

b~
a~ или же

)bb(b
abba;

)bb(b
abba

b
a

}b;b;b{
}a;a;a{

b~
a~

R

RR

L

LL

RL

RL

4) если 00 b;a , то

}bb;bb{
}aa;aa{

}b;b;b{
}a;a;a{

b~
a~

RL

RL

RL

RL или же

R

L

L

R

bb
aa;

bb
aa

)bb(b
abba;

)bb(b
baab;

b
a

b~
a~

R

RL

L

RL

Если a~ и b~ - нечеткие числа (нечетности - -уровня), т.е.
Если )(b~b~);(a~a~ -нечеткие числа со степенью
нечеткости ( -уровня), то в (1.42),  вместо LRL b;a;a и

Rb всюду берутся соответственно )(a);(a);(a RRL и
)(bR .

Пример 1.7 },;,;{b~};,;,;{a~ 7050360405
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1) },;,;{},;,;{},;,;{b~a~ 319087050360405
2) },;,;{},;,;{},;,;{b~a~ 111127050360405

3)
},;,;{

},,,,;,,,,;{
},;,;{},;,;{b~a~

7255315
6070603705504040350515

7050360405

4)
57502070

3
5

5033
603505

7033
403705

3
5

70503
60405

,;,;

),(
,,;

),(
,,;

},;,;{
},;,;{

b~
a~

или же

},;,;{},;,{},,,,{
},;,{},;,{},;,;{},;,;{b~a~

7255315722051173655264
735265647050360405

57502070
3
52422431

7352
5664 ,;,;},;,{

},;,{
};,{

b~
a~

Замечание 1. Так как нечеткие числа могут быть заданы
разными способами, а при проведении арифметических
действий над ними следует учесть принцип обобщения
Заде, то при проведении арифметических действий
желательно предварительно привести их (с помощью 35) к
одинаковым степеням четкости (уровня четкости). Если же
все нечеткие числа заданы с помощью среднего значения
(четкого значения) и левого и правого расширений, то
арифметические действия следует произвести без
приведения к одному уровню нечеткости.
Замечание 2. При применении нечетких чисел в решении
практических  задач  пользуются нечеткими числами L-
типа (определение (1.19)), либо нечеткими числами R -
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типа (определение (1.23)), поэтому (как частный случай
нечетких чисел LR - типа) рассмотрим арифметические
действия  отдельно  над  нечеткими  числами L-типа и
R -типа.
I. Пусть }a;a{a~ L и }b;b{b~ L , тогда
1) }ba;ba{}b;b{}a;a{b~a~ LLLL

2) }ba;ba{b~a~ LL (1.43)
3) }baabba;ba{}b;b{}a;a{b~a~ LLLLLL

для 00 b;a
}babaab;ab{}bb{}aa{b~a~ LLLLLL

(для 00 b;a )
}baabba;ab{}bb}{aa{b~a~ LLLLLL

(для 00 b;a )
}baabab;ab{}bb;aa{b~a~ LLLLLL

(для 00 b;a )

4)
)bb(b

aba;
b
a

bb
}aa{

b;b
}a;a{

b~
a~

L

LL

L

L

L

L

(для 00 b;a )

)bb(b
baab;

b
a

}bb{
}aa{

b~
a~

L

LL

L

L (для 00 b;a )

)bb(b
baab;

b
a

}bb{
}aa{

b~
a~

L

LL

L

L (для 00 b;a )

)bb(b
baab;

b
a

}bb{
}aa{

b~
a~

L

LL

L

L (для 00 b;a )

II. Пусть }a;a{a~ R и ]b;b{b~ R , тогда
1) }ba;ba{}b;b{}a;a{b~a~ RRRR
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2) }ba;ba{}b;b{}a;a{b~a~ RRRR

3) }babaab;ba{}bb{}aa{b~a~ RRRRRR

(для 00 b;a )
}babaab;ba{}bb{}aa{b~a~ RRRRRR

(для 00 b;a )
}baabba;ba{}bb}{aa{b~a~ RRRRRR

(для 00 b;a )
}babaab;ba{}bb}{aa{b~a~ RRRRRR

(для 00 b;a )

4)
)bb(b
baba;

b
a

}bb{
}aa{

b~
a~

R

RR

R

R (для 00 b;a )

)bb(b
baab;

b
a

}bb{
}aa{

b~
a~

R

RR

R

R (для 00 b;a )

)bb(b
baab;

b
a

}bb{
}aa{

b~
a~

R

RR

R

R (для 00 b;a )

)bb(b
abba;

b
a

}bb{
}aa{

b~
a~

R

RR

R

R (для 00 b;a )

Следует отметить, что как и в случае нечетких чисел LR-
типа уровня, для случая нечетких чисел )(aL и )(aR

следует всюду вместо LRL b;a;a и Rb на основании (25)
взять соответственно )(aL , )(aR , )(bR , )(bL .
Пример 18: Заданы два нечетких числа L-типа:

},;{~
L 6077 и },;{~

L 4033
Найти сумму, разность, произведение и частное этих
чисел.
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1280
3
7

403
607

3
74

36421403607373

204405607372

110403607371

,;
},{
},{

~
~

)

};,;{},{},{~~)

};,;{},{},{~~)

};;{},{},{~~)

L

L

LL

LL

LL

Наконец следует отметить, что если:
1) в (1.42)-(1.44) один из сомножителей есть нечеткое

число, то получим формулы умножения нечеткого
числа на скаляр;

2) 2) в (1.28), (1.32) и (1.34) делитель будет четким
числом, то получим формулы деления нечеткого числа
на скаляр.

§3. Сравнение нечетких чисел

Как известно, между двумя четкими числами a и b могут
быть справедливым одно из следующих соотношений:

;ba;ba либо ba (1.45)
Поэтому возникает вопрос: какова возможность того, что
нечеткое число a~ больше (меньше) b~ , либо b~a~ .
Определение 1.25. Будем говорить, что нечеткое число
a~ больше (меньше) нечеткого числа b~ , если любое
значение носителя нечеткого числа a~ больше (меньше)
любого значения носителя нечеткого числа b~ , т.е.

}Sy;Sx;yx{b~a~ ba (1.46)

}Sy;Sx;yx{b~a~ ba (1.47)
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Определение 1.26. Будем говорить, что нечеткое
число a~ равно нечеткому числу b~ , если их носители
совпадают (совпадение носителей этих чисел означает, что
при любом конкретном значении функции
принадлежности нечеткие значения обеих чисел равны
друг другу), т.е.

}Sy;Sx);y()x(;yx{b~a~ baba (1.48)
Следует отметить, что для различных видов функций
принадлежности (степени четкости) значения нечеткого
числа при одном и том же уровне четкости не равны друг
другу, т.е. если

)()(
AA
21 , то для

)(A)(A LL 21
и )(A)(A RR 21

(1.49)

Рис. 1.5
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На рисунке 1.5 А – четкое число. B~ - нечеткое число
MNSB~ - носитель нечеткого числа B~ .

B~B~B~
321 .

Поэтому, для указанного ),( 10 .

)(b)(b)(b

b)(b)(b)(b

RRR

LLL

123

321 (1.50)

где b - четкое значение числа В;
iLb и iRb - соответственно

нечеткие числа L и R – типа для функций принадлеж-
ности ),,i(

B~
321 четкости -уровня.

Из рисунка 1.5 следует, что функция принадлежности
нечеткого числа )x(B слева )( bx -возрастает, а
справа )( bx - убывает.
Пример 1.9. Требуется найти значения нечеткого числа 3~

слева и справа уровня =0,6, при функциях
принадлежности (виды нечеткости)

2

1
x)x( и

4

2
x)x( и растяжение слева и справа =2.

Исходя из
kxaax

A

L
k

R

)x(

имеем:
1)  При

A
1

9423
60

123360

2

2
33

,
,

ln~, R

~
R
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0582
60

123360

2

2
33

,
,

ln~, L

~
L

2) при
A
2

37264
60

123360 4
2

33
4

,
,

ln~, R

~
R

62741
60

123360 4
2
33

4

,
,

ln~, L

~
L

Этот результат подтверждает справедливость (1.50).
Отметим, что не следует отождествлять виды и свойства
функций принадлежности нечетких чисел с видами
функций принадлежности нечетких множеств, так как
носитель нечеткого числа содержит лишь одно четкое
значение этого сила, а носитель нечеткого множества
может содержать любое количество четких значений (если
нечеткое множество - нормальное), а может и не содержать
четких значений (если нечеткого множеств –
субнормальное).
Определение 1.27. Нечеткое число называется
положительным, если все элементы его носителя
положительные, называется отрицательным – если все
элементы его носителя отрицательные.
Наряду с этим, приведем понятие нечеткого
неотрицательного действительного числа, предложенного
Хеле 5 : - Нечеткое неотрицательное действительно число
определяется как отображение : ],[R 10 ,
удовлетворяющее условиям:

100 )Rr)r((sup,)( (граничные условия)
)rr)r(sup()r(:Rr (непрерывность слева)
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Если - нечеткое неотрицательное действительное число,
то величину )r( можно интерпретировать как степень
принадлежности (степень четкости) неявного числа
четкому интервалу )r;[ 0 .

Из приведенного понятия нечеткого числа следует,
что автор не рассматривает нечеткое число как нечеткое
подмножество из R (положительной полуоси), а
рассматривает как неявную величину. При этом за его
носитель принимается полуинтервал )r;[ 0 , куда входят
множество четких и нечетких чисел вида rr0 .
Определение 1.28 Нечеткое число A~ называется нечетким
нулем, если наиболее четкое его значение равно нулю, т.е.

)x(sup)( A
x

A 0 (1.51)

Если растяжение нечеткого нуля равно , то под нечетким
нулем четкости );( 10 на основании (4) будем понимать
одно из чисел

)()(OL 1 , либо )()(OR 1 (1.52)

для ax)x(A 1 (1.53)

Для другой функции принадлежности значение (1.53)
будет другим. Но во всех случаях для );( 10 ,

0)(OL ; 0)(OR .
Теорема 1. Для того, чтобы нечеткое число LRa~ было
больше нечеткого числа LRb~ необходимо и достаточно,
чтобы любое значение левого растяжения числа LRa~ было
больше любого значения правого растяжения числа LRb~ .
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Доказательство: Необходимость. Пусть }a,a,a{a~ RL и
}b,b,b{b~ RL - нечеткие числа и пусть b~a~ . Тогда в силу

(1.46) yx для любых )aa;aa(x RL и  любых

)bb;bb(y RL имеем x>y (1.54)
Но так как для любого нечеткого числа его значение из
левого растяжения меньше любого значения из его правого
растяжения, то

)aa;a(x);a,aa(x,xx RL (1.55)
)bb;b(y);b,bb(y,yy RL

(1.56)

Тогда из (1.54)-(1.56) следует, что yx .
Достаточность: Пусть yx , тогда в силу (1.55) xy , а
следовательно и xy для любых

)aa;aa(x LL (1.57)

С другой стороны в силу (1.56) yy для любых
)bb;bb(y LL (1.58)

Поэтому из (1.57) и (1.58) следует справедливость
(1.54). Откуда в силу определений левого и правого
растяжений и носителя нечеткого числа следует
справедливость теоремы.
Аналогично, доказывается справедливость.
Теоремы 1.2 Для того, чтобы нечеткое число LRa~ было
меньше нечеткого числа LRb~ необходимо и достаточно,
чтобы любое значение правого растяжения нечеткого
числа LRa~ было меньше любого значения левого
растяжения нечеткого числа LRb~ .
Из результатов теорем 1.1 и 1.2 следует:
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RR

LLLRLR

ba
ba

ba
b~a~ (1.59)

Рис.1.6

На рис.1.6 (I) схематически показаны нечеткие числа

LRLR ba ~~ , а на рисунке 1.6(II) – случай LRLR b~a~

Замечание 1.5. Для случая нечетких чисел L и R - типа
легко доказать, что

)}bb;b(y);aa;a(x,yx{b~a~
)}b;bb(y);a;aa(x,yx{b~a~

RRRR

LLLL

Отметим, что здесь и всюду во всей монографии под
левым и правым растяжением, расширением и сужениями
нечеткого числа следует понимать левое и правое
растяжение, расширение и сужение носителя нечеткого
числа.

Глава II НЕЧЕТКАЯ АЛГЕБРА
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§1 Теоретическое обоснование нечетких уравнений

Ряд задач анализа математических моделей нечетких
систем требует решение уравнений с нечеткими числами.

Практический интерес представляет рассмотрение
уравнений с обычными математическими терминами и
нечеткими математическими отношениями и уравнения с
нечеткими числами и обычными математическими
отношениями. В общем случае нечетким уравнением
называются уравнения, в которых коэффициенты и
переменные являются нечеткими числами.

В [24-26] рассматриваются примеры решения
уравнений с нечеткими отношениями и обычными
математическими терминами. Для чего использованы
следующие понятия и теоремы.

Определение 2.1. Математическим термом называется
конструкция из элементов Rx и связывающих их
операций (+;-;x;:)

Определение 2.2. Если ]1,0[:),( RRF AA , то А
называется нечетким отношением, а ),( yxA указывает на
то, с какой степенью (х,у) удовлетворяет А.

Примером А может быть А «приближенно
равенство».

Определение 2.3. Если 1f и 2f есть математические
термы и А есть нечеткое отношение, т.е. ]1;0[: 2RA , то

2, Aff называется нечетким уравнением с нечетким
отношением.

Например 3
2

2
1 ; xfyf ; А есть   при умножении 2f

на 3~ ; Тогда 32
21 3~xyAff , где

}6,0;4,0;3{3~ нечеткое число (LR)- типа.
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Теорема 2.1 Предположим, что 1f и 2f математические
термы, А-нечеткое отношение и имеет место уравнение

21Aff . Тогда, если Ra , то

))()(()2
))()(()1

21

21

afaAaf
afaAaf

(2.1)

Теорема 2.2. Нечеткое отношение являются адитивно
независимым тогда и только тогда, когда

)(),( yxAyxA (2.2)
Теорема 2.3 Нечеткое отношение А является

мультипликативно независимым тогда и только тогда,
когда

1),)/(();( hhyxAyxA (2.3)
Определение 2.4. Нечетким математическим термом

называется конструкция из элементов NiRF
iA ),( ,

связанных отношениями  :;+;-; , x~a~m~ , min. Далее
поскольку семейство выпуклых нормальных нечетких
чисел (семейство нечетких чисел, имеющих выпуклые
носители, содержащие их четкие значения) образуют
только коммутативное полукольцо, то решение уравнения
с нечеткими термами возможно только при использовании
разложения нечетких термов по -уровням. Метод,
описанный в [25] неизбежно приводит к нечетким нулям и
к изменению степени истинности математических
отношений.

Определение 2.5. Скобочной формой уравнения

21
~~ fAf называется следующее разложение по -уровням:

221121
~~

RLRL ffAfffAf (2.4)

Например. Пусть
0~~~ 2 cxbxa , где };{~};;{~

RLRL bbbaaa и
};{~

RL ccc , тогда
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0}0;0{~~~ 222
RRRLLL cxbxacxbxacxbxa

Если все нормальные унимодельные числа, из которых
состоят нечеткие термы 1

~f и 2
~f имеют  носители fS

1
и

fS
2
такие, что они не содержат одновременно

положительных и отрицательных элементов, то будет
справедливо следующее соотношение:

]1,0[
)()(

))(()((
)(~)(~

21

2
21

RfARf
LfAf

fAf
L

(2.5)

Поскольку элементы скобочной формы и А являются
обычными математическими нормами и отношением, то
для скобочной формы будут справедливы
соответствующие условия адитивной и
мультипликативной независимости, которые справедливы
для любых обычных уравнений.

Таким образом, чтобы решить уравнений вида
)(~)(~

21 xfAxf необходимо привести его к виду (2.4) и решить
отдельно относительно хL и хR . Условием адитивности
явяляется выпуклость и нормальность  (носителей).

В случае нечетких чисел (LR)-типа уравнение с Н.Н.
можно решить, получив соответствующую скобовую
форму. При этом необходимо учитывать приближенный
характер «.», «..» для нечетких чисел (LR)-типа.

Следует отметить, что разложение по -уровням дает
возможность производить дальнейший анализ задач с Н.Н.
с помощью метода интервального анализа.
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Ниже применяя метод интервального анализа
проводится решение алгебраических уравнений и систем
линейных алгебраических уравнений с нечеткими
коэффициентами.

§2. Нечеткие линейные алгебраические уравнения

Определение 2.6. Нечетким алгебраическим уравнением
называется алгебраическое уранение, в котором хотя бы
один из коэффициентов при неизвестных либо свободный
член (либо тот и другой) являются нечеткими числами.

Следует отметить, что корни нечеткого
алгебраического уравнения являются нечеткими числами.

В частности, исходя из основного правила алгебры.
Если один из коэффициентов аi алгебраического уравнения

n

i

inxa
1

1 0 (2.6)

есть нечеткое число, то хотя бы один из корней этого
уравнения является нечетким числом. Следует отметить,
что если показатель степени уравнения (2.1) есть нечеткое
число, то уравнение (2.1) называется уравнением с
нечеткой степенью и при этом решением ее будет нечеткое
число.

Определение 2.7. Нечеткое алгебраическое уравнение
линейное относительно неизвестной называется нечетким
линейным уравнением о обозначается:

bxa ~~~ (2.7)

))()(min()(;~

~
~ bax

a
bx (2.8)
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Рассмотрим различсные виды нечетких линейных
алгебраических уравнений:

1) bax ~ , тогда )()(;
~

~ bx
a
bx , где

LLL bbbbbb 21 ;
а) Если };{~

RL bbb , то

0000

0000

b;a;b;aесли,
a
b;

a
b

b;a;b;aесли,
a

b;
a
b

}X;x{X~

LR

RL

RL

(2.9)

б) если };;{~
RL bbbb , то

;0,;;

;0,;;
};;{~

aесли
a

b
a

b
a
b

aесли
a

b
a

b
a
b

XxxX
LR

RL

RL

Пример2.1. }1,0;3,0;2{~};3,0;9,0;6{3 xx

2) )()(;~;~ ax
a
bxbxa

a) };{~
RL aaa где RRLL aaaaaa ; , то

0;0
;0

:,;

0;0
;0

:,;
};{~

ba
oba

для
a
b

a
b

ba
oba

для
a
b

a
b

XxX

RL

LR
RL

б) если };;{~
RL aaaa , то
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00
00

00
00

b;a
b;a

для,
)aa(a

ba;
)aa(a

ba;
a
b

b;a
b;a

для,
)aa(a

ba;
)aa(a

ba;
a
b

}X;x;x{X~

R

R

L

R

L

L

R

R

RL

Пример 2.2
}273,0;397,0;3{~x

3) ,~~ bxa тогда ))()(min()(;~

~
~ bax

a
bx

а) если };~{~};;{~
RLRL bbbaaa , тогда, пользуясь

правилом деления нечетких чисел имеем:

)0;0(,;~ baдля
a
b

a
bX

L

R

R

L

)0;0(,;~

)0;0(,;~

)0;0(,;~

baдля
a
b

a
bX

baдля
a
b

a
bX

baдля
a
b

a
bX

R

L

L

R

L

L

R

R

R

R

L

L

б) Если };;{~};;{~
RLRL bbbbaaaa , то

(2.10)
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0;0,
)(

;
)(

;~

0;0,
)(

;
)(

;~

0;0,
)(

;
)(

;~

0;0,
)(

;
)(

;~

baдля
aaa
abba

aaa
baab

a
bX

baдля
aaa
abba

aaa
abba

a
bX

baдля
aaa

baab
aaa

naab
a
bX

baдля
aaa

baab
aaa
abba

a
bX

R

LR

L

LR

L

LL

R

RR

R

RR

L

LL

L

LR

R

LR

(2.11)

Пример 2.3 {2;0,4;0,6} }7,0;6,0;10{~x

a) }69,6;62,3{}69,1;38,1;5{
}6,2;6,1{
}7,10;4,9{~x

б) }69,6;62,3{}69,1;38,1;5{
}6,0;4,0;2{
}7,0;6,0;10{~x

Отметим, что
3) если в (2.7) RR bbaa ~~;~~ , т.е. };{~

Raaa
и };{~

Rbbb , то

)aa(a

baab
;
a

b
X
~

L

LL

4) если в (2.7)
RR b;bb

~
;a;aa~ , то

)aa(a

baab
;
a

b
X
~

R

RR

5) если };{~~};{~
RRL bbbbaaa , то

}x;x{
)aa(a

abba
;
a

b
X
~

L

R

LR (2.12)
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4) если };{~~,};{~~
LLRR bbbbаaaaa , то

}x;x{
)aa(a

baab
;
a

b
X
~

R

L

LR (2.13)

Замечание. Если коэффициенты и свободные члены
уравнения (2.7) явяляются нечеткими числами -уровня,
то всюду La и Lb заменяются на La ( ) и Lb ( ) с помощью
(1.28).

Пример 2.4 Найти решение уравнения bxa ~~ ,
коэффициенты которого взяты из данных примера (2.3), со
степенью четкости =0,8

Имеем:

}34,5;71,4{}34,0;29,0;5{
}12,0;08,0;2{
}14,0;12,0;10{~

}14,0;12,0;10{)8,0(~
}12,0;08,0;2{}6,0)8,01(;4,0)8,01(;2{)8,0(~

X

b

a

§3 Нечеткие квадратные уравнения

Определение 2.8. Квадратное уравнение, хотя бы один
коэффициент которого либо свободный член есть нечеткое
число называется нечетким квадратным уравнением.

Как и в случае четкое квадратного уравнения полное
нечеткое квадратное уравнение имеет вид:

0~~~ 2 cxbxa (2.14)

Рассмотрим различные виды нечетких квадратных
уравнений:

I. Неполное нечеткое квадратное уравнение:
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1) 0~,0
~2~ cеслиxbxa (2.15)

При этом

a
bxx ~

~
2

~;01 (2.16)

В зависимости от типа нечетких чисел a~ и
b~ определяем значение (2.16) как решение нечеткого
линейного алгебраического уравнения.

2) 0~~ cxa , если 0
~
b (2.17)

откуда

a
cx ~
~~

2,1 (2.18)

Очевидно, что если a~ и c~ -нечеткие числа
противоположного знака, то корни уравнения (2.17)
действительные и различны; если же a~ и c~ -одинакового
знака, то корни уравнения (2.17)-комплексно сопряженные
нечеткие числа.

а) Пусть }';'{~};''{~
RLRL cccaaa , тогда

)0;0(
'
';

'
'

)0;0(
'
';

'
'

~

)0;0(
'
';

'
'

)0;0(
'
';

'
'

~

2

1

caдля
a
c

a
c

caдля
a
c

a
c

X

caдля
a
c

a
c

caдля
a
c

a
c

X

L

L

R

R

R

R

L

L

R

R

L

L

L

L

R

R

(2.19)

б) Пусть };;{~},;;{~
RLRL ccccaaaa , тогд
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)c;aдля(

)aa(a
aa(c)cc(c

;
)aa(a

a)cc()aa(c
;

a
c

)c;aдля(

)aa(a
aa)cc(c

;
)aa(a

a)cc()aa(c
a
c

x~

R

RR

L

LL

L

LL

R

RR

00

001
(2.20)

);(

)(

()(
;

)(

)(()(
;

);(

)(

)()(
;

)(

)()(
;

~

caдля

aaa

ccaaac

aaa

aacaca
a
c

caдля

aaa

aaccca

aaa

ccaac
a
c

x

L

LL

R

RR

L

RR

L

LL

Из (2.19) следует, что при умножении или делении
коэффициентов уравнения (2.17) на (-1) носители его
корней изменяются

Пример 2.5
~

123~x =0 , где }6,0;4,0;3{3~ ;

}7,0;3,0;12{
~

12

Имеем }7,12;7,11{
~

12};6,3;6,2{3~

Так как 0,0 ca , то

а)
}8,1;21,2{2

~

}21,2;8,1{
6,2
7,12;

6,3
7,11

1
~

X

X

б)
}16,0;19,0;2{2

~
19,0;16,0;21

~

X

X

II Полное квадратное уравнение
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Рассмотрим уравнение (2.14), когда все коэффициенты
нечеткие числа, отличные от нуля.

Учитывая формулы корней квадратного уравнения для
квадратных уравнений с четкими коэффициентвми имеем:

a
cabbX

a
cabbX ~2

~~42~~
2

~;~2

~~42~~
1

~ (2.21)

1) Пусть в (2.14)
}';'{~}';'{

~
};''{~

LcLccиRbLbbRaLaa
Если при этом корни уравнения (2.14) искать в виде

}':'{2
~:}';'{1

~
22 RL XXXRXLXX , то

при a>0; b>0; c>0

Ra
RcRaLbLb

X
La

LcLaRbRb
LX

La
LcLaRbLb

X
La

RcRaLbRb
X

R

RL

'2

''42''
';

'2

''42''
'

'2

''42''
';

'2

''42''
'

12

11

(2.22)

при a>0; b>0; c>0

Ra
LcRaRbLb

X
Ra

RcLaLbRb
X RL '2

''42''
';

'2

''42''
' 11 ,

если числители дробей отрицательны.

La
LcRaRbLb

X
Ra

RcLaLbRb
X RL '2

''42''
';

'2

''42''
' 11 , (2.23)

если числители  дробей положительны.
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Ra
RcLaLbLb

X
La

LcRaLbRb
X RL '2

''42''
';

'2

''42''
' 12

при a>0; b<0; c>0

La
RcRaRbLb

X
Ra

LcLaLbRb
LX

La
LcLaLbLb

X
Ra

RcRaRbRb
X

R

RL

'2

''42''
';

'2

''42''
'

'2

''42''
';

'2

''42''
'

12

11

(2.24)

при a>0; b<0; c<0

Ra
RcLaRbLb

X
La

LcRaLbRb
LX

La
LcRaLbLb

X
Ra

RcLaRbRb
X

R

RL

'2

''42''
';

'2

''42''
'

'2

''42''
';

'2

''42''
'

22

11
(2.25)

при a<0; b>0; c>0

Ra
LcRaLbLb

X
La

RcRaRbRb
LX

Ra
RcLaLbLb

X
Ra

LcRaLbRb
X

R

RL

'2

''42''
';

'2

''42''
'

'2

''42''
';

'2

''42''
'

22

11

(2.26)

при a<0; b>0; c<0
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La
RcRaRbLb

X
Ra

LcLaLbRb
X RL '2

''42''
';

'2

''42''
' 11

если числитель дроби положительный и

Ra
LcLaRbLb

X
La

RcRaLbRb
X RL '2

''42''
';

'2

''42''
' 11

если числитель дроби отрицательный

Ra
LcLaLbLb

X
La

RcRaRbRb
X RL '2

''42''
';

'2

''42''
' 22

при a<0; b<0; c>0

La
LcRaRbLb

X
La

RcLaLbRb
LX

La
RcLaLbLb

X
Ra

LcRaRbRb
X

R

RL

'2

''42''
';

'2

''42''
'

'2

''42''
';

'2

''42''
'

22

11
(2.28)

при a<0; b<0; c<0

La
LcLaRbLb

X
Ra

RcRaLbRb
LX

La
RcRaLbLb

X
Ra

LcLaRbRb
X

R

RL

'2

''42''
';

'2

''42''
'

'2

''42''
';

'2

''42''
'

22

11
(2.29)

если числитель дроби положительный и

Ra
LcLaRbLb

X
La

RcRaLbRb
X RL '2

''42''
';

'2

''42''
' 22

если числительный дроби отрицательный
2) Пусть };;{

~
};;;{~

RbLbbbRaLaaa и };;{~
RcLccc

(2.27)
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При этом учитывая, что
RRL aaaaaLa '';'

RccRcccLcRbbRbLbbLb ';';';' (2.30)

на основании (2.22)-(2.29), определим
).2,1(};';'{~ iXXiX RiLi Затем лпределив решение

четкого квадратного уравнения

a

acbb
X

a

acbb
X

2

42

2;
2

42

1 (2.31)

находятся
};;,1{1

~
RiLi XXXX и };;,1{1

~
RiLi XXXX где

).2,1(};'{ iXiXXiXXiRX LiLiRi (2.32)

Если же требуется найти корни уравнения (2.14) со
степенью четкости )(x , то:

а) следует всюду в (2.22)-(2.29) вместо
)}2,1(;';'{ iXiLX Ri взять

)}2,1();(');('{ iXiLX Ri , где
2,1)1()(';')1()('{ iXiXXXiXiLX RiRiLi }(2.33)

б) следует с помощью (2.22)-(2.32) найти решение
уравнения (2.14), а затем с помощью (2.33) найти решение
данного нечеткого квадратного урвнения с нужной
степенью четкости

Пример 2.5 0~~2~ cxbxa , где
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}2,0;3,0;3{~};3,0;1,0;5{
~

};3,0;2,0;2{~ cba ибо
}2,3;7,2{~};3,5;9,4{

~
};3,2;8,1{~ cba

Имеем: 281,0
3,22

)7,2(8,1429,43,5
'LX

5,2
3,22

)7,2(8,1429,49,4
'

58,3
8,12

)2,3(3,2423,53,5
'

746,0
8,12

)3,3(3,2423,59,4
'

2

2

1

R

L

X

X

RX

}5,0;58,0;3{2
~};246,0;219,0;5,0{1

~
32;5,01;03522

}5,2;58,3{2
~};746,0;281,0{1

~

xx
xxxx

XX

Вычислим: )}8,0(2
~);8,0(1

~{)8,0(~ XXX . Имеем:

9,25,0)8,01(3)8,0('
116,358,0)8,01(3)8,0('

)8,0(2
~

549,0246,0)8,01(5,0)8,0('
456,0219,0)8,01(5,0)8,0('

)8,0(1
~

2

2

1

1

R

L

R

L

X
X

X

X
X

X

Таким образом, решение квадратного уравнения можно
представить в виде нечетких чисел:

}5,2/0;9,2/8,0;3/1;116,3/8,0;58,3/0{2
~

}746,0/0;549,0/8,0;5,0/1;456,0/8,0;28,0/0{1
~

X

X

II. Приведенные квадратные уравнения LR-типа
Рассмотрим нечеткое квадратное уравнение:

0~~2 qxPx (2.34)
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где }';'{~};';'{~
RqLqqRPLPP

Учитывая формулы корней приведенного квадратного
уравнения имеем:

2

~42~
2

~;
2

42~
1

~ qpp
X

qpp
X (2.35)

Если принять ),2,1(';' iXX RiLi то
При  Р>0; q>0

2
4''

';
2

'4''
'

22

11
LRLRLR qpp

X
qpp

X RL

2
4''

';
2

'4''
'

2

22
RLLLRR qpp

X
qpp

X RL

при p>0; q<0

.
2

'4''
';

2
'4''

'
2

11
LRLRLR qpp

X
qpp

X RL

.
2

'4''
';

2
'4''

'
2

22
RLLLRR qpp

X
qpp

X RL

при p<0; q>0

.
2

'4''
';

2
'4''

'
22

11
LLLRRR qpp

X
qpp

X RL

.
2

'4''
';

2
'4''

'
22

22
RRLLLR qpp

X
qpp

X RL

при p<0;q<0

.
2

'4''
';

2
'4''

'
2

11
LLLRRR qpp

X
qpp

X RL

.
2

'4''
';

2
'4''

'
2

22
RRLLLR qpp

X
qpp

X RL
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Пример 2.6 х2-{4;0,5;0,8}x-{5;0,6;0,4}=0

5155
2

6545454

2764
2

6442323

2

2

1

1

,,,,’X

;,,,,’X

R

L

4260
2

6442354

6651
2

6545423

2

2

2

2

,,,,’X

;,,,,’X

R

R

},;,{},;,;{q~
},;,{},;,;{p~

646540605

235480504

}574,0;665,0;1{~};515,0;724,0;5{~
1;5;054

}426,0;665,1{~};515,5;27,4{~

21

21
2

21

XX

xxxx

XX

IV. Полные квадратные уравнения L-типа

Рассмотрим полное нечеткое квадратное уравнение,
коэффициенты которого есть нечеткие числа L-типа

0~~~ 2
LLL cbxa (2.36)

где };{~};;{~
LLL bbbaaa и };{~

Lccc
при этом

(для a>0; b>0; c>0)
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)(2

))((4)()(
'

)(2

))((4)()(
'

2

2

12

12

L

LLLL

L

LLLL

aa
ccaabbbb

X

aa
ccaabbbb

X

R

L

(для a>0;b<0;c>0)

)(2

))((4)()(
'

)(2

))((4)()(
'

2

2

12

12

L

LLLL
L

L

LLLL

aa
ccaabbbb

X

aa
ccaabbbb

X R

)(2

))((4)()(
'

)(2

))((4)()(
'

2

2

12

12

L

LLLL
R

L

LLLL
L

aa
ccaabbbb

X

aa
ccaabbbb

X
(2.37)

( для a>0;b<0;c>0)

)(2

))((4)()(
'

)(2

))((4)()(
'

2

2

12

12

L

LLLL
R

L

LLLL

aa
ccaabbbb

X

aa
ccaabbbb

X L (2.38)

(для a>0;b<0;c<0)

)(2

))((4)()(
'

)(2

))((4)()(
'

2

2

12

12

L

LLLL
L

L

LLLL

aa
ccaabbbb

X

aa
ccaabbbb

X L
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( для a<0:b>0;c<0)

.

)(2

))((4)()(
'

)(2

))((4)()(
'

2

2

12

12

L

LLLL
L

L

LLLL

aa
ccaabbbb

X

aa
ccaabbbb

X L

(для a<0;b>0;c<0)

.

)(2

))((4)()(
'

)(2

))((4)()(
'

2

2

12

12

L

LLLL
R

L

LLLL

aa
ccaabbbb

X

aa
ccaabbbb

X L

(для a<0; b>0; c<0)

.

)(2

))((4)()(
'

)(2

))((4)()(
'

2

2

12

12

L

LLLL
R

L

LLLL

aa
ccaabbbb

X

aa
ccaabbbb

X L

(для a<0; b<0; c>0)

.

)(2

))((4)()(
'

)(2

))((4)()(
'

2

2

12

12

L

LLLL
L

L

LLLL

aa
ccaabbbb

X

aa
ccaabbbb

X L

(для a<0;b<0; c<0)
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Пример 2.7

;36,5
09,37,52

}9,0;3{3~}7,0;5{5~:}8,0;2{2~;03~5~2~

1

2

2

x
xx

xx

}39,0;61,0{~};36,5;93,2{~
39,0;93,1;0213,48,2

61,0;36,5

1

21
2

21

xx
xxxx

xx

Аналогичным образом, можно наути корни нечеткого
уравнения в слечае, когда коэффициенты его есть нечеткие
числа R-типа.

Кроме того, учитывая (1.28) можно определить
нечеткое решение (2.36) с четкостью -уровня.

§4 Система нечетких линейных алгебраических
уравнений с двумя неизвестными

Решение системы линейных уравнений методом
Крамера

222

111
~~~

~~~

cybxa

cybxa
(2.39)

где )2,1(};';'{};;{~ iaaaaaa RiLiRLi

}';'{};;{~};;'{};;{~
RiLiRiLiRiLiRiLi ccccccbbbbbb iiii

1221

1221~

1221

1221~
~~~~
~~~~~;~~~~

~~~~~
baba
cacay

baba
bcbcX yx (2.40)

Учитывая правила сложения, вычитания, умножения и
деления нечетких чисел (LR)-типа имеем:
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)0;0(}'';''{
)0;0(}'';''{
)0;0(}'';''{

);0(}'';''{

~~

21

21

21

21

21

2121

2121

2121

2121

baдляbaba
baдляbaba
baдляbaba
bадляbaba

ba

LLRR

RLLR

LRRL

RRLL

)0;0(}'';''{
)0;0(}'';''{
)0;0(}'';''{

)1;0(}'';''{

~~

12

12

12

2

12

1212

1212

1212

1212

baдляbaba
baдляbaba
baдляbaba
bадляbaba

ba

LLRR

RLLR

LRRL

RRLL

)0;0(}'';''{
)0;0(}'';''{
)0;0(}'';''{
)0;0(}';''{

~~

22

12

12

12

12

1212

1212

1221

1212

cbдляcbcb
cbдляcbcb
cbдляcbbc
cbдляcbcb

cb

LLRR

RLLR

LRLR

RRLL

)0;0(}'';''{
)0;0(}'';''{
)0;0(}'';''{
)0;0(}';''{

~~

21

21

21

21

21

2121

2121

2121

2121

cbдляcbcb
cbдляcbcb
cbдляcbbb
cbдляcbcb

cb

LLRR

RLLR

LRRL

RRLL

(2.41)

)0;0(}'';''{
)0;0(}'';''{
)0;0(}'';''{
)0;0(}';''{

~~

21

21

21

21

21

2121

2121

2121

2121

caдляcaca
caдляcaca
caдляcaca
caдляcaca

ca

LLRR

RLLR

LRRL

RRLL
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)0;0(}'';''{
)0;0(}'';''{
)0;0(}'';''{
)0;0(}';''{

~~

21

11

12

12

12

1212

1212

1212

1212

caдляcaca
caдляcaca
caдляcaca
caдляcaca

ca

LLRR

LRRL

RLLR

RRLL

При этом

LRRL

LRRLL

LRRRLL

cacacaca
bccbcbcbx

babababa

y Ry L

x R

)()(;)''()''(
)''()''(;)''()''('

)''()''(;)''()''(

12211221

12122112

22211221

''

' (2.42)

LR

y
RL

LR

x
RL

y RL

x RL

yy

xx

'

'

;
'

';'

;
'

';'

(для 0;0;0 yx )

LR

y
RL

LR

x
RL

y LR

x LR

yy

xx

'

'

;
'

';'

;
'

';'

(для 0;0;0 yx )

LR

y
RL

RL

x
RL

yRL

xRL

yy

xx

;
'

';'

;
'

';'

(для 0;0;0 yx )

(2.43)
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LR

y
RL

RL

x
RL

yLR

xLR

yy

xx

;';'

;';'

(для 0;0;0 yx )

RL

y
RL

LR

x
RL

yRL

xRL

yy

xx

;';'

;';'

(для 0;0;0 yx )

RL

y
RL

LR

x
RL

yLR

xLR

yy

xx

;';'

;
'

';'

(для 0;0;0 yx )

RL

y
RL

RL

x
RL

yRL

xRL

yy

xx

;';'

;';'

(для 0;0;0 yx )

RL

y
RL

RL

x
RL

yLR

x LR

yy

xx

;';'

;';' '

(для 0;0;0 yx )
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Для нахождения решения системы (2.39) в виде
};;{~};;;{~

RLRL yyyyxxxx
Следует найти решение системы (2.39) с четкими

коэффициентами, т.е.

1221

1221

1221

1221 ;
baba
cacay

baba
bcbcX , а затем найти

xxxxxX RRLL ';'

Пример 2.8
4~2~6~
142~3~
~

yx

yx где

}6,0;7,0;6{6~};4,0;5,0;4{4~
}4,0;6,0;14{14};5,0;3,0;2{2~};6,0;4,0;3{3~

~

Имеем:
}17;5,2{}3,0;5,0;2{2~

},;,{},;,;,,{)},(,);,(,{

}’b’a;’b’a{}’b’a;’b’a{}:{
},;,{c~};,;,{b~};,;,{a~

},;,{c~};,;,{b~};,;,{a~

RRLLRLLRRL

4313525266713571625263

445371526635

41441352716362

12122121

222

111

},;,{
},,;,,{))},(,;,(,{

}R’;x’{
L

x

732874
445253717141352414

},;,{

},,;,,{},,;,,{};{ ’y’y RL
y

62559435

414664133544635362
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},;,{
,;,

},;,{}’y;’y{Y~

},;,{
},;,{
},;,{}’X;’X{X~

y
RL

x
RL

46192
4313525
62559485

53271
4313525
732874

},;,;{y~};,;,;{x~

y;x
yx
yx

428114517302

42
426
1423

Графический способ решения нечеткой системы
уравнений показана на рисунке 2.1

Рис.2.1

0          11,2     2             3,5

7 -
6,4 –

4

2

);(a 42

),;,(aR 4653

.

.
.

.
),;,(aL 192271

. . . . Х

Y
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II. Решение системы  трех уравнений с тремя
неизвестными методом Гаусса.

3333232131

2323222121

1313212111

b~xa~xa~xa~
b~xa~xa~xa~
b~xa~xa~xa~

(2.44)

где }R’a;L’a{}Ra;La;a{a~
ijijijijijij

}R’b;L’b{}Rb;Lb;b{b~
iiijijii

Решение: Для определения решения системы (2.44)
расширенная матрица имеет вид:

}B;B{B~ RL , где

)45.2(

R3
b

R2
b

R1
b

L33
a

L32
’a

L31
’a

L23
a

L22
’a

L21
’a

L13
a

L12
’a

L11
’a

LB;

R3
b

R2
b

R1
b

R33
’a

R32
’a

R31
’a

R23
’a

R22
’a

R21
’a

R13
’a

R12
’a

R11
’a

RB

Применив линейное преобразование, приводим LB и

RB к виду

)46.2(

R3
’b~
R2

’b~
R1

’b

L33
’a~00

L23
’a~

L22
’a~0

L13
’a

L12
’a

L11
’a

LB;

R3
’b~
R2

’b~
R1

’b

R33
’a~00

R23
’a~

R22
’a~0

R13
’a

R12
’a

R11
’a

R’B
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Выписав систему уравнений соответствующей
полученной матрицы и найдем:

)3,2,1j(}R’xL’x{X~
jjj

Пример 2.9

~‘

~‘

~‘

12z2~yx4~
14z2~y3~x2~

10z~y2~x3~

где

1,9};1,5;14{14}9,5;7,3;12{12

}9,5;1,3;10{10};3,0;4,0;4{4~
}8,0;7,0;3{3~};8,0;6,0’2{2~

~‘~‘

~‘

Решим систему нечетких уравнений двумя способами:
1) Метод Гаусса

64,2z
8,1y
84,0x

36,0z14,0
66,4z79,0y45,1

9,8z4,1y3,2x4,1

36,0
66,4
9,8

14,000
79,045,10
4,13,24,1

85,091,10
79,045,10
4,13,24,19,6

L

L

L

66,5
66,4
9,8

;
3,8
9,8

4,116,3
4,13,24,1

14,13,2

RB
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243
582
431

934521
1811062741

922828382

934
1811
922

521034
06274182
828382

3111
1811
922

9821530
0627410
828382

817
922
915

82134
828382

18283

,z
,y

,x

,z,
,z,y,

,z,y,x,

,
,
,

,,
,,,
,,,

,
,
,

,,
,,
,,,

,
,
,

,,
,,,

,,

R

R

R

RB

Следовательно
}24,3;64,2{z~};58,2;8,1{y~};43,1;84,0{x~

Для этой же системы уравнений с четкими
коэффициентами имеем:

8
3
22
14

1
2
120

3
4

3
50

232

12
14
10

214
232
123

,
B

3
2
1

2
3
2

3
22

3
4

3
5

14232

2
3
2

14

3
2034
3
4

3
50

232

z
y
x

z

zy

zyx

,

Тогда в силу понятия растяжения нечеткого числа,
решение нечеткой системы примет вид:

}2,0;36,0;3{z~};58,0;2,0;2{y~};43,0;16,0;1{x~

2) Метод Крамера
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93239
821817
8283922

182915
291

41138
413298

14196

0128
82134
828382

18283
6181

41163
413241

14132

,
,,
,,,

,,
’;,

,,
,,,

,,
’

,
,,
,,,

,,
’;,

,,
,,,

,,
’

xx RL

RL

41472
8281734
8292282

191583
422

413863
419841

19632
,

,,,
,,,

,,
’;,

,,,
,,,

,,
’ yy RL

8990
817134
9228382
9158283

413
328163
983241
964132

,
,,
,,,
,,,

’;,
,,
,,,
,,,

’ zz RL

},;,;{},;,{z~
},;,{},;,{y~};,;,;{},;,{x~

,
,

,
z;,

,

,
z

,
,

,
y;,

,

,
y

;,
,

,
x;,

,

,
x

RL

RL

RL

2403603243642

580022582814301601431840

243
0128

8990
642

681

413

582
0128

41472
81

681

422

431
0128

93239
840

681

291

Следует отметить, что иллюстрируемые выше методы
решения систем трех нечетких линейных алгебраических
уравнений с тремя неизвестными аналогичным образом
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применимы и к системе n-го числа нечетких линейных
алгебраических уравнений с "n"-неизвестными, т.е.

n

1j
jiji n,1j;c~xa~ (2.47)

III Условие существования решения системы нечетких
линейных алгебраических уравнений.

Из правила Крамера следует, что для того, чтобы
система линейных алгебраических уравнений с четкими
коэффициентами имела единственное решение
необходимо и достаточно, чтобы главный определитель
этой системы (определитель, составленный из
коэффициентов при неизвестных) был отличен от нуля.
Поэтому для системы линейных алгебраических уравнений
с нечеткими коэффициентами условием существования
единственного решения должно быть выполнение условия
отличия от нуля главного определителя )(L~ , т.е.

0)}();(;{)}(’);(’{)(~
RLRL (2.48)

для любого ]1;0( .
Докажем, что условие (2.48) может быть выполнено

тогда, когда )(’, L и )(’R будут одинакового знака
для любого ]1;0[ .

Пусть это не так, т.е. пусть
,0)(’ 1L а 0)1(’L , где )1;0(1 (2.49)

В силу понятия нечеткого числа (LR)-типа множество
значений )(’L образует выпуклое множество значений
таких, что )(’)(’ 2L1L при 21 для любых
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)1;0(, 21 . С другой стороны, так как каждому
значению

]1;0( соответствует единственное значение )(’L ,
то )(’L является функцией от причем непрерывной
а(0;1]. Поэтому, в силу теоремы о непрерывных функциях,
если )(’L непрерывна на ( 1;1 ] ]1;0( и

0)1(;0)(’ L1L , то существует хотя бы одно
значение ]1;0(2 такое, что 0)(’ 2L . Это
противоречит выполнению условия (2.48). Аналогичным
образом можно провести доказательство теоремы и для
случая, когда )(’R для любого ]1;0( имеет
противоположный знак с )1(’R .

Из результата доказанной теоремы следует следующее
условие существования единственного решения системы
линейных нечетких уравнений. Для того, чтобы система
нечетких "n" линейных алгебраических уравнений имела
единственное нечеткое решение необходимо и достаточно,
чтобы главный определитель этой системы как с четкими
коэффициентами, так и с нечеткими коэффициентами
были отличны от нуля и для любой степени нечеткости

]1;0( , )(’L и )(’R имели одинаковый знак с ,
где )(’L и )(’R -соответственно главные
определители заданной системы с нечеткими
коэффициентами со значениями из левого и правого
растяжения нечетких коэффициентов, а -главный
определитель данной системы с четкими коэффициентами.

Следует отметить, что если при вычислении главных
определителей , )(’L и )(’R для любого

]1;0( они окажутся отрицательными, то учитывая
свойство определителей (с помощью одной транспозиции,
что соответствует замене местами двух соседних
уравнений системы) их можно обратить в положительные
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величины с теми же абсолютными величинами. Следует
отметить, что при этом и вспомогательные определители
меняют свои знаки на противоположные, что не влияет на
значение нечетких решений данной нечеткой системы
уравнений. Кроме того, если )n;1i(}R’X;L’X{X~

iii есть

нечеткое решение системы нечетких линейных
алгебраических уравнений (2.47), то для любого

)n,1i( должно выплняться услови

)n,1i(R’XXL’X
iii

(2.50)

где )n,1i(Xi -четкое решение заданной системы
уравнений.

Поэтому, если при решении системы уравнений (2.47)
методом Крамера будут выполнены условия:

;’’ RL RxX’ iiiL
(2.51)

и при определении )n,1i(Xi в виде

iL

iR

i

LiX

iRii ’
X’

;
L’

)}n,1i(;X’;L’X{X~ (2.52)

окажется, что хотя бы для одного значения

iRiL ’X’X)n;1(i , то iX~ следует искать в виде

iL

iR

i

LiX

iRii
’

;
R’

}X’;L’X{X~ (2.53)

Если же при вычислении iX~ по формулам (2.52)
условия (2.50) выполняется, нет смысла применять
формулу (2.53), така как при этом опять-таки будет
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выполнено условие (2.50) с той лишь разницей, что
найденные нечеткие решения будут иметь различные
носители, пересечение которых не пусто и представляет
собой интервал, содержащий четкое решение заданной
системы уравнений.

Проиллюстрируем этот факт на данных примера 2.9
Така как

89,90’;41,3’;30

414,72’;42,2’;20

;932,39’;29,1;10
;01,28’;618,1’;10

RZiLz

RyLyy

RXLXx

RL

На основании (2.52)
}24,3;64,2{z~};8,2;8,1{y~};43,1;84,0{X~ 111

На основании (2.53)

18,56;1218,0
618,1

89,90;
01,28

41,3~

755,44;086,0
618,1
414,72;

01,28
42,2~

}68,24;046,0{
618,1
932,39;

01,28
29,1~

2

2

2

Z

Y

X

Отсюда следует, что 2121 y~y~;X~X~ и 21 z~z~ , т.е.
носитель нечеткого решения ( 111 z~;y;x~ ) входит в носитель
решения ( 222 z;y~;x~ ). Наряду с этим следует отметить, что
с помощью (2.52) можно найти нечеткие решения
линейных алгебраических уравнений с нечеткими коэффи-
циентами L-типа, R-типа и (LR)-типа.
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ГЛАВА III. НЕЧЁТКАЯ ГЕОМЕТРИЯ

Нечёткая геометрия, так же как и чёткая геометрия – это
наука о свойствах геометрических фигур. Разница лишь в том,
что здесь объектами изучения являются нечёткие геометриче-
ские фигуры.

§1. Нечёткие точки

В геометрии (четкая) точка представляется как не имеющая
ни длину, ни ширину, ни толщину. Как элемент множества, точ-
ка наделена некоторой структурой. Природа точки может быть
самой разнообразной. Так под точкой n-мерного евклидова про-
странства понимается упорядоченное множество n-чисел.

Следуя этому классическому понятию четкой точки, вве-
дем следующее определение.
Определение 3.1.Упорядоченное множество n-чисел, хотя бы од-
но из которых есть нечеткое число, будем называть нечеткой
точкой n-мерного евклидова пространства и обозначим:

nn EN~,x~,...,x~,x~N~ 21 (3.1)

где Еn - n-мерное евклидово пространство, ix~ - нечеткие числа

(координаты точки N~ ), ( n,i 1 ).
Отметим, что нечеткие числа ix~ могут иметь различные

степени четкости. И если n,iXx, iiixi
1 , а N~ - не-

четкая точка -уровня, то
imin (3.2)

Учитывая определение носителя нечеткого числа и определения
нечеткой точки в n-мерном пространстве, введем следующие
понятия носителя нечеткой точки.
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Определение 3.2. Носителем нечеткой точки N~ на прямой (0;х)
будем называть выпуклое подмножество (интервал) этой пря-
мой, содержащую четкую точку и являющейся растяжение  ее
носителя.
На основании определения 11, можно ввести следующее.
Определение 3.3. Нечеткой точкой на прямой (0;х) будем назы-
вать точку N~ , координата которой есть нечеткое число.
Из определений нечеткого числа и нечеткой точки следует, что
на прямой (0;х) для одной функции принадлежности существуют
две нечеткие точки четкости (0;1) уровня NL ( ) и NR ( ).
На рисунке 2 М- четкая
точка, МL и МR нечеткие
точки некоторого уровня
слева и справа соответст-
венно, mL и mR – соответст-
венно, левое и правое растя-
жения носителя нечеткой
точки,

LLM mMmMS ; -
носитель нечетких точек на оси (0;х).
Определение 3.4.Носителем нечеткой точки на плоскости будем
называть выпуклую односвязную область, этой плоскости, со-
держащую носитель четкой точки, расширением которой явля-
ется эта область. Если y~,x~M~ , то

yxM SSS (3.3)

где xS и yS - носители соответственно нечетких чисел x~ и y~ .

Знак умножения ( ) означает Декартово произведение.
Отметим, что каждая из нечетких чисел (как координата

нечеткой точки) вообще говоря, может иметь различные растя-
жения носителей и функции принадлежности. И при этом еще

0        М1 М   МR

Рис.3.1

mL mR

.. . . . .
x
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каждая координата нечеткой точки (как нечеткое число) может
иметь свой уровень четкости.

а)

б)

Рис.3.2

На рис.3.а. – заштрихованная область есть носитель нечет-
кой точки N~ , xS~ и yS~ - носители координат нечеткой точки в
прямоугольной Декардовой системе координат; nL, nR - левое и
правое растяжения абсциссы,

11
, RL nn - левое и правое растяжения

ординаты, нечеткой точки N~ , 1;nnN - четкая точка. На рис.

У N~S

1Ln

1Rn

N
y~S

nL nR
X

x~S
0 n

R N( , )
S

S

0 L R

N~S
L

а) N
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3,б. – заштрихованная область есть носитель нечеткой точки
N~ в полярной системе координат; ,N - четкая точка; S и
S - носители координат нечеткой точки в полярной системе ко-
ординат; L, R – левое и правое угловое растяжения L, R - ле-
вое и правое растяжения по радиусу.
Пример 3.1. Найти координаты нечетких точек

RL ;A~ 531
и

LR ;A~ 532 четкости =0,9 с функциями принадлежности

43 1
1

1
1

y
;

x yx
, если растяжение по х- х=2; по у- х=3.

Исходя из

k

R

k

L
A~ axxa

x
1

1

1

1

где - растяжение носителя нечеткого числа A~ , а - четкое зна-
чение числа А, имеем:

1) для точки A~

736
9

1
35905

3

55
1

1
90

042
9

1
23903

2

33
1

1
90

4
4

3
3

,,,

,,,

R
R

L
L

7360421 ,;,A~
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9

8
7
6
5
4
3
2
1

0    1    2    3   4    5     6    7     8

2) для точки 2A~

273963

273
9

1
35905

3

55
1

1
90

963
9

1
23903

2

33
1

1
90

2

4
4

3
3

,;,A~

,,,

,,,

L
L

R
R

Результаты приведены на рис.3.3

Определение 3.5. Носителем нечеткой точки в трехмерном про-
странстве будем называть правильную область трехмерного
пространства, содержащую носитель четкой точки, расширени-
ем которой является эта область. Если z~;y;x~M~ - есть нечеткая
точка, то

2739632 ,;,A~

7360421 ,;,A~

А(3;5) A~S

х

y

Рис.3.3
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zyxM~ SSSS (3.4)

т.е. носитель нечеткой точки есть Декартово произведение носи-
телей ее координат.

В прямоугольной Декартовой системе координат в трех-
мерном пространстве носителем нечеткой точки является пря-
мая четырехмерная призма; в сферических координатах сектор
полого шара; в цилиндрических координатах – сектор полого
цилиндра.
Отметим, что если одна из координат нечеткой точки в трех-
мерном пространстве есть четкое число, то ее носитель обраща-
ется в плоскую область, принадлежащую плоскости, перпенди-
кулярной той координатной оси, которая соответствует четкой
координате нечеткой точки (в которой эта плоскость пересека-
ется с координатной осью).

§2. Нечёткие линии и нечёткие поверхности

Назвав линией след, сохраняемый за собой перемещаемый
телом, становится ясно, что, как и след, она может быть чёткой
и нечёткой.

В классической математике порядке различных линий и
поверхностей определяются порядком уравнений, которыми они
описываются.

Одним из основных понятий геометрии, косвенное опреде-
ление которым даются через аксиомы, геометрии, есть прямая и
плоскость, которые также являются соответственно линией и
поверхностью первого порядка.

I. Нечёткая прямая на плоскости

В классической математике вводится следующее понятие
прямой на плоскости:
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Определение 3.6. Прямой евклидовой плоскости будем на-
зывать геометрическое место точек плоскости, декартовые или
афинные  координаты которых удовлетворяют уравнению

ax+by+c=0 (3.5)

где a, b, c четкие числа и не равны нулю одновременно.
Сравнивая понятия четкой и нечеткой точек, примем сле-

дующее определение нечеткой прямой на плоскости.
Определение 3.7. Нечеткой прямой евклидовой плоскости назы-
вается геометрическое место нечетких точек, декартовые или
афинные координаты которых удовлетворяют нечеткому урав-
нению:

0~~~ cybxa (3.6)
где a~ и b~ не равны нулю одновременно.
Так же, как и для четкой прямой, для нечеткой прямой

справедливы свойства:
1. Какова бы ни была нечеткая прямая, существуют нечёт-

кие точки, принадлежащие ей.
2. Через любые две нечёткие точки можно провести нечёт-

кую прямую, и только одну.
3. Из трёх нечётких точек нечёткой прямой одна и только

одна лежит между двумя другими.
Учитывая определение носителя нечёткой точки и свойства

2, можно принять следующее определение носителя нечёткой
прямой.
Определение 3.8. Носителем нечёткой прямой на плоскости бу-
дем называть выпуклую односвязную область этой плоскости,
содержащую носитель чёткой прямой (саму чёткую прямую) и
носитель всех нечётких точек этой прямой. т.е., если нечёткая
прямая ~ на плоскости (ХОY) описывается уравнением (3.6), то

0~~~;;~sup ~ cybxayxSSSlpor yxl (3.7)
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Следует отметить, что вид носителя нечёткой прямой за-
висит от вида нечёткого уравнения (3.6), т.е.

1) если ~ : 0~cbyax , (3.8)

то её носитель представляет собой полосу плоскости
(ХОY), отсекающую на оси (ОY) отрезок, равный носителю точ-

ки
b
cM
~

;0~ с углом наклона
b
aarctg рис. 3.4.а)

2) если ~ : 0~~~ cybxa ,  либо только один из коэффи-
циентов а или b есть нечёткие числа, то носитель этой нечёткой
прямой есть плоская область, принадлежащая (ХОY), состоящая
из двух секторов, образованных пересечением нечётких прямых

)0(Ll и )0(Rl .

y

y2

y2,L( )

y1
y1L( )

M2

M2RL( )

M1

x1 x1,R( ) x2 x2,R( ) x0

а)
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Рис.3.4

Из определения нечёткой прямой свойства 2 следует сле-
дующее определение.
Определение 3.9. Нечёткой прямой -уровня L(R)-типа на евк-
лидовой плоскости называется прямая, проходящая через любые
две нечёткие точки L(R)-типа чёткости -уровня, аффинные или
декартовые координаты которых удовлетворяют уравнению
(3.6).
Определение 3.10. Нечётким отрезком чёткой (нечёткой) прямой
называется отрезок этой прямой, заключённый между двумя
точками этой прямой, хотя бы одна из которых есть нечёткая
точка.

Пример 3.2. построить носитель нечёткой прямой
~

10~43~ yx , если

x0

M2

N

y

y2

y2,L( )

y1

M1

M1( )

M2
M2( )

б)

х1х2R( ) x2,L( ) x2
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8,0;6,0;44~;8,0;6,0;33~:8,0;6,0;1010
~

Имеем: l:3x+4y=10

N
y
x

x
yx

yxl

yxl

L

R

7
6

6
1

4,94,34,2)0(~
8,108,48,3:)0(~

Таким образом, N(-6;7) есть точка пересечения прямых
l(1); lL(0) и lR(0).

Для построения носителя заданной нечёткой прямой доста-
точно найти любые вторые точки этих прямых. Имеем:

Рис.3.5

Пример 3.3. Построить носитель нечёткой прямой
9~42 yx , где }2;5,1;9{9~

Имеем:

y

x

l(1)

lL(0)

lR(0)

-

-
-
-

-
-
-

6
5

3

- 7
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~
25,2

2
1 xy

~
25,2

2
1: xyl

875,1
2
1:)0( xylR

75,2
2
1:)0( xyll

Носитель заданной нечёткой прямой есть полоса с углом
наклона в /6 и отсекающая на оси (OY) отрезок длиной 0,875

Рис.3.6

II. Нечёткие плоскости

Из курса аналитической геометрии [37]  известно, что
плоскость (также, как и прямая линия) описывается линейным
уравнением. В частности, общим уравнением плоскости в трёх-
мерном пространстве является уравнение вида

y

lR(0)

lL(0)

l

x0
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Ax+By+Cz+D=0 (3.9)

Где А, В и С одновременно не равны нулю. Аналогично
приведённому определению нечёткой прямой на плоскости вве-
дём следующее понятие нечёткой плоскости.

Определение 3.11. Геометрическое место точек трёхмерно-
го пространства, координаты которых удовлетворяют  нечёт-
кому линейному алгебраическому уравнению

0~~~~ DzCyBxA (3.10)
(где BA ~,~ и C~ одновременно не равны нулю) будем назы-

вать нечёткой плоскостью. Так же как и для нечётких прямых на
плоскости можно рассмотреть различные частные случаи нечёт-
ких плоскостей в пространстве и построить их носители.

III. Нечёткие прямые в трёхмерном пространстве

Так же как и для случая нечётких прямых в пространстве,
нечёткие прямые в трёхмерном пространстве могут быть опре-
делены: а) как место пересечения двух плоскостей в простран-
стве (хотя бы одна из которых есть нечёткая плоскость); б) Про-
ходящая через точку (чёткую, либо нечёткую) в заданном на-
правлении (который определяется направляющим вектором чёт-
ким, либо нечётким). Причём и точка, через которую проходит
нечёткая прямая, и направляющий вектор не являются одновре-
менно чёткими; с) проходящая через две точки, хотя бы одна из
которых есть нечёткая точка. При этом уравнения этих нечётких
прямых имеют вид:

а)
0~~~~

0~~~~

2222

1111

DzCyBxA

DzCyBxA
(3.11)
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b)
p

cz
n

by
m

ax
~

~
~

~

~
~

(3.12)

где nmcba ~,~,~,~,~ и p~ одновременно не являются чёткими
числами.

с)
12

1

12

1

12

1
~~
~

~~
~

~~
~

zz
zz

yy
yy

xx
xx (3.13)

где 21321
~,~,~,~,~ yyxxx и 3

~y одновременно не являются чёт-
кими числами.

Учитывая понятие носителя нечёткой точки в трёхмерной
Декартовой, сферической и цилиндрической систем координат,
легко показать (на конкретном примере), что:

- если все коэффициенты уравнений, описывающих нечёт-
кую прямую в трёхмерном пространстве, есть нечёткие числа, то
носитель нечёткой прямой: а) в Декартовой системе координат
представляет собой неограниченную четырёхугольную призму;
в) в сферической системе координат – неограниченное круговое
цилиндрическое тело, одно из сечений которого имеет вид об-
ласти, показанной на рисунке (3.2, б.)

IV. Нечёткие линии второго порядка

Как известно 3 к линиям второго порядка на плоскости
относятся линии, описываемые уравнением:

Ax2+2Bxy+Cy2+Dx+Ey+F=0 (3.14)

где А, В и С одновременно не равны нулю.  В зависимости
от значений А, В и С уравнение (3.14) описывает одну из пло-
ских линий: гипербола, парабола, эллипс, либо пару параллель-
ных прямых.

Определение 3.12. Нечёткой линией второго порядка на
плоскости (ХОY) будем называть геометрическое место точек
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этой плоскости, афинные или декартовые координаты которых
удовлетворяют уравнению (3. ), хотя бы один из коэффициен-
тов, либо свободный член которого есть нечёткие числа.

1. Нечёткий эллипс описывается уравнением вида:
2.

1~~ 2

2

2

2

b
y

a
x (3.15)

Носителем нечёткого эллипса является кольцо эллиптичес-
кой формы, длины большой и малой полуосей которой равны

)0(~),0(~
LL ba и )0(~),0(~

RR ba .
Пример 3.4. Построить носитель нечёткого эллипса, опи-

сываемого уравнением:

1
9~2

2

‘~

2 y

S

x , если }1;5,1;5{~S и }8,0;1,3{3~

Имеем: а) чёткая линия описывается уравнением:

1
92

22 y
S

x

б) в качестве растяжения R-типа берётся внешняя линия
эллиптического кольца

1
1625,42

22 yx

в) в качестве растяжения L-типа берётся внутренняя линия
эллиптического кольца

1
84,416

22 yx
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Рис.3.7

Рис. 3.7

Где Э(1)- линия чёткого эллипса
ЭL(0)- граница внутреннего сжатия
ЭR(0)- граница внешнего растяжения линии эллипса; Sэ-

носитель нечёткого эллипса.
Следует отметить, что условия нечёткости могут быть та-

ковы, что в (3.15) лишь одно из чисел «а» либо «b» будут нечёт-
ким числом.

Пример 3.5. 1
9~36

22 yx , где }5,1;1;3{3~

Имеем: 1) чёткая линия: 1
9~36

22 yx

2) растяжение R-типа берётся внешняя линия эллиптического
сегмента, т.е.

ЭR(0): 1
25,2036

22 yx

3) в качестве растяжения L-типа берется внутренняя граница
эллиптического сегмента:

y ЭR(0)

ЭL(0)

Э(1)

0

SЭ
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ЭL(0): 1
436

22 yx

Рис.3.8

Нечеткая гипербола описывается уравнением:

1
4~9~

22 yx (3.16)

Носителем нечеткой гиперболы является гиперболические
сегменты, внутри которых содержится нечеткая гипербола чет-
кости любого -уровня L и R –типа.

Пример 3.6. Построить носитель нечеткой параболы, опи-
сываемой уравнением:

1
4~9~

22 yx , где }8,0;6,0;2{2~};1;8,0;3{3~

Имеем: 1) четкая линия: 1
49

22

~
y

~
x .

4) нечеткое растяжение R –типа

ЭR(0)

ЭL(0)

эS~ (0)

Э(1)

0

y

x
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1
84,7

y
16
x 22

5) нечеткое растяжение L –типа

1
96,1

y
84,4

x 22

Рис.3.9

xp~y 22 (3.17)
либо

yp~x 22 (3.18)
В обоих случаях носителем нечеткой параболы является

плоский параболический сегмент, ветви которых симметричны
относительно (ОХ) и (ОY) соответственно.

Пример 3.7. Построить носитель нечеткой параболы, опи-
сываемой уравнением

x~y 42 , где };,;{~ 16922
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Имеем: 1) четкая параболы xy:)( 41 2

2) x,y:)(L 820 2 - левое растяжение
3) 22 60 xy:)(R - правое растяжение

Рис.3.10

Следует отметить, что в трехмерном евклидовом простран-
стве:
а) нечеткая прямая определяются как место пересечения двух
плоскостей, хотя бы одна из которых есть нечеткая плоскость, а
носитель – как геометрическое произведение носителей этих
плоскостей;
б) нечеткая линия второго порядка (эллипс, парабола и гипербо-
ла) определяются как место пересечения поверхностей (хотя бы
одна из которых есть поверхность второго порядка), хотя бы од-
на из которых есть нечеткая поверхность, а носитель – как гео-
метрическое произведение носителей этих поверхностей.

y

x

~S

ПL(0)

ПR(0)

–

–

–

–

П(1)
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§3. Нечеткие углы

Определение 3.13. Нечеткой полупрямой или нечетким лу-
чом называется часть нечеткой прямой, которая состоит из всех
точек этой прямой, лежащих по одну сторону от данной ее чет-
кой или нечеткой точки. Эта точка называется начальной точкой
нечеткой полупрямой.

Определение 3.14. Геометрическая фигура, образованная
двумя лучами, исходящими из одной четкой, либо нечеткой точ-
ки, хотя бы одна из которых является нечеткой, называется не-
четким углом.

Определение 3.15. Нечетким углом -уровня называется
нечеткий угол, стороны которого являются лучами -уровня.
Справедливо утверждение 3.1. Если нечеткие полупрямые име-
ют одинаковые функции принадлежности (а вместе с ними рас-
тяжения их носителей), то нечеткие углы любого -уровня, об-
разованных этими нечеткими полупрямыми равны между собой
и равны четкому углу, сторонами которого являются их четкие
полупрямые. В противном случае нечеткие углы различных
уровней четкости, сторонами которых являются эти нечеткие
лучи, не равны друг другу.
Доказательство. Пусть нечёткие полупрямые, образующие неко-
торый нечёткий угол ~ , заданы своими нечёткими уравне-
ниями:

111
~~:~ bxkyl и 222

~~:~ bxkyl ,                     (3.19)

а соответствующие  им чёткие полупрямые, образующие чёткий
угол - заданы уравнениями:

111 :~ bxkyl и 222 : bxkyl (3.20)
Обозначим через )(L - нечёткий угол, образованный нечёт-
кими полупрямыми L-типа -уровня, т.е. )(,1 Ll и )(,2 Ll , а их
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угловые коэффициенты через )(1K и )(2K . 1l и 2
~l имеют

одинаковые растяжения
21

~~ ll SS , то из рис.3.4 б) следует, что

Lllll LL )()( 1111 (3.21)

Обозначим Ktg . Тогда LLL L 1,1 )( , а

12,2 )(L . Поэтому:

KK
KKK

KK
KKK

LL ll
2

2

1

1
1

)(;
1

)(
,2,1

Докажем, что при этом )(2 .
Действительно:

tg
KK
KK

KKKKKK
KKKKK

KKKKKKKK
KKKKKKKK

KK
KK

KK
KK

KK
KK

KK
KK

KK
KK

tg
LL

LL
L

21

12

21
22

21

2
1212

1221

2112

1

1

2

2
1

1

2

2

,2,1

,1,2

11

11
11

11
1

11
)()(1

)(
)(

(3.22)

Если условие (3.21) не выполняется, то обозначив

4231222111 ;)(;)( KtgKtgllll LL .

Тогда 22,211,1 )(;)( LL . Поэтому,

31

31
)( 1,1 KK

KKK
Ll , а

31

31
)( 1,1 KK

KKK
Ll
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Тогда, проведя подсчёты аналогично (3.22), получим

tgtg L )( (3.24)

соотношения (3.22) и (3.23) аналогично можно получить для
)(R и для любых других уровней чёткости.

Пример 3.8. Построить чёткий угол и нечёткие углы 0 -
уровня L и R-типа, образованных пересечением нечётких пря-
мых 1

~l и 2
~l на плоскости (XOY), если: 1

~l :у=2х+ 1~ ; l2:y=3x- 2~ ,
где }5,1;2;1{1~ }2;5,1;2{2~

Имеем: 1) чёткий угол – угол между чёткими прямыми

7
1

231
23

1 21

12
KK
KKtg

2) Так как угловые коэффициенты нечётких прямых есть чёткие
числа, то для нечётких углов любого уровня чёткости, в том
числе и для =0,8.
Аналогично примеру 3.3, построив носители прямых 1

~l и 2
~l ,

получим носитель нечеткого угла 21 ll ~~ и нечёткий угол -
уровня чёткости.
Пример 3.9. Найти чёткий и нечёткие углы =0 уровня, образо-
ванные нечёткими прямыми 1

~l и 2
~l , заданные своими нечёт-

кими уравнениями:
12~:~

1 xyl и 23~:~
2 xyl , где }1;1;2{2~ и }5,1;5,1;3{3~

Имеем:
1) чёткий угол- угол между двумя чёткими прямыми.

4
...,1

231
23

1 21

12
KK
KKtg
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Рис.3.11

2) нечёткие углы )0(L и )0(R между прямыми )0()0( 21 LL ll и
)0()0( 21 RR ll

57,1
15,41
15,4

)0()0(1
)0()0(

21

1,2

LL

LL
L KK

KK
tg

29,1
35,11
35,1

)0()0(1
)0()0(

)0(
21

1,2

RR

RR
R KK

KK
tg

Из подсчетов очевидно, что углы, образованные между ле-
вым и правым границами носителей нечётких прямых, не равны
между собой и не равны чёткому углу между чёткими прямыми.
Аналогично можно показать, что нечёткие углы различных -
уровней чёткости не равны друг другу.

y
R(0)

l1,L(0)

l2,R0)

L(0)

l1,R0) l1

l2

l2,L(0)

x0

2,5
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Следует также отметить, что нечёткий угол, соответст-
вующий прямому чёткому углу, может быть либо острым, либо
тупым углом.

Определение 3.16. Носитель нечёткого угла между двумя нечёт-
кими прямыми 1

~l и 2
~l будем называть совокупность всех углов,

принимающих значения между углами, образованными пересе-
чением правой границы носителя 1

~l с левой границей носителя
нечёткой прямой 2

~l и углом, образованным пересечением левой
границы носителя нечёткой прямой 1

~l с правой границей носи-
теля нечёткой прямой 2

~l , т.е.

x

y
l2,L(0)

l2R(0)

R0)

L(0)

l2

0

l1l1L(0)
l1,R0) )0(2)0(,1 LlRl

)0(2)0(,1 RlLl

Рис.3.12
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;)0(l~)0(l~;)0(l~)0(l~l~l~porsup R,2L,1L,2R,121 (3.26)

Пример 3.10. Найти носитель нечётких углов, образованных пе-
ресечением нечётких прямых, описываемых уравнениями, при-
ведёнными в примерах 3.8 и 3.9.
Решение.

1) из результатов примера 3.8 следует, что носитель нечёт-
кого угла принимает единственное значение, равное чёт-
кому углу между заданными прямыми.

2) Из данных примера 3.9 следует:

25,4:)0(

13:)0(

,2

,1

xyl
xyl

L

R

5
15,11
15,1

)0()0(1
)0()0(

)0(~)0(~

21

1,2
,21,

RL

LR
RL KK

KK
lltg

Таким образом, ]5;55,0[~~sup 21llpor

Найденные углы показаны на рис.3.12.
Следует отметить, что для случая определения нечётких углов
между нечёткими прямыми в трёхмерном пространстве следует
воспользоваться нечёткими уравнениями, описывающими не-
чёткие прямые в трёхмерном пространстве и результатами оп-
ределения углов между чёткими прямыми в трёхмерном про-
странстве.

§4. Нечёткие многоугольники

Следуя понятию чёткого многоугольника [3], введём поня-
тие нечёткого многоугольника.

Определение 3.17. Простая замкнутая ломаная линия назы-
вается нечётким многоугольником, если её соседние звенья, хо-
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тя бы одна из которых есть отрезок нечёткой прямой, не лежат
на одной прямой.

Для конкретности в настоящем параграфе рассмотрены не-
чёткие треугольники.

Определение 3.18. Нечёткий многоугольник с наименьшим
числом звеньев (стороны и вершины) будем называть нечётким
треугольником.

Следует отметить, что авторы монографии [41] понятие
нечёткого треугольника вводят с помощью понятий нечётких
полуплоскостей.

Определение 3.19. Пусть , , и - три различных направ-
ления на плоскость и пусть А, В и С одновременно отличны от
постоянной и содержат значение 0). Тогда CBA называется
нечётким треугольником. Рис. 3.13.

Рис.3.13

Из этого понятия треугольника следует:
1) под нечётким треугольником авторы понимают не замк-

нутую нечёткую ломанную линию, а  часть плоскости, ог-
раниченной этой ломанной линией; 2) стороны нечёткого тре-
угольника как нечёткие прямые являются нечёткими прямыми
лишь одно L либо R – типа, причём нечёткий треугольник лю-
бого -уровня подобен чёткому треугольнику, что не всегда
обязательно на основании определения нечёткой прямой на
плоскости (пример 3.2)

B A

C
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Поэтому, в качестве понятия нечёткого треугольника сле-
дует принять определения 3.17 либо эквивалентное ему

Определение 3.20. Нечётким треугольником называется
фигура, состоящая из трех нечётких точек, не лежащих на одной
прямой и трёх нечётких отрезков, попарно соединяющих эти
точки.

Рассмотрим отдельные виды нечётких треугольников.
I. Нечёткий треугольник с одной нечёткой стороной
Пусть стороны нечёткого треугольника ABC~ на плоскости

(ХОY) описываются уравнениями

333

222

111

~~~:

:
:

cybxaAC

cybxaBC
cybxaAB

(3.27)

В зависимости от коэффициентов уравнения, описываю-
щего нечёткую сторону треугольника (см (3.6), либо (3.8)), но-
ситель нечёткого треугольника меняет свой вид, сохранив при
этом без изменений угол, противолежащий его нечёткой сто-
роне.

Пример 3.11. Построить носители нечётких треугольников
ABC~ , где:

1)

5~3:

33:
12:

~

1

yxAC

yxBC
ybxAB

2)

53~:

33:
12:

~
yxAC

yxBC
yxAB

где };2;1;3{3~ }3;2;5{5~

Решение. Найдены координаты вершин нечётких тре-
угольников. Решив попарно уравнения, получим:

1) )1;0(
1

0
33
12

B
y
x

yx
yx . Аналогично
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)1,0;7,2();4,0;8,1();6,0;2,1(~
)6,2;8,1(~);4,1;2,1();6,0;8,0(~

RL

RL

CCC

AAA

2) )2;5,1(~;4,1;2,1
7
5;

7
6~

RL AAA

7
1;

7
42~;4,0;8,1

8
5;

8
9~

RL CCC

a)

б)

Рис.3.14

x

y
AR(0)

AL(0)

A(1)

CL (0)
C (1)

CR (0)

0

B

x

y
AR(0)

AL(0)

A(1)

CL (0)
C (1)

CR (0)

0

B
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II. Нечёткий треугольник с двумя нечёткими сторонами

Пусть стороны нечёткого треугольника на плоскости (XOY)
описываются уравнениями:

33

22

11

~~:

~~:

:

bKyAC

bxKyBC

bxkyAB

(3.28)

Так же , как и при определении нечётких углов, в данном
случае в зависимости от значений 132

~
,~,~ bKK и 3

~
b можно рассмот-

реть три случая: 1) К2 и К3 – чёткие, но b1 и b2 – нечёткие; 2) К2 и
К3 – нечёткие, b2 и b3 – чёткие; 3) К2 и b3 – чёткие, а К3 и b2 –
нечёткие и наоборот. Во всех этих трёх случаях носители нечёт-
ких треугольников резко отличаются друг от друга.

Пример 3.12. Построить носители нечётких треугольников:

1)
5~:

3~4:

22:

xyAC

xyBC

xyAB

, где
}3;2;5{5~

};2;5,1;3{3~

Решив системы уравнений, находим координаты всех вер-
шин чёткого треугольника и треугольников, образующие гра-
ницу носителя нечёткого треугольника. Имеем: 1) для чёткого

треугольника АВС А(-2,5; -7); В(7;12); С
3
25;

3
2 ;

2) для треугольников с нечёткими сторонами:
)8;5()0();9;5,3()0();5,5;75,1()0( BBAAAA LLR

)5,3;5,0()0(;
3
12;

3
2)0();18;10()0( CCCCBB LRLLR

)9;1()0();16,5;16,2()0( CCCC RRRL
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Рис.3.15

На рис.3.15 заштрихованная область является носителем
нечёткого треугольника ABC~ .

2)
35~:

42~:

62:

xyAC

xyBC

xyAB

, где
}1;2;5{5~
}3;1;2{2~

Решив систему уравнений, найдем координаты вершин
ABC~ .

а) для чёткого треугольника:

А(-1;-8); В(2,5; -1); С(1;2)
б) для треугольников с нечёткими вершинами и сторонами,

являющимися границами носителя нечёткого треугольника:
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4
12;

4
7;

2
1;

6
7;

11
9;

11
7;

8
3;

8
7

);14;10(
7
13;

7
10;5,7;

4
3);12;3(

,,,, RRLRRLLL

RLRL

CCCC

BBAA

На рис. 3.16 заштрихованная область является носителем
нечёткого ABC~ .

Рис.3.16

III Нечёткий треугольник с тремя нечёткими  сторонами

Пусть все стороны нечёткого треугольника есть отрезки
нечётких прямых, описываемых уравнениями:
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33

~
22

11

:

~~:

~~:

bxKyAC

bxKyBC

bxKyAB

(3.29)

Здесь следует рассмотреть три случая:

1) угловые коэффициенты сторон чёткие, а свободные чле-
ны )

~
и

~
,

~
( 321 bbb - нечёткие числа; 2) угловые коэффициенты –

нечёткие, а свободные члены чёткие числа; 3) угловые коэффи-
циенты и свободные члены уравнений нечётких сторон нечёт-
кого треугольника – нечёткие числа. Для конкретности для каж-
дого случая рассмотрим примеры:

Пример 3.14.

1)
~

~

267:

3
4~

6
5:

8,34,0:

xyBC

xyAC

xyAB

, где

}2;5;26{26

3
2;

3
1;

3
4

3
4~

}2,1;8,0;8,3{8,3

~

~

Решение

а) Для чёткого АВС имеем: А(-2;3); В(3;5) и С(4;-2)
б) для носителя нечёткого треугольника имеем:

37
263;

37
93)0(;

37
132;

37
231)0( AAAA LRLL

37
353;

37
162)0(;

37
252;

37
301)0( AAAA RRRL

37
325;

37
62)0(;

37
363;

37
162)0( BBBA LRLL
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37
96;

37
43)0(;

37
134;

37
143)0( BBBB RRRL

37
21;

37
33)0(;

37
261;

37
93)0( CCCC LRLL

37
191;

37
313)0(;

37
242;4)0( CCCC RRRL

На рис.3.17 заштрихованная область есть носитель нечёт-
кого ABC~ .

Рис.3.17
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Пример 3.15.
2) Построить носитель нечёткого треугольника, стороны

которого заданы уравнениями:

1
2
1~:

13~:

5,3
4
3~:

xyAC

xyBC

xyAB

, где

1;
2
3;

2
1

2
1~

2;1;33~
4
5;

4
7;

4
3

4
3~

Решение. Найдём координаты вершин чёткого треуголь-
ника и координаты точек пересечения границ носителей нечёт-
ких сторон ABC~ .

а) для чёткого треугольника: А(-2;3); В(2;5) и С(4;-1).
б) для границ носителя:

7
23;

7
62)0();625,1;875,1()0();8;5()0( CCBBAA LRLRLR

3
14;

3
13)0();25,7;875,1()0();5,1;5,2()0( CCBBAA LLLLLL

3
22;

3
21)0();4;5,7()0();25,2;25,1()0( CCBBAA RRRRRR

29;20)0();5,1;5,2()0(;
14
12;

7
5)0(1 CCBBAA RLRLR

Из рис.3.18 следует, что носитель нечёткого треугольника,
стороны которого описываются уравнением с нечётким угловым
коэффициентом, представляет собой многоугольник, содержа-
щий чёткий треугольник и нечёткий треугольник чёткости лю-
бого -уровня.
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Рис.3.18

3) Из рис. 3.17 и 3.18  следует, что если все коэффициенты
и свободные члены уравнений, описывающие стороны нечёт-
кого треугольника нечёткие числа, то задачи определения носи-
теля и нахождения нечёткого треугольника чёткости любого -
уровня усложняется.

Останавливаясь на площади нечёткого треугольника, сле-
дует отметить, что в 41 эти понятия рассмотрены частично
лишь для случая, когда стороны нечёткого треугольника заданы
нечёткими уравнениями прямых с чёткими угловыми коэффи-

y
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циентами. Причём определения площади и периметра нечётко-
го треугольника очень расплывчаты. Поэтому приведём эти по-
нятия.

Углы нечёткого треугольника определяются так же, как и
углы между двумя прямыми, если заданы уравнения сторон не-
чёткого треугольника. Если же заданы координаты вершин не-
чёткого треугольника, то выписав уравнения нечётких сторон
нечёткого треугольника (как уравнение прямой, проходящей че-
рез две заданные точки) определяется угол между двумя пря-
мыми (смотри примеры 3.8; 3.9)

Следует отметить, что:
1) все свойства подобия чётких треугольников справед-

ливы и для нечётких треугольников;
Утверждение 3.2. Два нечётких треугольника L(R) – типа

любого -уровня подобны тогда и только тогда, когда равны их
носители и функции принадлежности.

Доказательство.
Так как носители ABC~ и CBA ,,~ равны друг другу, то рав-

ны и носители соответствующих сторон. Тогда в силу утвер-
ждения 3.1. соответствующие углы этих треугольников равны
друг другу. Поэтому, в силу теоремы о подобии чётких тре-
угольников справедливо данное утверждение.

Утверждение 3.3. Два нечётких треугольника L(R) любого
-уровня равны друг другу, если равны их носители, функции

принадлежности и по одной стороны L(R)-типа любого -уровня
чёткости.

Доказательство.
В силу утверждения 3.2. соответственные углы ABC~ и

111 ,,~ CBA другу. Поэтому на основании теоремы о равенстве
треугольников (по двум углам и прилежащей к ним стороне)

LABC~
111 ,,~ CBA и RABC~

RCBA 111 ,,~

Для определения периметра нечёткого треугольника вве-
дём понятие длины нечёткого отрезка прямой. На основании оп-
ределения 3.10 имеем.
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Определение 3.21. Длиной нечёткого отрезка
~

AB (расстоянием
между двумя нечёткими точками A~ и B~ ) будем называть наи-
меньшее расстояние между носителями этих точек, т.е. если:

;)0();0(~sup RL AAApor )0();0(~sup RL BBBpor , то

)0()0();0()0(inf~~ RLLRBA BABAd (3.23)        (3.23)
Для нечётких точек любого -уровня

)()();()(inf)(~~ RLLRBA BABAd (3.24)

Пример 3.16. Найти длину
~

AB , если:

}1;1;4{4~};2;1;3{3~);5~;2~(~);4~;3~(~ BA

}1;2;5{5~};1;1;2{2~

12
2

12
~~~~inf~ yyxxd

AB
, где )~~(~;~~~

221 yxByxA

Имеем:
- }3;5{4~};1;3{2~

106)45()32( 22
ABd

185)65()53(sup 22
~

ABr

45)33()21(inf 22
~

AB

Таким образом, 45~
AB

d

На рис.3.19. заштрихованные участки есть носители A~ и
B~ . Из рисунка видно, что

45)0()0(~~ ~~ RLLRAB ABSSBA ddd
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Рис.3.19

Теперь остановимся на понятиях периметра и площади не-
четких треугольников.

Следуя 41 , авторы которого считают, что нечеткий тре-
угольник полностью определен заданием носителей лишь двух
ее сторон. Поскольку, по их мнению, эти прямые параллельны
их четким сторонам. Они считают их как определение направ-
лений сторон нечеткого треугольника. Поэтому они принимают
следующие понятия площади и периметра нечеткого треуголь-
ника.

Пусть площади треугольников

n
T...,.,T,T

21
будут

n
S...,.,S,S

21
и периметры

n
T...,.,T,T

21
и пусть 1iii , где ( 0=0). Тогда площадью

Т является

ARL(0)

BLR(0)

BRL(0)

BLR(0)

0

Y
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n

i
i i
SS

1

(3.25)

Откуда следует, что эта сумма вычисляет площадь
1

S для
треугольника

1
T четкости 1 и

1
S - как площадь каждого внут-

реннего треугольника
i

T с четкостью i ( н,i 1 )
При этом периметр Т является

n

i
ii PP

1
(3.26)

При этом, учитывая, что стороны c,b,a треугольников

i
T перпендикулярны направлениям , и (определение 3.19),
то длины их сторон можно определить как

n

i
ii

n

i
ii

n

i
ii cc;bb;aa

111

(3.27)

И таким образом,
n

i
iiii cbaP

1

(3.28)

Следует отметить, что (3.25)-(3.28) имеют смысл лишь в
том случае, когда под знаком подразумевается операция объе-
динения множеств (каждое из которых есть множество точек
геометрических фигур), пересечением которых являются четкие
геометрические фигуры.

Следует отметить, что если нечеткий треугольник любого
1-уровня вложен в четкий треугольник, то в (3.25)-(3.28) знак

объединения следует поменять на знак пересечения множеств.
Если же соответствующие стороны нечетких треугольни-

ков I –уровней не параллельны друг другу и не параллельны
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соответствующим сторонам четкого треугольника (примеры
3.12-3.15), то их площади и периметры невозможно определить
по (3.25)-(3.28).

В этом случае и периметры и площади нечетких треуголь-
ников любого -уровня следует определять через координаты их
вершин (по тем же формулам, с помощью которых определя-
ются площади и периметры четких треугольников), которые так
же верны и для нечетких треугольников рассмотренных в 41 .

Пример 3. Найти периметры и площади четкого и соответ-
ствующих ему нечетких треугольников (L, L) (L,R), (R,L) и (R,R)
типов уровня ( =0), стороны которых описываются уравнения-
ми, заданными в примере 3.15.

Решение.
Пользуясь известными (из классической математики) фор-

мулами

2
13

2
13

2
23

2
23

2
12

2
12

)yy()xx()yy()xx(

)yy()xx(ACBCABP ABC (3.29)

132323132
1 yyxxyyxxS AbC (3.30)

получаем:

а) для четкого треугольника А(-2;3); В(2;5) и С(4;-1).

01185240203124

51243522
22

2232

,)()(

)()()()(P ABC

1431245124
2
1 ))(())((S ABC
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б) для границ носителя

192151
3
14252

3
13257

3
148751

3
13

512575287510
2222

32

,,,,,

),,(),,()(P L,L

761251
3
148751

3
13257

3
1452

3
13

2
10 ,,,,,)(S LL

2917252
3
22251

3
21

4
3
2257

3
21252425157

22

22
220

,,,

,,,,S )(
LL

61257
3
21252

3
224

3
22251

3
21

2
10 ,,,,S )(

RR

96218
7
235

7
62

86251587510
22

32

,

),(),()(P R,L

61218
7
238751

7
626251

7
235

7
62

2
10 ,,,)(SLR

0570
4
1229

7
520

51
7
2295220

14
1251

7
5520

2

2
2

22

,

,,,,)(P L,R
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24224
4
122952205129

7
520

2
10 ,,,)(SRL

Смотри  рис.3.18
Как следует из результатов подсчетов, в данном случае

значения периметра и площади нечетких треугольников нельзя
вычислять по формулам (3.25) и (3.26).

Следует отметить, что для любых выше рассмотренных
нечетких треугольников справедливы все теоремы, которые
справедливы для четких треугольников (теорема синусов, тео-
рема косинусов и т.д.).

В заключении отметим, что исходя из (определения 3.17)
определения нечетких многоугольников, все результаты, спра-
ведливые для четких многоугольников легко перенести на не-
четкие многоугольники любого уровня четкости.
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ГЛАВА IV. НЕЧЕТКИЕ МНОЖЕСТВА
§1. Понятие нечетких множеств

Начиная от Л.Заде [1] многими авторами монографий
по использованию нечетких множеств различными спосо-
бами понятие нечеткого множества [1, 12, 29, 57] и т.д.

Наиболее четким и корректным определением нечет-
кого множества следует считать следующее.

Определение 4.1. Нечетким множеством А будем на-
зывать совокупность элементов х Х, функция принадлеж-
ности которых множеству А принимает значения из 0;1 .
При этом множество Х является универсальным множест-
вом.

Определение 4.2. Множество Х называется универ-
сальным множеством нечеткого множества А, если оно яв-
ляется областью определения функции принадлежности

А.
Отметим, что если Х есть конечное множество А Х

примет вид:
т

i
iiA x/)x(А

1
(4.1)

Если же Х – бесконечное множество, то

x
A x/)x(A ,                            (4.2)

где
x

означает объединение элементов.

Пример 4.1. Х={a, b, c, d, e, k, m}
А=[0,2/a+0,5/b+0,1/c+0,4/d+0,8/e+1/k++0,9/m]
есть нечеткое множество, а Х- универсальное множество.

Определение 4.3. Носителем нечеткого множества A
называется множество таких точек из Х, для которых ве-
личина А (хi) положительна. })x(;Xx{А A 0 .
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Исходя из определения носителя нечеткого числа следует
Определение 4.4. Носителем нечеткого множества А

будем называть объединение носителей всех четких и не-
четких элементов множества А.

Исторически первым обобщением понятия нечеткого
множества стали L- нечеткие множества: 13LХ:
(нечеткое множество L-типа), т.е. функции, принимающие
свои значения в конечной или бесконечной дистрибутив-
ной решетке L (решетка – частично упорядоченное множе-
ство с точной нижней и точной верхней границами). Об-
ласти принадлежности также моделируются полной реше-
точно упорядоченной полугруппой 13 . В плане выраже-
ния качественных представлений и оценок человека в про-
цессе решения задач важным является случай S-нечетких
множеств, задаваемых парой ,R , где

SR: (4.3)
На S естественно налагаются условия конечности и полно-
ты. Нечеткие множества классифицируются на нечеткие
множества различных типов.

Определение 4.5. Нечеткое множество, функция при-
надлежности которого является обычная четкая функция,
т.е. область ее значений является четкое множество, будем
называть нечетким множеством 1-го типа; если же значе-
ния ее функции принадлежности образуют нечеткое мно-
жество, то само нечеткое множество называется нечеткое
множеством 2-го типа. 34

1010 ;;x:А (4.4)

Определение 4.6. Нечетким множеством типа Р назы-
вается множество из Х, у которого значения функции при-
надлежности  является  нечетким  множеством  типа (Р-1).
В 39, 60 рассмотрен другой тип нечетких множеств, у ко-
торых значения функции принадлежности является слу-
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чайной переменной. В этом случае вероятностное множе-
ство А в Х определяется характеристической функцией:

cAА Q),x(),x(x: (4.5)
где )x(A является )B,B( c измеренной функцией носите-
ля каждого фиксированного Xx .

Следует учесть, что понятие нечеткое множество свя-
зано с центральным понятием так называемой альтерна-
тивной теории множеств 11 - понятием полумножества.
Одновременно как множество предполагает наличие опре-
деленных границ принадлежности и непринадлежности.
Но полумножество является более широким понятием, не
имеющим максимальных и минимальных элементов, а
следовательно и фиксированных значений принадлежно-
сти. В альтернативной теории множеств четко разграничи-
ваются понятия множества и класса. Понятие класса явля-
ется более общим, чем понятие множества. Свойство объ-
ектов )х( определяется класс x,x . Полумножеством
называется собственный класс (не множество), являющий-
ся подклассом некоторого множества Х:

Xx,xA . Поскольку при определении полу-
множества не используется отношение принадлежности
элементов множеству, этот математический объект являет-
ся более общим, чем нечеткое множество. Но для практи-
ческих применений полумножество следует ввести функ-
циональные ограничения на принадлежность и аппрокси-
мируемость полумножества нечеткими множествами. Спо-
собы приближения полумножества нечеткими множества-
ми описаны в 56, 58 . Приведем наиболее важные понятия
теории нечетких множеств.

Определение 4.7. Два нечетких множества равны, ес-
ли равны их функции принадлежности:
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BA)x()x(;Rx BA (4.6)
Одни нечеткие множества могут быть подмножествами
других множеств.

Определение 4.8. Нечеткие множество А есть под-
множество нечетких множеств тогда и только тогда, когда

)х()х(А для любых Xx

Xx),x()x(BA BA (4.7)
Пример 4.2 10321 ,......,,X , если

850760560420330 /,;/,;/,;/,;/,A
9608907805604040340110 /,;/,;/,;/,;/,;/,;/,B ,то BA

Определение 4.9. Множество A будем называть не-
четким множеством -уровня, если оно образует совокуп-
ность таких элементов Xx , степень принадлежности
которых множеству А больше или равно 10,

Xx;x/xA~ A (4.8)

Пример 4.3
802060155011308203 ,/,/,/,/,/A~

80206015501130830 ,/,/,/,/A~ ,

Справедливо следующее свойство:
1221

AA
Справедлива теорема о декомпозиции.
Всякое нечеткое множество A~ можно разложить на произ-
ведение подмножеств по коэффициентам i :

121 21 A,...,A,AmaxA~ n
i

(4.9)

)n,...,,i(,i 2110
Доказательство следует непосредственно:
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iA

iA
iA )x(если,

)x(если,
)x(

0

1

Таким образом, функцию принадлежности A~ можно
записать в виде:

)x(][max]A[max)x( Ai)x(i
]A[max Ai

i
i

ii
i

Разложение нечеткого множества в виде (4.9) называ-
ется декомпозицией нечеткого множества А.

Пример 4.4. Пусть Rx;
x

)x(A~ 21
11

Рассматривая интервал ;1 , где 10 , можно запи-
сать:

]1;[)(если,0
]1;[)(,1

)(
~

~
~

x
xесли

x
A

A

iA

Таким образом, в данном примере

1
если,0

1
,1

)(
x

xесли
xA

Определение 4.10. Высотой нечеткого множества А
будем называть верхнюю границу функции принадлежно-
сти элементов множества А:

)x(sub)A(hgt AXx
(4.10)

Определение 4.11. Нечеткое множество А называется
нормальным, если существует хотя бы один Xx , для
которого ,)x(A 1 т.е. если hgt(A)=1, в противном случае
(hgt(A) 1) нечеткого множества называется субнормаль-
ным.
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Определение 4.12. Множество А называется пустым
множеством, если для 0)x(,Xx A и обозначается

A

Нормальное                                              Субнормальное
нечеткое множество                                нечеткое множество

Рис.4.1

Определение 4.13. Точкой перехода нечеткого множе-
ства А называется такой элемент Хх , для которого

50,)x(A (4.11)
Пример 4.5. ][ 29 Пусть Х представляет собой интервал
1;100 и переменная х принимает значения из этого интер-

вала. Интерпретируя возраст как нечеткое подмножество
множества Х, обозначает термин «старость» можно опре-
делить функцию принадлежности в виде

10050
5
5011

5000
12

xприxпри,

xпри,

)x(A

1 1
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В этом примере носителем нечеткого множества старость
является интервал 50;100 . Высота множества старость
близка к 1, а точкой перехода является возраст х=55.

Четкое множество, близкое к нечеткому множеству,
определяется как:

500
501
500

,)x(если1,или
,)x(если,
,)x(если,

)x(

A

A

A

A*

Определение 4.14. Нечеткое множество А в простран-
стве Х=Rn называется выпуклым нечетким множеством
тогда и только тогда, когда его функция принадлежности
выпукла, т.е. для каждой пары х, у Х и для всех ];[ 10
удовлетворяет неравенство:

))y(),x(min()y)(x( AA 1 (4.13)

Определение 4.15. Если Х есть конечное универсаль-
ное множество и А - нечеткое множество, порожденное Х,
то мощность нечеткого множества А определяется как:

Xx
A )x(A (4.14)

Если Х – бесконечное множество, то A не всегда сущест-
вует. Однако, если А имеет конечный носитель, то мощ-
ность нечеткого множества А определяется как:

surrAx
A )x(A (4.15)

Определение 4.16. Точку М будем называть нечеткой
точкой действительной R, если значений функции принад-
лежности ее прямой R принимает значение из (0;1), т.е.
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1)M(R . В противном случае, если 1)M(R , то точка
М называется четкой точкой действительной прямой R.
Например: М1=0,8/2 – нечеткая точка, М2=1/4 – четкая
точка.

Определение 4.17. Интервал (отрезок прямой, полу-
интервал) действительной прямой будем называть нечет-
ким интервалом (нечетким отрезком, нечетким полуинтер-
валом), если значения функции принадлежности всех то-
чек действительной прямой, образующих его носитель,
принимают значения ( 1).

Пример 4.6.
(-2;3)=0,1/(-2;-1 +0б4/(1;0)+0,6 0;1)+1/ 1;2 +0,6/(2;3) есть
нечеткий интервал действительной прямой.
Отдельные авторы 1 вводят следующее определение не-
четкого интервала.

Определение 4.18. Если граница интервала является
нормальным выпуклым нечетким множеством, то оно на-
зывается нечетким интервалом.

Легко доказать, что это определение является част-
ным случаем определения 4.17, т.е. из определения 4.17
следует определения 4.18.

Следует отметить, что нечеткие интервалы могут оп-
ределяться либо с помощью выбора четкого интервала для
формирования ядра, от которого функция принадлежности
уменьшается до нуля, или посредством выбора двух нечет-
ких чисел в качестве концов интервала. Вообще, можно
построить нечеткий регион, окруженного нечеткой пере-
ходной зоной, в которой функция принадлежности умень-
шается до нуля монотонно.

Альтернативный способ представления нечеткой об-
ласти – это определение нечеткой гиперповерхности, фор-
мулирующий его границу.
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Такая граница гиперповерхности своего ядра, при
удалении от которого значения функции принадлежности,
монотонно убывает во всех направлениях.

Определение 4.19. Нечеткое множество, носитель ко-
торого состоит из одной точки, называется синглтонной.

Замечание. Близким к идеям альтернативной теории
множеств является недоопределенное множество, описы-
ваемое четверкой nx MMAAN ,,, 55 . Здесь
множества A+ и A- - суть конечного подмножества универ-
сального множества Х, причем A+ - есть множество эле-
ментов Xx , которые точно принадлежат множеству А,
а A—множество элементов Xx , которые точно не при-
надлежат множеству А. Натуральные числа Мх и Мn – вы-
ражают соответственно верхнюю и нижнюю оценку мощ-
ности множества А. Это определение, моделирующее не-
полные сведения о конкретной совокупности А элементов
некоторого универсума Х, неявно задает трехзначную
функцию принадлежности

ААХ

А

А

х

/для?,

для,0

для,1

)(

Естественным обобщением N является переход к паре

AA ,N , где A - функция принадлежности

Xx множеству А, а A характеризует возможность для

элементов натурального ряда быть значением мощности
множества А.
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§2. Операции над нечеткими множествами

Определение 4.20. Дополнением нечеткого множества
А будем называть нечеткое множество A (или же A ),
определеное следующим образом:

)x()x(,Xx AA 1 (4.16)
Пример 4.7. Если Х={1,2,3,. . . 10},
A=0,2/1+0,4/3+0,8/4+1/6+0,6+0,6/7, то

1019181740
5142036021180

////,
//,/,//,AA

Следует отметить, что операция дополнения
соответствует логиическому отрицанию.

Определение 4.21. Если А обычное четкое
подмножество множества Х, то пара (А, A ) называется
разбиением множества Х,если A ø, XA

Определение 4.22. Если А-нечеткое подмножество
множества Х, причем A ø, то пара (А, A )называется
нечетким разбиением.

В примере 4.7. Х=(А, A )-есть нечеткое разбиение
множества Х.

Аналогично, если nAAA ..,., 21 таковы, что для
n

i
)x(A,Xx

i1
1, то эта система называется

нечетким разбиением множества Х.
Определение 4.23. Если nAAA ..,., 21 -нечеткие
подмножества универсального множества Х, а

n.,..,, 21 -неотрицательные вещественные

коэффициенты
n

i
i

1
1 , то нечеткое множество А с

функцией принадлежности
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n

i
AiA )x()x(

i
1

будем называть выпуклой

комбинацией нечетких множеств nAAA ..,., 21 .
Здесь подразумевается арифметическое суммирование.

Определение 4.24. Объединением нечетких множеств
А и В будем называть такое множество С, функция
принадлежности которого определяется следующим
образом:

)x()x(),x(max,Xx BAAC (4.17)

Объединение соответствует логическое связи (или). Так,
если А и В названия нечетких множеств, то А или В
понимать нечеткое множество – Д, функция принадлеж-
ности которой определяется в виде:

)x(),x(min)x(,Xx ABAD (4.18)

Операция пересечения соответствует логической связи (И)
А и В= BA

Пример 4.8. Если A=0,4/2+0,7/4+0,8/5+1/7+0,5/8,
B=0,2/1+0,5/2+0,6/4+0,7/5+0,6/6+0,9/7+0,8/10, то

790570460240
108085071660

580470250120

/,/,/,/,BA
/,/,//,

/,/,/,/,BABA

Отметим, что операции ( , ) над нечеткими
множествами удовлетворяют следующим свойствам [6]:
1) Нейтральность

AA)x())x(,max(
AAG)x())x(,min(

AA

AA

0
1
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2) коммутативность:
ABBA))x(),x(min())x(),x(min( AA

ABBA))x(),x(max())x(),x(max( AA

3) ассоциативность:

)CB(A)BA(
))x(),x(min(),x(min(

))x(),x(),x(min(min(

cA

cA

)CB(A)BA(
))x(),x(max(),x(max(

))x(),x(),x(max(max(

cA

cA

4) монотонность:

DCBADBCA
)x()x(max()x(),x(max(

.DCBADBCA))x(),x(min)
))x(),x(min()x()x(,)x()x(

DCcAA

Dc

cADccA

5)идемпотентность:

AAA)x()x(),x(max(
AAA)x()x(),x(min(

AAA

AAA

6)дистрибутивность:

)CA()BA()CB(A))x(),x(max(
)CA()BA()CB(A))x(),x(min(

))x(),x(max(min()x(),x(max),x(min

CA

CA

BACBA

7) поглощение

A)BA(A)x()))x(),x(min(),x(max(
A)BA(A)x()))x(),x(max),x(min(

ABAA

ABCAA
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8) Закон Деструкция Моргана:

BABA))x(),x(min(

))x(),x(max(
BABA)x(),x(max(

)x(max),x(min(

BA

BA

BA

BA

11

1
11

1

9) двойное отрицание: AA)x()x(( AA11
10) Отрицание основного и пустого множеств:
1-1=0=>G=
1-0=1=> =G

Для объединения и пересечения нечетких множеств
можно пользоваться и другими операторами.

Определение 4.25. Алгебраическим произведением
нечетких множеств А и В будем называть множество С,
функция принадлежности которой определяется в виде:

Xxдля)x(),x()x()x( BAABc (4.19)
Для нечетких множеств А и В примера 4.8
Имеем:
АВ=0,2/2+0,42/4+0,56/5+0,9/7
Алгебраическое произведение обозначается

АВ=
x

BA x/)x()x( (4.20)

Из (4.20) следует, что для любого нечеткого множества А,
где m-положительное число, Аmследует понимать так

x

m
A

m x/)x(A

Определение 4.26. Нечеткое множество, возникшее в
результате возведения в степень (с помощью оператора
концетрирования нечеткого множества)

Xx};x/)]x({[Acon m
Am (4.21)
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будем называть концентрацией нечеткого множества А, а
нечеткое множество, возникшее в результате извлечения
из корня

}Xx,x/)x({Adit m
Am (4.22)

будем называть расширением нечеткого множества А.
Пример 4.9. А={0,01/2;0,25/3;0,36/5;0,6/7} и m-2. Тогда
con2A={0,0001/2;0,625/3;0,1296/5;0,36/7}
dit2A={0,1/2;0,5/3;0,6/5;0,77/7}
Следствие 4.1. Так как соотношение

m
AA

m
A xxx )()()( справедливо и соотношение

AdimAAconm

Следствие 4.2. Так как BA тогда и только тогда, когда
)x()x( BA для Xx , то )x()x( ABA для

Bx , т.е. функция принадлежности множества В
фактически не учавствует в определении )x(BA .
Определение 4.27. Алгебраической суммой нечетких
множеств А и В будем называть множжество С, функция
принадлежности которой оопределяется в виде:

Xx),x()x()x()x()x( BABABA (4.23)
Пример 4.10. Если
A={0,1/1;0,4/3;0,63/4;0,82/5;1/7;0,9/8;0,7/9;0,5/10} и
B={0,35/3;0,5/4;0,25/5;0,7/6;0,8/7;0,2/8;0,15/9;0,1/10;0,005/1
1}, тогда

}11/005,0;10/54,0;9/75,0
;8/92,0;7/1;6/7,0;5/87,0;4/825,0;3/61,0;1/1,0{

BA

Определение 4.28. Ограниченной суммой нечетких
множеств А и В будем называть множество А«+»В,
функция принадлежности которой определяется в виде:

)]()(,1min[)( xxx BABA для Xx (4.24)
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Пример 4.11. Если
A={0,2/1;0,35/2;0,4/3;0,5/4;0,7/6;0,8/7;0,45/8;1/9;0,6/10} и
В={0,3/2;0,7/3;0,45/4;0,4/5;0,2/6;0,15/7;0,1/8;0,05/9}
Тогда

BA ={0,2/1;0,6/2;1/3;0,95/4;0,4/5;0,9/6;0,95/7;1/8;1/9;0,6/
10}
Определение 4.29. Ограниченным произведением нечетких
множеств А и В будем называть  нечеткое множество

BA , если ее функция принадлежности определяется в
виде:

Xx];)x()x(;max[)x( BABA 10 (4.25)
Пример 4.12. Для нечетких множеств А и В из примера
4.11

}10/0;9/05,0;8/05,0;7/0;6/0;5/0;4/0;3/1,0;2/0;1/0{
BA

Определение 4.30. Ограниченной разностью нечетких
множеств А и В называется нечеткое множество )( BA ,
функция принадлежности которой определяется в виде:

Xx))],x()x((;max[)x( BABA 0 (4.26)
Пример 4.13.

)p,k,n,md,c,b,a,(A 104508090805030 и
)q,p,k,n,m,dc,b,a,(B 1020306080503040

Определение 4.31. Симметрической разностью нечеткого
множества А и В будем называть нечеткое множество

)BA( , функция принадлежности которой определяется в
виде:

Xx,)x()x()x( BABA (4.27)
Пример 4.14.
А={0,08/1+0,25/2+0,45/3+0,7/4+0,85/5+0,9/5+0,9/7+1/8+0,92
/9+0,8/10}



131

B={0,03/5+0,09/4+0,1/5+0,25/7+0,38/7+0,38/9+0,55/10+0,7/1
1+0,9/12}
( BA )={0,08/1+0,25/2+0,42/3+0,61/4+0,75/5+0,65/7+1/8+0,
54/9+0,25/10+0,7/11++0,9/12}
Определение 4.32. Декартово произведение нечетких
множеств nA...,A,A 21 будем называть нечеткое множество
( nA...AA 21 ), являющеесянечетким помножеством
множества ( nX...XX 21 ), функция рпинадлежности
которого определяется в виде:

)x(...)x()x,..x( nAAnA...xA nn 11 11
(4.28)

Поэтому
( nAAA ...21 )=

n

n
x...x

nnAA x....x/))x(...)x((
1

1 11

Пример 4.15. Если }{XX 864221

1A ={0,4/2+0,7/4+1/6+0,6/8}

2A ={0,5/4+0,8/6+1/8}, тогда

)}/(,)/()/(,
)/(,)/(,)/(,
)/(,)/(,)/(,

)/(,)/(,)/,{)AA(

88608618470
824068606680
647062404850

46504450424021

Определение 4.33. Опрератор F, преобразующий
обычное (не нечеткое) множество в нечеткое множество,
будем называть оператором увеличения нечеткости.

Из этого определения следут, что если оператор
увеличения нечеткости F действует на  нечеткое
подмножество универсального множества Х, то
полученное множество F(A,K), где К-ядро оператора F,
также есть нечеткое множество вида:
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x
A )x(K/)x()K,A(F (4.29)

То есть, результатом действия оператора F на
одноточеченое множество {1/x} есть

)K,x/(F)x(K 1
Пример 4.16.
X={1+2+3+4}; A={0,8/1+0,6/2}
K(1)=1/1+0,4/2; K(2)=1/2+0,4/1+0,4/3
Из определения 4.30 следует, что оператор увеличения не-
четкости является оператором сжатия (сужения или кон-
центрации) нечеткого множества.
Определение 4.34. Если nA...,A,A 21 - нечеткое множество в

nX.,..,X,X 21 соответственно, то кортезитивным
произведением нечеткого множества в пространстве
( nX.,..,X,X 21 ), функция принадлежности которого
определяется в виде:

)]x(),....x()x,...x,x( nAAnA...A,A nn 121 12
или же

)x(),....x(),x()x,...x,x( nAAAnA...A,A nn 2121 212
(4.30)

Пример 4.17.
А={20/0,1+21/0,3+22/0,4}
В={60/0,33+65/0,45+70/0,78}

4070224506522
330602230702165216021

10702065206020

,/)(,/)(
,)(,/)]()()[(

,/)()()(BAR

Иллюстрация основных операций над нечеткое множество
приведено в таблице 4.1.

Отметим, что определение операций дополнение,
объединение, пересечение и т.д. для нечеткого множества
типа 2 сопровождается с использованием принципа
обобщения . Однако удобнее выполнить это в два этапа:
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сначала обобщить это определение для нечеткого
множества типа 1 на нечеткие множества, значений
функции принадлежности которых являются интервалы, а
затем используя принцип обощения в форме множеств
уровня перейти от интервалов к нечетким множествам.
Проиллюстрируем этот метод на примере обощения
понятия пересечения на нечеткое множество типа 2.
Пусть А и В есть нечеткие подмножества типа 1
множества Х. Тогда

Xx))],x()x((;min[)x( BABA 0

Если )x(A и )x(B есть интервалы на [0;1], т.е.если для
фиксированного ]b;a[)x(x A 11 и ]b;a[)x(B 22 ,
где 2121 b,b,a,a зависят от x , то применяя принцип
обощения [5] к функции (min) получим:

)]b;bmin(),a;a[min(])b;a[];b;amin([ 21212211 (4.31)

Х

Рис.4.2

А
В

А В

1
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№ Название операций и симво-
лическая запись (в классе)

Символическая запись
(в классе)

Графическое представление

1. Дополнение
Xxxx );(1)( ];0[

)1(\ AXA

НЕ

2. Пересечение (минимум;
невзаимодействующие
переменные)

xx
xx

Xx
21

213

;min
)()(

)()()( 213 AAA
]1;0[

И
(И, …, И)

Таблица 4.1

(x)

1

0 x

(x) )(x

)(x

)(1 x )(2 x

)()(min 21 xx

1

0 х
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0 x

1

)(x

)(2 x
)(3 x

)(1 x

)(x

)(1 x
)(2 x

1

0 х

)(3 x

3. Объединение (максимум;
невзаимодействующие
переменные)

xx
xx

Xx
21

213

;max
)(

)()()( 213 AAA
]1;0[

ИЛИ
(ЛИБО….ЛИБО)

4. Ограниченное
произведение

1max
)(

21

213

xx
xx

Xx

22

1
]1;0[

113

21

21

AAA

]1;0[
И

5. Ограниченная сумма

xx
xx

Xx
21

213

,1min
)(

22

]1;0[
1

113

21
21

)( AAA

]1;0[
ИЛИ

O
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)(x

)(1 x )(2 x

)()( 21 xx

0 x

1

6. Алгебраическое произведение

xx
xx

21

213 )(

]1;0[

22

]1;0[

113

21
21

)( AAA

]1;0[

7. Алгебраическая сумма

xx
xx

xx

21

21

21)(

]1;0[

22

]1;0[

113

21
2121

)( AAA

]1;0[
ИЛИ

)(x

)(1 x

)(2 x

0 x

1
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)(x

)(1 x

)(2 x

)()( 21 xx

0 x

1

)(x

)(x

0 x

1

8. Разность

xx
xxx

21

213

;0max
)(

Xx

22

]1;0[

113

21
221

)( AAA

]1;0[

9. Концентрирование
xx 2

3 )(
Xx

очень
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Таким образом, если значения функции принадлеж-
ности подмножеств А и В есть интервалы на [0;1], то пере-
сечение этих множеств имеет функцию принадлежности,
значения которой так же явялются интервалом.

Пусть теперь для каждого
Xx , )(xA и )(xB есть нечеткие подмножества

множества [0;1]. Для простоты предположим, что эти
подмножества выпуклы, т.е. множество уровня есть
интервалы. Иными словами, предположим, что для
каждого ];[ 10 множества -уровня нечетких
подмножеств А и В описываются функциями
принадлежности )(xA и )(xA , значениями которых
являются интервалы.

Х
Рис. 4.3

Применяя принцип обощения в форме

1

0

AA к множествам -уровня нечетких

подмножеств А и В называется множество, функция
принадлежности которого BA определяется в виде:

Xx)),x()x(min()x( BABA и ];[ 10 (4.32)

1
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При этом
1

0

)BA()BA(

В заключении приведем перечень свойств множества
нечетких подмножеств.
Если А, В, С –нечеткие подмножества универсального
множества Х, то справедливы следующие свойства

ABBA
ABBA

-коммутативность

)()(
)()(

CBACBA
CBACBA

ассоциативность

AAA
AAA

идемпотентность

)()()(
)()()((

CABACBA
CABACBA

дистрибутивность

A
где -обычное множество, таоке, что

,,0)(, AAxEx ii

AEA , где Е-обычное множсетво, такое, что

EEA
xEx iEi 1)(,

AA)( -инволюция

BABA

BABA
-теорема деструкция Моргана для

нечетких множеств.
Отметим, что в отличии от обычных (четких множеств)
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Для нечетких множеств не выполняются условия
AA и EAA

§3 Принцип обобщения

Принцип обобщения как одна из основных идей
теории нечетких множеств имеет эвристический характер
и позволяет расширить область определения исходного
отображения на класс нечетких множеств, а также
обощить определения операций над нечетким множеством
типа 2 и выше [29-31]. Оно, в сущности, представляет со-
бой основное равенство, позволяющее расширить область
определения отображения или отношения, включив в нее
наряду с точками произвольные нечеткие подмножества
универсального множества Х.

Пусть YX: -заданное отображение, а А - не-
четкое множество в У с функцией принадлежности

Yyxsury A
x

B ),()(
1

где })({)(1 yxXxy . В случае нечеткого
отображения YX: имеем:

),(),(min{)( yxxsury A
Xx

B (4.33)

Конкретное, если XA подмножество вида:
}/.....//{ 221 nn xxxA . Тогда принцип

обобщения утверждает, что

)(.....)()(
}/.....//{)(

2211

221

nn

nn

xxx
xxxA

(4.34)

Итак, образ множества А можно получить, зная образы
элементов при этом отображении.
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Пример 3.18. Пусть Х={1+2+….+10}
-оператор возведения в куб,

А={1/1+1/2+0,8/3+0,6/4+0,4/5}. Тогда учитывая (4.34)
имеем:

}/,/,/,//{)A( 12540646027808111
Если носитель нечеткого множества имеет мощность
континиум, то

x A XxxxA /)( (4.35)

При этом принцип обобщения означает следующее:

y Ax A xxxxA )(/)()/)(()( (4.36)

При этом необходимо учесть, что )(x точки множества
)(xy Aa -степень принадлежности )(x -нечеткому

подмножеству )(A множества У.
В некоторых случаях принцип обобщения удобно

использовать в другой форме, которая получается из (4.36)
путем разложения А не на одноточечные нечеткие
множества, а на соответствующие ему множества уровней:

1

0
AA

В этом случае принцип обобщения выражаются в
следующей форме:

1

0

1

0
)()()( AAA (4.37)

Если носитель А имеет мощность континиум, то

)()( 1

0
AAA (4.38)

Замечание 4.3. Принцип обобщения в форме (4.41)
позволяет расширить область определения отображения
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, включив в себя наряду с точками и произвольные
нечеткие подмножества множества Х. Принцип обобщения
в форме (4.38) позволяет рассмотреть область определения
отображения , включив в нее наряду с обычными (не
нечеткими) подмножествами Х произвольные нечеткие
подмножества Х.

Следует отметить, что (4.36) и (4.38) эквивалентны,
поскольку (4.38) вытекает из (4.36), если перегруппировать
члены в различные множества А.
Замечание 4.4. Принцип обобщения аналогичен принципу
суперпозиции для линейных систем, согласно которму,
если L-линейная система и nxxx .,..,, 21 -входные сигналы,
то откликом (изображением, образом) системы L на
любую линейную комбинацию

nn xxxx ...2211 , где ),1( nii -постоянные
коэффициенты, являются:

)(...)()(
)...()(

2211

2211

nn

nn

xLxLxL
xxxLxL

(4.39)

Существенное различие между (4.39) и (4.34) состоит в
том, что в (4.34) знак (+) означает объединение, а не
арифметическую сумму и не ограничивается только
линейным отображением.

Следует отметить, что во многих приложениях
принципа обобщения возникает следующая проблема.
Имеется функция n-переменных

nn yxxxf ...: 21 нечеткое множество (отноше-
ние) А в nXXX ...21 , характеризующаяся функ-

цией принадлежности ),1,(),...( 1 niXxxx iinA .
Непосредственное применение принципа обобщения

(4.36) в этом случае дает:
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y
nnA

n
nxx

nA

xxfxx

xxxxfAf

),...(/),...,(

,.../),...()(

11

1
)...1(

1
(4.40)

Однако во многих случаях нам бывает известно не само
множество А, а его проекции nAAA ...,, 21 на

nXXX .,..,, 21 соответственно. В связи с этим возникает
вопрос: как выражение для A следует использовать в
(4.39)?
В этих случаях, если особенно не оговорено, будем
предполагать, что функция принадлжености отноошения А
имеет вид:

)x(min
)x(.....)x()x()x,...,x(

iA

nAAAnA

i

n2111 21 (4.41)

где
iA -функции принадлежности отношения iA . Т.е. А

есть наибольшее множество, проекции которого на
nXXX .,..,, 21 суть nAAA ...,, 21 соответственно.

Пример 4.19. Пусть }10....21{21 XX и

}7/7,06/15/8,0{}6{
}3/6,02/11/6,0{}2{

2

1

примерноA
примерноA

f-операция возведения в квадрат.
2121 ),( xxxxf -арифметическое произведение. Используя

(4.41) и применяя принцип обобщения (4.41) имеем:

}21/6,0/18/6,015/6,0
14/7,012/110/8,07/6,06/6,05/6,0{

}7/7,06/15/8,0{}3/6,02/11/6,0{62

§4 Размытые нечеткие множества



144

В [18] было предложено ввести в рассмотрение пока-
затель неопределенности, который можно использовать
для оценки классификации объектов, описываемых нечет-
ким множеством. Там же были сформулированы основные
свойства, которыми должен удовлетворять такой показа-
тель, называемый показателем размытости нечетких мно-
жеств. В качестве этого показателя был предложен функ-
ционал, аналогичный шенновской энтропии в теории ин-
формации. В настоящее время существует большое коли-
чество работ, в которых рассматриваются различные под-
ходы к определению показателя размытости нечетких
множеств, обсуждаются их способы и возможные прило-
жения [4, 5, 8, 19, 22, 29, 50, 71].

Можно выделить несколько аспектов, связанных с
понятием показателя размытости нечетких множеств: 1)
интерпретация показателя размытости как показателя
внутренней неопределенности, двусмысленности, проти-
воположности, обусловленных неполной, частичной при-
надлежностью объектов множеству; 2) интерпретация по-
казателя размытости, как мера отличия нечеткого множе-
ства от обычного множества; 3) существование нетриви-
ального показателя размытости, удовлетворяющего опре-
деленным свойствам, оказывается тесно связанным со
свойствами самой алгебры нечеткое множество и характе-
ризующее как алгебраическую структуру. Рассмотрим ос-
новные результаты, связанные с понятием показателя раз-
мытости нечеткого множества в соответствии этих трех
аспектов.

I. Аксиоматический подход к определению показателей
размытости нечеткого множества
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Основные свойства, которым должны удовлетворятт
показатели размытости нечеткого множества
сформулированы в [16]. Можно привести список множест-
ва работ, в которых приведены различные модификации и
дополнения этих свойств, положенные в основу аксиома-
тического определения показателя размытости нечеткого
множества.

Показатель размытости нечеткого множества можно
определить как меру внутренней неопределенности, дву-
смысленности объектов множества Х по отношению к не-
которому свойству А, характеризующему эти объекты и
определяющему в Х нечеткое множество объектов А. Если
некоторый объект Xx обладает свойством А, но лишь в
частичной мере 1)(0 xA , то внутренняя неопреде-
ленность, двусмысленность объекта х по отношению к
свойству А проявляется в том, что он, хотя и в разной сте-
пени принадлежит сразу двум противоположным классам:
классу объектов, обладающих свойством “А” и классу объ-
ектов, не обладающих свойству “А”. Эта двусмысленность
объекта х по отношению к свойству “А” максимальна, ко-
гда степень принадлежности объекта х обеим классам “А”
и “не А” равны, т.е.

;5,0)(xA .5,0)(5,01)( xx AнеA
И наоборот, двусмысленность объекта минимальна, когда
объект принадлежит только к одному из этих классов, т.е.
либо 1)(xA 0)(xнеA , либо ;0)(xA

1)(xнеA . Таким образом, глобальный показатель раз-
мытости нечеткого множества можно определить в виде
функционала RxF )( , удовлетворяющего следующим
условиям:
1. d(A)=0 тогда и только тогда, когда А-обычное

множество;
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2. d(A) принимает максимальное значение тогда и только
тогда, когда ;5,0)(xA Xx

3. d(A)<d(B), если А является заострением BAB : ,
т.е. )()( xx BA при )()(;5,0)( xxx BAB
при ;5,0)(xB и )(xB любое при ;5,0)(xB

4. d(A)=d( A ) (симметричность по отношению к 0,5);
5. )()()()( BdAdBAdBAd , т.е. d-является

оценкой на решетке F(x). (где всюду d-нечеткий
квантор-степень отличия нечеткости от четкости или
же показатель размытости).

Условие 4 представляется достаточно естейственным, а
условие 5 приводит к адитивности показателя размытости
d.
В[25] установлено, что условие 5 при конечном Х выпол-
няется для любой функции RxFd )(: тогда и только
тогда, когда d – допускает представление

N

i
iAi xTAd

1
)()( (4.42)

где )(yTi -вещественнозначные функции от ]1;0[y и N –
число элементов множества }.,..,,{ 21 nxxxX .
В [25], [26] предлагается усилить условие и потребовать
наряду с условиями 1 и 2 строгого возрастания d . В
условии 3 )(Ad )(Bd , если А является заострением В и

BA . Тогда услови 2 окажется лишним, так как оно
следует из условия 3, а из условия 3 и 5 следует, что
условие 1 можно заменить на более простое: d ( )=0, т.е.
( )=0 для всех Xx . Условия 5 и 6 d ( )=0
эквивалентны условию
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q.7. )()()( BdAdBAd , если BA Ø.
Итак, показатель размытости можно рассматривать как
адаптивный (услови 7), симметричный  условию 4 и строго
возрастающий с увеличением размытости нечеткого
множества (3) – функсионал, определенный на )(xF .
Можно показать, что определенный на )(xF вещественный
функционал является показателем размытости на

)(xF тогда и только тогда, клгда он допускает
представление (4.42), где для всех )(},...2,1{ yTNj i -
вещественные функции от ]1;0[y такие, что

),1()(;0)0( yTyTT iii )(yTi -строго возрастает на
интервале ]5,0;0[ .

Здесь предполагается, что },...,,{ 21 NxxxX . По
аналгогии с шенновской энтропией теории информации в
[24] вводится логарифмическая энтропия нечеткого
множества.

N

j
iA xSKAd

1
))(()( (4.43)

где S-функция Шеннона

)1ln()1(ln)( yyyyyS (4.44)

и К-положительная константа. В (4.44) полагается, что
0)1()0( SS .

В [10] исследуются также свойства показателя
размытости (3.42), в котором )(yTi имеет вид:

)1()()( yhyhyTi (4.45)
где )(yh -непрерывные и строго вогнутые функции в
интервале [0;1] такие, что
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0)(lim)(lim
10
yhyh

yy
. Этот показатель размытости связан

с мощностью нечеткого множества
N

i
iA xAP

1
)()( сле-

дующим образом )/)(()( NAPNTAd
В (4.45) функции h могут быть записаны в виде

)/1()( yyLyh , где L-непрерывная вогнутая функция в
(1;+ ).
Выбор )ln()( yyL приводит к (4.43), а
выбор yyL /11)( приводит к функционалу

N

i
iAiA xxAd

1
)](1)[()( (4 .46)

Если моменты нечеткого множества определить в виде
[10]:

,,....,2,1

,)()](1[)](1)[(
2
1)(

1

K

xxxxAM
N

i
iA

K
iAiAi

K
Ah

то показатель размытости (4.46) будет моментом первого
порядка, логарифмическая энтропия может может быть
выражена через моменты следующим образом:

1

)(
2)(

k

k
K

AM
Ad (4.47)

Если отказаться от условия адитивности 5, то показатель
размытости может быть задан как монотонно возрастаю-
щая функция

1
))(()(

k
iAi xTFAd (4.48)

Выбор конкретного показателя размытости зависит от
условий задачи.
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В [10], [16] рассмотрена связь между показателями
размытости нечеткого множества и неопределенностью,
возникающей при принятии решения, к какому из двух
классов “А” или “не А” отнести объекты множества Х.
Пример 4.20. Определить показатель размытости нечетко-
го множества.

}1,0/103,0/94,0/86,0/7
1/69,0/58,0/44,0/32,0/1{A

На основании (4.46) имеем:

35,19,01,07,03,06,04,04,06,0
011,09,02,08,06,04,08,02,0)(Ad

В эвклидовом пространстве на основании (4.48) имеем:

61,0

1,03,04,04,01,02,04,02,0
10
2 22222222

Ad

II. Метрический подход к определению показателя
размытости нечеткого множества.

Показатель размытости нечеткого множества можно
определить как меру отличия нечеткого множества от бли-
жайшего к нему обычного неразмытого множества с по-
мощью метрики, введенной в )(x [44, 55]. Другой способ
задания показателя размытости множества с помощью мет-
рики – это определение его с помощью расстояния до мак-
симального размытого множества. XxxA A ,5,0)(; 5,05,0

и расстояния между нечетким множествами его дополне-
нием. Оказывается, эти подходы имеют много общего ме-
жду собой и определяемый с помощью метрики показатель
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размытости обладает многими ранее сформулированными
свойствами.
Определение 4.35. Множество, ближайший к множеству A~

называется неразмытое множество А такое, что
0)(xA при 5,0)(xA 1)(xA при 5,0)(~ xA . При

этом
Определение 3.36. Показатель размытости называется
функционал

N

i
iAiA

xx
N

Ad
1

~ )()(2)( ,      (4.49)

который может быть представлен в виде:

N

i
iAA

x
N

Ad
1

)(2)(

Если вместо расстояния Хемминга в (4.49) использовать
евклидово расстояние, то:

2

1
)()(2)(

N

i
iAiA xx

N
Ad (4.50)

Здесь А и A -соответственно четкие множества,
ближайшие к нечеткому множеству слева и справа.
Показатели (4.49) и (4.50) соответственно, вид (4.42) и
(4.48) и удовлетворяют соответственно свойствам
показателя размытости. В случае произвольной метрики.

),()( AAAd удовлетворяет свойтсвам условия 1 и
условия 3.

Показатель размытости можно задать с помощью
расстояния между нечетким множеством и его
дополнением.

)],(),([)( AABKAd
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где В(х)=1, Xx и ),( AA в случае метрики
Хемминга имеет вид:

N

i

N

i
iAiAiA xxxAA

1 1
1)(2)()(),(

В общем случае такой показатель размытости
удовлетворяет свойствам условий 1-4.
Показатель размытости можно задать функционалом
[25,26].

),(),(
2
1)( 5,0AABAd ,

который в общем случае удовлетворяет лишь свойствам 1,
2, 3.

Следует отметить, что свойства 1 и 2 в зависимости
от определения показателя размытости не выполняеися для
метрики.

)()(),( iBiAXx
xxsurBA

Пример 4.21.
Для }6,0/1/8,0/3,0/{ 4321 xxxxA и

}0/1,0/1,0/8,0/{ 4321 xxxxB
7,206,01,011,08,08,03,0),( BAd

III. Другие подходы к определению показателей
размытости

В [26] предложено обобщение понятия неопределен-
ности на случай М-ортогональных свойств, т.е. таких

),1( MjA j , что
M

j
jA

x
1

1)( . Обычный показа-

тель размытости получается при М=2. Этот обобщенный
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показатель неопределенности описывается для каждого
Xx с помощью (4.45):

M

j
jA

xxM
1

))(()( (4.51)

Этот показатель может использоваться при анализе
процессов принятия решений на основе описания объектов
с помощью М-ортогональных свойств.

Интересный вариант аксиоматизации показателей
размытости предложен в [39], где рассмотрен класс С ,
дополненнный в алгебре нечетких множеств, введено
понятие равновесного значения с(х)=х и дана расширенная
интерпритация условия 3.
Условие 3‘. BA , если

))(()())(()( xCxxCx ABAA
Для случая L-нечетких множеств, когда L-векторная
решетка, показатель размытости (4.42) может быть
представлено в виде:

)(
..........

)(
)(

)( 2

1

Ad

Ad
Ad

Ad

k

или его свертки
K

j
j Adxd

1
)()( , где )( jAd -

показатель размытости нечеткого множества )( jAd на
случай произвольного множества Х даются в работах [19,
8, 42]. Эти подходы основаны на понятиях сходящихся
рядов, интеграла по мере и нечеткого интеграла.
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В отдельную группу следует выделить показатели
неопределенности в ситуации принятия решения,
основанные на понятии мощности подмножества -
уровня нечеткого множества,

})(/{ xXxA
Примерами могут служить

max

0

1)( d
A

T A

и двойственный ему показатель
)(1)( AAn TA , а так же показатель

неопределенности
1

0
2log)( dAW A

и связанная с ним мера прироста информации.
1

0
2log)()(),( d

A
BWWg ABBA ,

где };{};;{ BA XxBXxA
IV. Решетка нечеткого множества и связь показателя

размытости с алгебраическими свойствами.

Определение 4.37. Пусть Е-универсальное множество.
Предположим, что для каждой пары обычных
подмножеств },{ ji xx множества Е существует один и

только один элемент Е-нижняя граница },{ ji xx и

существует один и только один элемент Е-верхняя граница
},{ ji xx . В этом случае говорят, что Е-решетка или

сетчатое множество [23, 43].
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Если ji xx и ji xx -нижняя и верхняя границы

},{ ji xx , то определение решетки можно записать:

EXXX iji (),(),( и )( EX j

jik XXX! и EX k

jii XXX! и EX j
Решетка обладает следующими свойствами:

ABBA
ABBA

коммутативность                                 (4.53)

CBACBA
CBACBA

)()(
)()(

ассоциативность         (4.54)

AAA
AAA

идемпотентность                            (4.55)

ABAA
ABAA

)(
)(

поглощение                                (4.56)

Определение 4.38. Решетка Е называется молярной, если
для трех произвольных элементов 21, XX и EX 3

))(())(()( 3213213‘~1 XXXXXXXX (4.57)

где
~

-означает отношение порядка на решетке.

Определение 4.39. Решетку Е будем называть
дистрибутивной, елси выполняются условия:

(4.52)
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)()()(
)()()(

,,

3121321

3121321

321

XXXXXXX
XXXXXXX

EXXX
(4.58)

Например:

Рис.4.4
Решетка на рис.4.4 А модулярна. Проверим длщя АВ и С.
Имеем   А

~
С

ACBCBAAAACBA )(;)(
Можно проверить, что рештка на рис. б  дистрибутивна.
Определение 4.40. Пусть V-нижняя граница решетки Е, а
элемент U-верхняя граница. Тогда элемент jX называется

дополнением элемента iX , если:

VXX ji и UXX ji (4.59)

Обозначим через iX дополнительный элемент элемента

iX . Дополнение iX (если оно существует) не обязательно
единственно.

Определение 4.41. Решетка Е называется решеткой с
дополнением, если:
1) она обладает единственным элементом )inf(0 E и

единственным элементом )(EsurU ,

В .

Е.

. D

.
A

В .

D . F .
. E

.
A

. C
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2) каждый EX i обладает по крайней мере одним
дополнением Е.

Определение 4.42. Решетка, которая дистрибутивна  и с
дополнением, называется булевой, т.е. удовлетворяет
слледующим свойствам булевой рештки:
1) для каждого элемента существует одно и только одно

дополение;

2) для каждого iX имеем iX = iX ;

3) ;; jijijiji XXXXXXXX (4.60)
4) каждая конечная булева решетка изоморф на решетке

множества всех подмножеств относительно включения
и наоборот.

Определение 4.43. Пусть nAAA ,....., 21 -множество, каждое
из которых вполне упорядочено отношением <.
Произведение множеств nAAA ,....., 21 упорядочено и
образует решетку, называемую векторной решеткой, а
отношение порядка на ней является отношением
доменирования ( доменирует , если

~
) тогда и

только тогда, когда
nn KKKKKK ,......, 2211 , где

),.....,( 21 nKKK и ),....,( 21 nKKK (4.61)
На рис. 4.5 изображена векторная решетка, образованная
произведением множеств:

},,{},{ 32121 BBBBAAA и },,{ 321 CCCC
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Рис. 4.5

132 означает
)( 231 CBA

Отметим, что каждая векторная решетка дистрибутивна,
но не имеет дополнений.
Произведение двух решеток есть решетка, т.е., если Е1-
решетка, Е2-решетка, то 21 EE -решетка.

Например, имеем },,,,,{1 FEDCBAE ,

},,,,{2E и
,,, ADEFACEFABEF

, , то

)()();()()(),( EFFFBFF и т.д.
Существование показателя размытости тесно связано со
свойтсвами алгебры нечеткого множества Заде. Для
алгебры обычных множеств показатель размытости со
свойствами условий 3, 4, 7 выражается в тривиальный
показатель, всюду равный нулю. Для более общих алгебр
такой показатель просто не существует.
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Сначала установим соотношения, существующие
между произвольными метриками и показателями
размытости, а так же связь между свойствами показателя
размытости и свойствами алгебры нечеткого множества.
Определение 4.44. Положительной оценкой на решетке
нечеткого множества )(xF называется функция

RxF )(: , если она удовлетворяет свойству

)()()()( BABABA (4.62)

и условию: из BA следует

)()( BA (4.63)

Положительная оценка определяет на )(xF метрику:
)()(),( BABABA (4.64)

Определение 4.45 Решетка )(xF с положительной оценкой
и метрической решеткой нечеткого множества.

Определение 4.46. Метрика называется симметричной,
если она удовлетворяет условию

),(),( BABA (4.65)
Так как в алгебре нечетких множеств выполняются законы
Деструкция Моргана

;; BABABABA (4.66)

то из (4.62), (4.64) и (4.66) следует, что метрика является
симметричной тогда и только тогда, когда она
определяется симметричной оценкой, т.е.
удовлетворяющей условию
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)()()()( BAA (4.67)
В [25], [26] доказаны:
Теорема 4.1. В метрической решетке нечетких множеств
функционалы

)]()([2)( AABKAd (4.68)

)]()([2)( AAKAd (4.69)

)],(),([)( AABKAd (4.70)
удовлетворяют свойствам условий 3,4,7 и они попарно
тождественны тогда и только тогда, когда положительная
оценка симметрична.
Теорема 4.2. Если -симметричная метрика, то
функционал

)],(2),0([)( 5,0AABKAd (4.71)
удовлетворяет свойствам условий q3, q4, q7 и
тождественно функционалам (4.68)-(4.70), причем для
любого показателя размытости, введенного в )(xF и
удовлетворяющего свойствам условий q3, q4, q7 существет
единственная согласованная с ним соотношение (4.51)
симметричная метрика.

Примером симметричной оценки на решетке
нечеткого множества может служить энергия нечеткого
множества

)()(
1

iA
N

i
i xAE ,

которая  определяет симметричную метрику
N

i
iBiAi xxBA

1
)()(),( (4.72)

и согласованную с нею меру энтропии:
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N

i

N

i
iAii

N

i
iAiAi

x

xx

AAEAd

1 1

1

5,0)(2

)(1),(min2

)()(

(4.73)

Сформуоируем усорвия, аналогичные условиям 3,4,7 для
произвольных алгебр Деструкция Моргана ( ,,,ULm ).
Условие 7 удобнее записать в виде условий 5 и 6.[27]
А.1. 0)(d
А.2. )()( Adad
А.3. )()( BdAd , если BBAA
А.4. )()()()( BdAdBAdBAd
Теорема 4.3. На метрической алгебре Деструкция Моргана

mL с положительной оценкой может быть задана функ-
ция d , удовлетворяющая условиям А1-А4, тогда ти только
тогда, когда mL является булевой алгеброй. Функции
(4.68)-(4.70), определенные на mL , удовлетворяют услови-
ям А1-А4. Они попарно тождественны тогда и только то-
гда, когда оценка симметрична. Однако симметрична
тогда и только тогда, когда определенная ею метрика сим-
метрична.

Наконец, следует отметить, что показатель размыто-
сти так же принято называть индексом нечеткости. [23]

Причем, кроме (4.49)и (4.50) относительно расстоя-
ний Хемминга пользуются и квадратичным индексом не-
четкости, обозначив их

),~(2)~( AAd
n

A (4.74)
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),~(2)~( AAA (4.75)

Число 2 появилось в числителе для того, чтобы получить
1)(0 A и 1)(0 A , так как

2
1),~(0 AAd и

2
1),~(0 AA

Например, по формуле (4.74) имеем:

,)()(2)~( ~ dxxx
ab

A
b

a
AA а ближайшее обычное

множество на рис.4.6

Рис.4.6

Пример 4.21
}7,0/;1/;5,0/;2,0/;6,0/{ 54321 xxxxxA

}3,0/;0/;5,0/;8,0/;4,0/{ 54321 xxxxxAA
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Нечеткое подмножество с функцией принадлежности
)(2 xAA иногда называют векторным индиктаором

нечеткости. Таким образом, для
}3,0/;0/;5,0/;8,0/;4,0/{ 54321 xxxxxA имеем

векторный индекс нечеткости
}6,0/;0/;1/;4,0/;8,0/{ 54321 xxxxx и 56,0)(A

V. Оценка нечеткости через энтропию.

Как известно, энтропия системы измеряет степень
беспорядка компонентов системы отностительно
вероятностей состояния.
Рассмотрим конечное универсальное множество.
Рассмотрим N состояний N,....,, 21 системы, с
которыми связаны вероятности NPPP ,....,, 21 .
Тогда энтропия системы определяется выражением

H ),....,,( 21 NPPP =-
N

i
PP

1
ln (4.76)

Легко показать, что

0minH при ),1(1 NP (4.77)
и iPi ,0 .
при

,/1....21 NPPP N NH lnmax (4.78)

Если воспользоваться формулой

H ),....,,( 21 NPPP =-
N

i
ii PP

N 1
ln

ln
1

(4.79)

то энтропия будет величиной, изменяющейся между 0 и 1.
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;0minH 1maxH (4.80)

Рассмотрим на примере, как использовать это
понятие для оценки нечеткости подмножества.
Пусть }1/;5,0/;1,0/;8,0/;6,0/{ 54321 xxxxxA
Пусть

5

1
)(

)()(

i
iA

iA
iA

x

xx (4.81)

Тогда
;

3
1)(;

6
1)(

;
30
1)(;

15
4)(;

5
1)(

54

321

xx

xxx

AA

AAA

При этом

3
1ln

3
1

6
1ln

6
1

30
1ln

30
1

15
4ln

15
4

5
1ln

5ln
1

),,,,( 54321H

Таким образом, общую формулу, позволяющую
подсчитать энтропию по нечеткости, можно записать в
виде:
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)(ln)(

)(ln)(
)(ln

1

)(ln)(
ln

1
))(),...((

12

1 1

1

1

1

iA
N

i
iA

N

i

N

i
iAiAN

i
iA

N

i
iAiA

NAA

xx

xx
xN

xx
N

xxH

(4.82)

Заметим, что метод подсчета нечеткости через
энтропию зависит не непосредственно от функции
принадлежности, а от их относительных значений.

Отметим, что все обычные подмножества с единст-
венным ненулевым элементом имеют энтропию 0, пустое
же подмножество всегда имеет энтропию, равную 1.
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ГЛАВА V. НЕЧЕТКИЕ ОТНОШЕНИЯ И НЕЧЕТКИЕ
ГРАФЫ

§1. Понятие нечетких отношений и операции над ними

Нечеткие отношения (НО) играют фундаментальную
роль в теории нечетких (размытых) систем.

Понятие нечёткое отношение – это обобщение чётких
отношений в теории нечеткого множества. Оно может мо-
делировать ситуацию, где взаимодействия между элемен-
тами являются более или менее сильными [6]. Различаются
множество типов отношений (или соответствий): эквива-
лентности порядка, превосходства и т.д.

Обычное неразмытое n –арное отношение R
определяется как подмножество декардово произведения n
– множеств (X1 X2 ...Xn).

nXXXR ...21
Поэтому по аналогии:
Определение 5.1. Если (X1 X2 ...Xn) есть n универсумов, то
n –арным нечетким отношением (НО) в X1 X2 ...Xn будем
называть всякое подмножество nXXR ...1 , заданного
с помощью его функции принадлежности

]1;0[...:),...,,( 2121 nnR XXXxxx (5.1)

Сравнивая понятия четких и нечетких отношений
очевидно, что обычное (четкое) отношение является
частным случаем нечетких отношений. Кроме того,
носителем нечеткого отношения R на множестве Х
называется подмножество декартово произведения Х Y
вида
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}0),(,,/)/{( yxYyXxyxsurrR R (5.2)
Отметим, что в приложениях теории нечеткого

отношения часто оказывается удобным в качестве [0;1]
брать какую-либо более общую структуру, чем [0,1].
(например – множество вещественных чисел, множество
лингвистических переменных, множество m-мерных
векторов и т.д.). Такой подход к определению нечеткого
отношения дает возможность, во-первых, строить
интересные обобщения, понятия и отношения. Во-вторых,
он позволяет применить интерпретацию различных
функций как нечеткое отношение для анализа свойств этих
функций. В-третьих, этот подход дает возможность связать
и рассматривать с единой точки зрения многие понятия и
методы, применяющиеся при анализе эмпирических
данных, в частности, в классическом анализе.

Кроме того, следует отметить, что в качестве частных
случаев можно рассмотреть тенарное отношение – множе-
ство из упорядоченных троек и бинарное нечеткое отно-
шение – множество из упорядоченных пар.
Ограничимся рассмотрением лишь бинарных нечетких
отношений.
Определение 5.2. Бинарным нечетким отношением (БНО)
R между множествами X и Y будем называть всякое его
подмножество )( YXR , заданного с помощью его
функции принадлежности

]1,0[)(:),( YXyxR (5.3)

Носителем БНО является:

}0),(,,/),{( yxYyXxyxsurrR (5.4)

Домен БНО R и его ранг определяются соответственно:
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Xxyxsur R
x

Rdom ),,()( (5.5)

Yyyxsur R
x

Rran ),,()( (5.6)

Отметим, что когда множество Х и Y совпадают, то НБО
]1,0[: YXR называется НБО на множестве Х. Такому

отношению можно поставить в соответствии
вещественный граф.
Пример 5.1. Если множества Х и Y конечны, то нечеткое
отношение R между ними можно представить с помощью
его матрицы отношения

Таблица 5.1

R y1 y2 y3 y4 y5 y6
x1 0 1 0,6 0,7 0,7 0,9
x2 1 1 0,8 0,9 0,6 0,8
x3 0,6 0,8 0,8 0,6 0,4 0,9
x4 0,7 0,9 0,6 0,8 1 0,3

Элементы R(x,y) помещены в таблице 5.1 на пересечении
строк и столбцов.
Пример 5.2. Пусть XEE 21 , где Х=(- ; ), т.е. Х –
множество всех действительных чисел. Тогда отношение

xy , где х Х, y Y есть нечеткое отношение на (XY).
Отношение xy можно задать следующим образом:

xyесли

y)-(x
11

1
xyесли0

2

,
,

,

)y,x(
ХY
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Следует также отметить, что при решении многих задач
отдельных отраслей науки и техники нечеткое отношение
рассматривается как нечеткое ограничение, композиция,
нечеткое отношение ЕСЛИ-ТО и нечеткий граф.
Определение 5.4. Пусть ),...,,( 21 nxxxz - есть
переменная на nxxZ ...1 . Нечетким ограничением
R(z) будем называть нечеткое отношение R , которое
действует как гибкое ограничение на значение переменной
Z.
Определение 5.3. Проекцией нечеткого отношения R на

kii XX ,...
1

(где kii ,...1 -подпоследовательность 1,2, ...n)

является отношение
kii XX ,...

1
, определенное как

).../(),...(),...,,( 11
...1

1 nkkj

kii

jk xnRjx
xx

xii xxxxxsurXXXproj

где (j1,...jk)-подпоследовательности, дополняющаяся до
(i1,...ik) в (1,2,...,n).

Первую проекцию R определяет функция
принадлежности

),()()1( yxx R
yR (5.8)

аналогично вторую проекцию определяет
),()()2( yxy R

xR (5.9)

Вторая проекция первой проекции (или наоборот) бу-
дет называться глобальной проекцией нечеткого бинарно-
го отношения и обозначается:

),(),()( yxyxRh R
yx

R
yx

(5.10)

(5.7)
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При этом, если 1)(Rh , то нечеткое отношение называют
нормальным, если же 1)(Rh , то – субнормальным.
Пример 5.3.

Таблица 5.2

Вторая проекция

0,6 0,4 0,9 1 0,6 1 1 1

т.д.и6,0]5,0;2,0;6,0;1,0max[),()(

1]8,0;5,0;6,0;1;4,0;2,0;1,0max[),()(

11
)2(

11
)1(

yxy

yxx

xR

yR

Пример 5.4. Рассмотрим отношение xRy , где

RyRx ; и
2)(),( yxK

R lyx
В этом случае для фиксированного значения х0.

1),()(
2

0
2 )()(

001
)1( yxkyxK

y
R

yR llyxx

Поскольку 1)( 0
)2( y

R
, то 1)(Rh

R y1 y2 y3 y4 y5 y6 y7 Первая
проекция

x1 0,1 0,2 0,4 1 0,6 0,5 0,8 1

x2 0,6 0,4 0 0,8 0,3 0,2 0,9 0,9
x3 0,2 0,3 0,1 0 0 1 0,3 1
x4 0,5 0,4 0,9 1 0,1 0,9 1 1

Глобальная
проекция

а)

в)

б)

г)

1

0

)(

yx

R
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Рис.5.1
Для простоты изложения все понятия, связанные с

нечетким отношением приведем для бинарного нечеткого
отношения.
Определение 5.4. Носителем нечеткого бинарного
отношения R называется обычное (четкое) множество
упорядоченных пар (x,y), для которых функция
принадлежности положительна.

}0),(/),{()( yxyxRS R (5.11)

Пример 5.5. Рассмотрим отношение xRy, где
RyRx ,

46,00
46,0),(

3)(

xy
xylyx

xy
R

Тогда }46,00/),{()( xyyxRS
Определение 5.5 Пусть R и Q два нечетких отношения,
такие, что

),(),(;),( 21 yxyxXXyx QR (5.12)
тогда будем говорить, что Q содержит R или R содержится
в Q.
Пример 5.6. Легко показать, что R содержит Q, если:

Таблица 5.3
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Определение 5.6. Объединением двух нечетких отношений
R и Q называется нечеткое отношение, обозначенное через
R Q или R+ Q и определенное выражением:

),(),(max),(),(),( yxyxyxyxyx QRQR
QR

(5.13)

Если же R1, R2,...,Rn –нечеткие отношения, то

),(),(...21
yxyx

i
i

n R
R

RRR (5.14)

Результат объединения обозначим:

i
i

RR или
n

i
iRR

1
(5.15)

Пример 5.7. Для нечетких отношений R и Q из примера
4.6. имеем: RQR

Таблица 5.4

Определение 5.7. Пересечением двух нечетких отношений
R и Q называется нечеткое отношение, обозначенное

QR и определенное выражением:
),(),(min),(),(),( yxyxyxyxyx QRQRQR (5.16)

Если же R1, R2,...,Rn –нечеткие отношения, то

R y1 y2 y3 y4 Q y1 y2 y3 y4
x1 0,3 0,4 0 1 x1 0,2 0,3 0 0,9
x2 0,5 0,6 0,4 0,9 x2 0,4 0,5 0,4 0,8
x3 0,8 0,3 0,1 0,7 x3 0,6 0,3 0 0,6

R Q y1 y2 y3 y4

x1 0,3 0,4 0 1
x2 0,5 0,6 0,4 0,9
x3 0,8 0,3 0,1 0,7
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),(),(....21
yxyx

i
i

n R
R

RRR (5.17)

Пример 5.8. Для нечетких отношений R и Q из примера
5.6. имеем:

QQR
Определение 5.8. Алгебраическим произведением двух
нечетких отношений R и Q называется нечеткое
отношение, обозначенное R Q и определенное
выражением:

),(),(),( yxyxyx QRQR (5.18)
Пример 5.9.

Таблица 5.5
Таблица 5.6
R y1 y2 y3 y4 Q y1 y2 y3 y4
x1 0,4 0,1 0,5 0 x1 0,3 0,2 0,6 1
x2 1 0,6 0,1 0,8 x2 0,8 1 0,3 0,4
x3 0,2 0,1 0,3 0,9 x3 0,5 0,2 0 0,8

Если QRP , то ),(),(),( yxyxyx QRP

Таблица 5.7
Р y1 y2 y3 y4
x1 0,12 0,02 0,3 0
x2 0,8 0,6 0,03 0,32
x3 0,1 0,02 0 0,72

Определение 5.9.Алгебраической суммой двух нечетких
отношений R и Q называется нечеткое отношение,
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обозначенное QR и определенное выражением
),(),(),(),(),( yxyxyxyxyx QRQR

QR

Пример 5.10. Для нечетких отношений R и Q из примера
5.9 имеем:

Если QRG , то на основании (5.19)
58,03,04,03,04,0),( 11 yxG и т.д.

G y1 y2 y3 y4
x1 0,58 0,28 0,8 1
x2 1 1 0,37 0,88
x3 0,6 0,28 0,3 0,98

Определение 5.10. Дополнением нечеткого отношения R
есть такое нечеткое отношение R , что YXyx ),(

),(1),( yxyx RR (5.20)
Пример 8.11. Для нечеткого отношения R из примера 4.9
имеем:

Таблица 5.8

R y1 y2 y3 y4

x1 0,6 0,9 0,5 1
x2 0 0,4 0,9 0,2
x3 0,8 0,9 0,7 0,1

Определение 5.11. Дизъюнктивной суммой двух нечетких
отношений R и Q называется нечеткое отношение QR и
определенная выражением

QRQRQR (5.21)
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),(),,(1min,),(1),,(minmax

),(),(1),(1),(),(

yxyxyxyx

yxyxyxyxyx

QRQR

QQQRQR (5.22)

Пример 5.12. Пусть
Таблица 5.9                                      Таблица 5.10

R y1 y2 y3 y4 Q y1 y2 y3 y4
x1 0,6 0,9 0 0,4 x1 0,9 0,4 0,2 1
x2 0,3 0,5 0,8 1 x2 0,3 0,7 0 0,6
x3 0,1 0,8 0,3 0,7 x3 0,5 0,1 0,4 0,8

Тогда

Таблица 5.11                                  Таблица 5.12
QR y1 y2 y3 y4 Q y1 y2 y3 y4

x1 0,1 0,6 0 0 x1 0,4 0,1 0,2 0,6
x2 0,3 0,3 0,8 0,4 x2 0,3 0,5 0 0
x3 0,1 0,9 0,3 0,2 x3 0,2 0,1 0,4 0,3

Откуда
Таблица 5.13

QR y1 y2 y3 y4

x1 0,4 0,6 0,2 0,6
x2 0,3 0,5 0,8 0,4
x3 0,2 0,9 0,4 0,3

Определение 5.12. Пусть R~ - нечеткое отношение.
Обычным (четким) отношением, близким к R~ будем
называть четкое отношение R, которое определяется
выражением:
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5,0),(,10

5,0),(,1

5,0),(,0

),(
~

~

~

yxеслиили
yxесли

yxесли
yx

R

R

R

R (5.23)

Это определение пригодно для любых универсальных
множеств Х и Y, образующих Х Y и независимо от того,
конечным или нет.
Пример 5.13. По договоренности принимают

5,0),(~ yxR => 0),(~ yxR . Поэтому

Таблица 5.14 Таблица 5.15

R~ y1 y2 y3 y4 Q y1 y2 y3 y4

x1 0,4 0,7 0,6 0,2 x1 0 1 1 0
x2 0,9 0,5 0,7 0,9 x2 1 0 1 1
x3 0,2 0,1 0,8 0 x3 0 0 1 0

Отметим, что для случая нечеткого множества анало-
гично определяются неразмытые (четкие) множества, бли-
жайшие к размытым нечетким множествам.

§2. Нечеткие графы

Понятие графа так же, как соответствия и отношения
играют важную роль в приближениях математики. Их
можно обобщить на случай нечетких подмножеств. При
этом обнаруживаются их новые интересные свойства.
Прежде чем ввести понятие нечеткого графа, выясним что
же собой представляет граф? Любой граф состоит из двух
групп элементов: точек и стрелок,
соединяющих эти точки. Точки могут a b

c d

Рис.5.2
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изображаться на плоскости, хотя могут и не иметь такой
определенной «физической» связки. В частности, стрелки
могут изображаться линиями, соединяющими пары точек.
Например, для графа, изображенного линиями, сое-
диняющими пары точек. Например, для графа, изображен-
ного на рис.5.1, точки помечены буквами а,b, c,d, а стрелки
буквами , , , , , . Отметим, что имеются две стрелки

и , которые идут из точки b в точку d, т.е. имеет началом
точку b и концом точку d.

Тот же самый граф можно было бы задать не рисун-
ком, а просто пересечением стрелок

),();,();,();,(),,(),,( acbcdcdbdbba ,
представленных упорядоченными парами точек, где первая
точка пары определяет начало соответствующей стрелки, а
вторая ее конец. Придерживаясь стандартных
терминологии точки графа, будем называть вершинами, а
стрелки графа – дугами.

Дадим формальное определение графа.
Определение 5.13. Граф – это совокупность множества Х,
элементы которого называются вершинами и множество А
упорядоченных пар вершин, элементы которого
называются дугами и обозначается как (Х,А).

Предполагается, что множество Х и множество А –
содержат конечное число элементов.

В случае, когда две вершины соединяются двумя
дугами (как на рис.5.1) можно обозначить

21 ),(;),( dbdb .
Кроме того:
1) Дуга, начальная и конечная вершина которой

совпадает, называется петлей;
2) Две вершины будем называть соседними, если есть

их соединяющая дуга;
3) Любая последовательность дуг n...,,, 21 ,

концевыми  точками которых являются соседние вершины
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(для дуги i концевые вершины 1ii xx ) называется цепью;
4) Длиной цепи называется число дуг, входящих в нее;
5) Циклом называется цепь, у которой начальная и
конечная вершины совпадают; 6) Контуром называется
путь, у которого начальная и конечная вершины
совпадают;

а b c d

l
Рис.5.3

6) Контуром называется путь, у которого начальная и
конечная вершины совпадают.
На рис. 5.3 - является петлей; b и c – соседние вершины;
последовательность , , , , - образует цепь длиной 5;
дуги , , - образуют контур длины 3.
Наконец, 7) будем говорить, что две дуги инцидентны друг
другу, если обе они инцидентны одной и той же вершине;
8) Вершина и дуга инцидентны друг другу, если вершина
для этой дуги является концевой или начальной точкой;
9) Цепь, путь, цикл или контур называется простым, если
ни одна вершина не инцидентна более чем двум входящим
в нее дугам (т.е. если цепь, путь, цикл или контур не
содержат внутри себя циклов). На рисунке 5.3. цепь ( , ) –
простая, а цепь  вершина ( , , ) – не является простым, а
цикл ( , , , ) – не является простым циклом.
Определение 5.14. Граф называется связанным, если в нем
для каждой пары вершин найдется соединяющая их цепь.
Графы 5.2 и 5.3 являются связанными. Кроме того, любой
граф можно рассматривать как некоторую совокупность
связанных графов.

ф
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Пусть Х есть некоторое подмножество множества Х,
содержащее вершины графа G(Х,А). Граф, множество
вершин которого совпадают с X , а множество дуг
включают все дуги множества А с концевыми вершинами
в X называется подграфом графа G, порожденным X .
Например, для графа на рис.5.3. имеем:

a b c b c d

Рис.5.4 Подграф, Рис.5.5 Подграф
порожденный вершинами (а,b,c) порожденный

подмножеством дуг , ,
Определение 5.15. Совокупность дуг называется
деревом, если она удовлетворяет следующим ус-
ловиям:
1) порождает связный подграф;
2) не содержит циклов.
В графе на рис.5.2 совокупности

{ , , }; { , , }; { , , }; { , }; { , }; { }; { }   (5.24)
образуют дерево.
Следует отметить, что дерево, состоящее из (n-1) дуги
должно включать n вершин.
Определение 5.16. Любая совокупность дуг, не содержащая
циклов, называется лесом.
Определение 5.17. Любое дерево, образованное
совокупностью его дуг, включающих все вершины графа,
называется покрывающим деревом графа.
В графе 5.2 { , , } образует покрывающее дерево.
Пусть G – произвольный граф без петель, состоящий из
«m» строк, каждая из которых соответствует определенной
вершине и «n» - столбцов, каждая из которых
соответствует определенной дуге. Обозначим через

ф ф
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ijg элементы матрицы G , которая определяется
следующим образом.

случаях.другихвсехво0
столбцу.му-ующийсоответств

дуги,дляконечнойявляетсястрока,я-
уетсоответствкоторойвершинаесли,1-

столбцу.му-ующийсоответств
дуги,дляначаломявляетсястрока,я-

уетсоответствкоторойвeршинаесли,1

j
i

j
i

gij (5.25)

При этом матрица G называется матрицей графа G.
Матрица графа, изображенного на рис.5.2 имеет
следующий вид:

Таблица 5.16

G
a 1 0 0 -1 0 0
b -1 1 1 0 0 0
c 0 0 0 1 -1 -1
d 0 -1 -1 0 0 1

Теперь, обобщая понятие графа в терминах определе-
ния 5.14, можно принять следующее понятие нечеткого
графа.
Определение 5.18. Нечеткий граф – это совокупность
нечеткого множества Х универсального множества под Е,
элементы которого называются вершинами и Н множества
А упорядоченных пар вершин, элементы которого
называются дугами (пунктирными линиями).

Нечеткий граф также можно обозначить как (Х,А).
При этом нечеткость элементов множества А означает
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нечеткую связь между элементами множества Х. Это
означает, что если множество Х даже будет четким
множеством, а связь между его элементами (дуги связи,
образующие пары вершин) будет нечеткой, то G(X,A)
также называется нечетким графом.

Следует отметить, что понятие нечеткого графа
вплотную связано с понятием нечеткого отношения,
поэтому аналогично понятию бинарного нечеткого
отношения, если Е – обычное (четкое) множество узлов, то
нечеткий граф определяется как

}),(,0),(),,{(),( ExxxxxxxxG jijiGjiji (5.26)
Если же Е – нечеткое множество, то нечеткий граф

определяется аналогично нечетким отношением.
Пример 5.14. }{ 4321 xxxxE . Тогда нечеткий граф

может быть определен как

}8,0/)(;7,0/),(;2,0/),(
;9,0/),(;1/),(;6,0/),(;4,0/){(),(

342313
12413121

xxxxxx
xxxxxxxxxxG ji

Таким образом, сравнивая понятия четкого и нечеткого
графов, можно прийти к следующему выводу:
1) если в (5.26) 1)( jiG xx , то G -четкий граф
2) если в (5.26) 1)(0 jiG xx , то G - нечеткий граф

При этом в терминах определений 5.14 и 5.19
для четких графов А={0;1}, а для нечетких графов
А=[0;1]

Поэтому все выше приведенные понятия для
четких графов применимы (справедливы) и для
нечетких графов.

Говоря о связи между отношением и графом
(будь обе четкие или нечеткие), следует отметить,
что оба они представляют собой совокупность
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множества элементов (точек) и множества отдель-
ных совокупностей (связей) этих элементов. Од-
нако отличие графа отношения (четкого, либо не-
четкого) заключается в том. что для отношения не
играет роль. направление связи между элемента-
ми, образующие их совокупности, когда для графа
она играет важную роль.
Пример 5.15. Пусть Е = {х1х2х3х4} и пусть нечеткое
отношение

;9,0/)(;1/)(;4,0/)(;6,0/){()( 12413121 xxxxxxxxxxR ji

}8,0/)(;7,0/)(;2,0/)( 341323 xxxxxx
и

;9,0/)(;1/)(;4,0/)(;6,0/){()( 12413121 xxxxxxxxxxG ji

};8,0/)(;7,0/)( 3413 xxxx
Построим их матрицы. Учитывая (5.24), имеем:

Таб-
лица 5.17
R x1 x2 x3 x4

1 0 0,6 0,4 1

x2 0,9 0 0 0

x3 0,7 0,2 0 0

R x1 x2 x3 x4

x1 0 0,6 0,4 1

x2 -0,9 0 0 0

x3 -0,7 -0,2 0 0

x4 0 0 0,8 0

а) б)
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Рис.5.6

x4 0 0 0,6 0

По аналогии с нечеткими отношениями
определяется множество уровней нечеткого
графа, т.е.

Пример 5.16. Для нечеткого графа примера 5.15.
Нечеткий подграф уровня а = 0,6 будет:

R x1 x2 x3 x4

x1 0 0,6 0 1

x2 -0,9 0 0 0

x3 -0,7 0,2 0 0

x4 0 0 -0,8 0

Рис.5.7

Учитывая, что понятие прямого произведения двух
множеств Е1 Е2 можно обобщить для произведения
множеств Е1 Е2 … Еn

имеем:

Определение 5.19. Нечетким графом называется нечеткое
подмножество nEEEG ...21 такое, что

]1,0(),...,(,...),...,( 212121 nGnn xxxEEExxx (5.28)

Пример 5.17. },{};,{};{ 2132122,11 zzEyyExxE ;

EExxxxxxxxG jijijiji )()(},{)( (5.27)
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;1/),,(;9,0/)(3,0/),,(;4,0/),,{( 221121211111 zyxzyxzyxzyxG
}7,0/)(;2,0/)( 122212 zyxzyx есть граф в Е1 Е2 … Е3 А –

есть множество ограниченных гиперповерхностей (n-1)-го
порядка.

Из данного примера следует, что если пользоваться
понятием (определением 5.13 или 5.18) графа, то для графа
(четкого либо нечеткого) в 321 EEE А - есть
множество ограниченных гиперповерхностей (n-1)-го
порядка.

Таким образом, проведя резюме, можно принять
следующее определение графа.
Определение 5.20. Граф - это геометрическое (гра-
фическое) представление отношений. При этом
нечеткий граф- это графическое представление
нечетких отношений.
Поэтому все свойства нечетких отношений спра-
ведливы и для нечетких графов.

§3. Композиция двух нечетких отношений

Определение  5.21 - Если YXR1 и XYR2

нечеткие отношения, то композицией (mах-min)
отношений R1 и R2 будем называть отношение,
определяемое выражением:

),(),(minmax

)],(),([),(

11

2112

yxyx

zyyxzx

RR
y

RR
y

RR
(5.29)

и обозначенное R2 R1, где х Х; y Y;; z Z.
Пример 5. 18. Рассмотрим два нечетких отношения R1 и R2,
где х,y, z R+.
Пусть
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1),(

1),(
2

2

2

1

)(

)(

kzy

kyx

zyK
R

yxK
R (5.30)

Определим
12 RR (x,y)

Рассмотрим два значения х = а, y=b .Функции
принадлежности непрерывны на [0; ]
на [0;со). В соответствии с (5.30) имеем:

32

2112
)()(),(),(),( byyak

y
RR

y
RR VbyyaVba

2)( yake
2)( byke

0 a       b                  y                        a    b                     y

2)( yake

a b y

Рис. 5.8

Композиция 1R и 2R посредством (max-min) оператора
представлена на рис.5.7. Легко видеть, что

1

1

. .
2

ba
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),(
12

baRR

22

22
baakbaak

ee

и для произвольных значений х и z имеем:

),(12 baRR
4

2)( zxka
e

Пример 5.19.
Если принять X={x1, x2, x3}; Y={y1, y2, y3, y5} и Z={z1, z2,
z3, z4} и матрицы 1R и 2R имеют вид:

Таблица 5.18
R1

y1 y2 y3 y4 y5

x1 0,2 0,3 1 0 0,6

x2 0,4 0,6 0 0,8 0,5

x3 0,7 0,2 0 0 0,7

а)                                               б)
Тогда

Таблица 5.19
R1

R2

z1 z2 z3 z4

y1 0,8 0 0,4 0,8

y2 0,3 1 0,6 0

y3 0,7 0,9 0,4 0

y4 0,1 0,9 1 0,4

21 RR
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z1 z2 z3 z4

x1 0,7 0,9 0,6 0,4

x2 0,4 0,6 0,6 0,4

x3 0,7 0,7 0,7 0,8

в)
Отметим, что существует (max_*) композиции, среди
которых наиболее важное внимание заслуживает (max_*),
где *-есть умножение и она обозначается знаком ; тогда

),(),(),( 2121 zyyxVzx RR
y

RR (5.30)

Пример 5.20. Для данных примера 5.19 имеем:

Таблица 5.13
1R 2R

z1 z2 z3 z4

x1 0,7 0,9 0,6 0,24

x2 0,32 0,6 0,5 0,32

x3 0,72 0,63 0,7 0,72

Определение 5.22. Обычным подмножеством -уровня
нечеткого отношения R X X будем называть обычное
подмножество

}),(/),{( yxyxG R (5.31)

где G -нечеткий граф -уровня.
Пример 5.21. Рассмотрим нечеткое отношение,
определенное формулой
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221
11),(

yx
yxR

Подмножество уровня 0,6 определяется условием

6,0
1

11 22 yx
или же

5,122 yx
Это подмножество есть внешность
круга r=1,5 с центром в начале координат.

Пример 5.22. Пусть

Рис.5.9

Таблица 5.20

Тогда

)}(),(),(),();(

),(),();(),(),();{(

5444141453

4332124131216,0

yxyxyxyxyx
yxyxyxyxyxyxG

y1 y2 y3 y4 y5

x1 0,4 0,6 0,9 1 0

x2 1 0,3 0,6 0,2 0,1

x3 0,3 0,4 0,5 0,8 0,7

x4 0,6 0,2 0,1 0,6 0,9

1,5

R
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Обычное подмножество G можно определить
другим способом с помощью обычного отношения R ,
такого, что

),(если,0),(

),(если,1),(

yxyx

yxyx

RR

RR (5.32)

Применяя данные примера 5.22, имеем:
Таблица 5.21

R

R0,6=

Так же как и для нечетких множеств справедливо
свойство:

1221 GG или, что то же самое

22
RR (5.33)

Теорема декомпозиции. Любое нечеткое отношение R
можно представить в виде:

10,RVR ,                        (5.34)

где

y1 y2 y3 y4 y5

x1 0 1 1 1 0

x2 1 0 1 0 0

x3 0 0 0 1 1

x4 1 0 0 1 1
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),(если,0
),(если,1

),(
yx
yx

yx
R

R
R (5.35)

Здесь запись R - означает, что все элементы
обычного отношения умножаются на .

Доказательство. Функцию принадлежности для
отношения R, определенного в (5.34) можно записать в
виде:

),(),(),( yxVyxVyx R
R

RRV (5.36)

Пример 5.23
Таблица 5.22

0,4 0,7 0 1
0,5 1 0,6 0,9
0,8 0,7 0 1

0 1 0 1
1 1 1 1

1 0 1

0 1 0 1
0 1 0 1
1 1 0 1

0 0 0 1
0 1 0 1
0 0 0 1

Справедливо утверждение: Ri- обычные отношения,

ближайшие нечетким отношением Ri(i= n,1 ), то ( в
частности)

1 1 0 1
1 1 1 1
1 1 0 1

0 1 0 1
0 1 1 1
1 1 0 1

;0,6

0 0 0 1
0 1 0 1
1 0 0 1

0 0 0 1
0 1 0 0
0 0 0 1

;0,8

; 1

=V  0,4
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где R обозначает (max-min) композицию
Пример 5.24.

Таблица 5.23
1R

y1 y2 y3 y4 y5
x1 0,1 0,2 0 1 0,7
x2 0,3 0,5 0 0,2 1
x3 0,8 0 1 0,4 0,3

2R
z1 z2 z3 z4

y1 0,9 0 0,3 0,4
y2 0,2 1 0,8 0
y3 0,8 0 0,7 1
y4 0,4 0,2 0,3 0,8
y5 0 1 0

R
z1 z2 z3 z4

x1 0 1 0 1
x2 0 1 0 1
x3 1 0 1 1

1R
y1 y2 y3 y4 y5

x1 0 0 0 1 1
x2 0 0 0 0 1
x3 1 0 1 0 0

2R
y1 y2 y3 y4 y5

x1 0 0 0 1 1
x2 0 0 0 0 1

а)

б)

в)

г)

д)
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x3 1 0 1 0 0
§4. Свойства нечетких отношений

Различие типы нечетких отношений определяются с
помощью свойств аналогичных свойствам обычных отно-
шений. В качестве основных свойств нечетких отношений
рассмотрим свойства, имеющие такую же алгебраическую
запись, что и обычные отношения.

1. Нечеткое отношение R называется симметричным,
если

R=R-1, R(x,y)=R(y,x), x,y X, x y (5.38)

Пример 5.25. Если R –бинарное нечеткое отношение,
заданное в виде:

Таблица 5.24

R
y1 y2 y3 y4 y5

x1 0,2 0,4 0,1 0,7 0,3
x2 0,4 0,9 0,5 1 0
x3 0,1 0,5 0,6 0,4 0,9
x4 0,7 1 0,4 1 0,6
x5 0,3 0 0,9 0,6 0,1

то оно сисмметрично.
2. Нечеткое отношение R называется

антисимметричной, если

XyxyxRyxRERR ,,0),(),(,1 (5.39)
или же

),(),( xyyx RR или 0),(),( xyyx RR
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Пример 5.26. Нечеткое бинарное отношение R, заданное в

виде:

Таблица 5.25

R
y1 y2 y3 y4 y5

x1 0,3 0 0 0,8 1
x2 0,8 0,1 0 0,7 0,8
x3 0,6 0,4 0,2 0,5 0,9
x4 0,1 0,4 0,6 0 1
x5 0 0,4 0,6 0 0,4

то оно антисимметрично.
3. Совершенная антисимметрия Л.А.Заде
определяет антисимметрию иным способом,
которую будем называть совершенной
антисимметрией.
Совершенно антисиммметричным отношением называется
такое отношение, что

EEyx ),( и yx и 0),( yxR 0),( xyR (5.40)
Л.А.Заде дает другое определение: 0),( yxR и

0),(0),( xyxy RR .
Справедливо устверждение. Любое совершенное
антисимметричное отношение является
антисимметричным отношением.
4. Нечеткое отношение R называется антисимметричной,
если
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1RR ; XyxxyRyxR ,,0),(),( (5.41)
Пример 5.27. Нечеткое отношение R-антисимметрично.

Таблица 5.26
R

y1 y2 y3 y4 y5
x1 0 0,8 0 0,3 0
x2 0 0 0,4 0 0
x3 0,6 0 0 0,2 0,9
x4 0 0,8 0 0 0,7
x5 0,9 0,1 0 0 0

5. Нечеткое отношение R- рефлексивно, если

1),(; xxХx R (5.42)

Пример 5.28. Нечеткое бинарное отношение R-
рефлексивно, если оно задано в виде:

Таблица 5.27
R

y1 y2 y3 y4 y5
x1 1 0 0,4 0,2 0
x2 0 1 0,5 0,7 0,8
x3 0,4 0,5 1 0,6 0,9
x4 0,6 0 0,2 1 1
x5 1 0,4 0,8 0,9 1

6. Нечеткое отношение R- слабо рефлексивно, если

XxxxRyxR ),,(),( (5.43)
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Это равносильное тому, что
Xxxxyx RR ),,(),( (5.44)

Пример 5.29.
Таблица 5.28

R
y1 y2 y3 y4 y5

x1 1 0,4 0,8 0,2 0,3
x2 0,5 1 0,6 0,4 0,8
x3 0,8 0,5 1 0,6 0,7
x4 0,4 0,1 0,5 0,8 0,1
x5 0 0,9 0,7 0,1 1

Нечеткое отношение R –слабо рефлексивно.
7. Нечеткое отношение R называется сильно рефлексив-
ной, если

Xxyxxx RR ,1),(,1),( (5.45)

Пример 5.30.

Таблица  5.29
R

y1 y2 y3 y4 y5
x1 1 0,7 0,4 0,1 0,7
x2 0,8 1 0,6 0,3 0,5
x3 0,6 0,8 1 0 0,9
x4 0 0,2 0,3 1 0,1
x5 0,7 0,6 0,4 0,1 1

Нечеткое отношение R-сильно рефлексивно.
8. Нечеткое отношение R-антирефлексивно, если
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XxxxR ,0),( (5.46)

Пример 5.31.

Таблица 5.30
R

y1 y2 y3 y4
x1 1 0,9 0,5 0,2
x2 0,8 0 0 1
x3 0,6 1 0 0,9
x4 0,7 0,8 0,4 0

Нечеткое отношение R-антирефлексивно.
9. Нечеткое отношение R-слабо антирефлексивно, если

Xxyxxx RR ),,(),( (5.47)
10. Нечеткое отношение R –сильно антирефлексивно, если

XyxyxRxxR ,),,(0;0),( (5.48)
Пример 5.32.

Таблица
5.31

а)                                                                                       б)
R –слабо рефлексивно R –сильно рефлексивно

y1 y2 y3 y4
x1 0 0,4 0,6 0
x2 0,2 0 0,7 1
x3 0,1 0,5 0,1 0,9
x4 0,3 0,1 0,8 0

y1 y2 y3 y4
x1 1 0 0 0
x2 0 1 1 0
x3 1 0 1 1
x4 0 0 0 0

R R
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11. Нечеткое отношение R удовлетворяет условию транзи-
тивности, если для

Xzyx ,,
),(),,(minmax),( zyyxzx RRR (5.49)

Это отношение можно записать в виде:

),(),(),( zyyxVzx RR
T

y
R (5.50)

где V-максимальное из значений, а -минимальное из
значений.
Пример 5.33.

Таблица 5.32

Рис. 5.10

Это нечеткое отношение транзитивно. Роведем
полную проверку:

Дуга )( 21xx
2,02,02,0)()( 1111 xxxx

001)()( 1221 xxxx
004,0)()( 1331 xxxx

1,01,04,0)()( 1441 xxxx

y1 y2 y3 y4
x1 0,2 1 0,4 0,4
x2 0 0,6 0,3 0
x3 0 1 0,3 0
x4 0,1 1 1 0,1

R
x1

x4

x3

x2

0,1
1

0,4
1

1
0,3

0,3

0,4

1
0,6

0,2
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2,02,0),(;2,01,0;0;2,0max 11 xx

Дуга )( 21xx
2,012,0)()( 1111 xxxx
6,06,01)()( 2221 xxxx
4,014,0)()( 2331 xxxx
4,014,0)()( 2441 xxxx

6,01),(;6,04,0;4,0;6,0;2,0max 21 xx
Дуга )( 31xx

2,04,02,0)()( 3111 xxxx
3,03,01)()( 3221 xxxx

3,03,04,0)()( 3331 xxxx
4,014,0)()( 3441 xxxx

4,04,0),(;4,04,0;3,0;3,0;2,0max 31 xx

Дуга )( 41xx
2,04,02,0)()( 4111 xxxx

001)()( 34221 xxxx
004,0)()( 4331 xxxx

1,01,04,0)()( 4441 xxxx

2,04,0),(;2,01,0;0;2,0max 41 xx

Дуга )( 12xx
02,00)()( 1112 xxxx
006,0)()( 1222 xxxx
003,0)()( 1332 xxxx
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01,00)()( 1442 xxxx
00),(;00;0;0;0max 12 xx

Проведя аналогичным образом подсчеты для дуг
)( 22xx ; )( 32xx ; )( 42xx ; )( 13xx ; )( 23xx ;
)( 43xx ; );( 14xx );( 24xx )( 34 xx и )( 44 xx , легко доказать,

что взятое нечеткое отношение R удовлетворяет (5.47) и
(5.48), т.е. оно транзитивно.
12. Нечеткое отношение R удовлетворяет условию слабой
транзитивности, если из 0),(;0),( zyRyxR следует

0),( zxR
13. Нечеткое отношение R удовлетворяет условию сильной
транзитивности, если из

0),(;0),( zyRyxR следует, что
),(),(;0),( zyRyxRyxR

14. Нечеткое отношение R удовлетворяет условию
сверхсильной транзитивности, если совместно с (  )
выполнено условие:

),(),(),(0),(;0),( zyRyxRzxRzyRyxR
15.Нечеткое отношение R удовлетворяет условию
ультраметрической  транзитивности, если из 0),( yxR ;

),(),(),(),(),(;0),( zyRyxRzxRzyRyxRzyR 16.
Нечеткое отношение R удовлетворяет условию линейной
транзитивности, если из

),(),(),(0),(;0),( zxRyxRzxRzyRyxR
17. Нечеткое отношение R удовлетворяет условию
метрической              транзитивности, если из

),(),(),(),(
),(0),(;0),(

zyRyxRzxRzyR
yxRzyRyxR
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18. Нечеткое отношение R удовлетворяет условию
отрицательной   транзитивности, если из

0),(0),(;0),( yxRzyRyxR
19. Нечеткое отношение R удовлетворяет условию
квазисерийности, если из

),(),(0),(;0),( zyRzxRzyRyxR
20. Нечеткое отношение R ациклической, если

Xxxx n,...,, 10 ; из
0),(,...,0),(;0),( 12110 nn xxRxxRxxR следует, что

0),( 0 nxxR
Другие формулировки свойств нечеткого
отношения можно найти в 32, 37,49
В заключении введем понятие транзитивности
замыкания нечеткого отношения.
Определение 5.23. Транзитивным замыканием
нечеткого отношение

......€ 21 kRRRR (5.51)

где нечеткое отношение kR определяется как RRk 1 ,
(к=1,2,…)
Теорема 5.1. Транзитивное нечеткое замыкание R€
любого нечеткого отношения R транзитивно им является
наименьшим транзитивным отношением, включающим R,
т.е. RR € и для любого нечеткого транзитивного
отношения Т такого, что TR , следует TR€ .
Из этой теоремы следует, что R транзитивно тогда и
только тогда, когда RR €.
Если множество Х состоит из n элементов, то

nRRRR ...€ 2 (5.52)
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В случае, когда R рефлексивно, то

112 ... nnn RRRRR
Откуда следует, что 1€ nRR .
Весьма полезным фактом является то, что -уровень
транзитивности замыкания соответствующего -уровня:

RR €€ для всех ]1;0[ (5.53)
Свойства операции транзитивного замыкания под-

робно рассматриваются в 32; 37; 49
Пример 5.34. Рассмотрим нечеткое отношение,

представленное в виде
Таблица 5.33

R                                                        R

а)
б)
Далее имеем:

Таблица 5.34

3R R4

y1 y2 y3 y4
x1 0,6 0,4 1 0,2
x2 0,1 0,7 0,3 0,8
x3 0 1 0,4 0,1
x4 0,6 0,3 0 0,9

y1 y2 y3 y4
x1 0,6 1 0,6 0,4
x2 0,6 0,7 0,3 0,8
x3 0,1 0,7 0,4 0,8
x4 0,6 0,4 0,6 0,9

y1 y2 y3 y4
x1 0,6 0,7 0,6 0,8
x2 0,6 0,7 0,6 0,8
x3 0,6 0,7 0,4 0,8
x4 0,6 0,6 0,6 0,9

y1 y2 y3 y4
x1 0,6 0,7 0,6 0,4
x2 0,6 0,7 0,3 0,8
x3 0,6 0,7 0,4 0,8
x4 0,6 0,6 0,6 0,9

тогда

и
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а) б)

Мы видим, что 34 RR и поэтому вычисления можно
прекратить. При этом

R R

а) б)

R

Поскольку RR3 , то это нечеткое отношение не
транзитивно.
Пример 5.35. Проведя аналогичные подсчеты легко
показать, что нечеткое отношение R, заданное в виде

Таблица 5.36
R

y1 y2 y3 y4
x1 0,6 0,4 0,1 0,2
x2 0,1 0,7 0,3 0,8
x3 0 1 0,4 0,1
x4 0,6 0,3 0 0,9

y1 y2 y3 y4
x1 0,6 0,7 0,6 0,8
x2 0,6 0,7 0,6 0,8
x3 0,6 0,6 0,4 0,8
x4 0,6 0,6 0,6 0,9

y1 y2 y3 y4
x1 0,6 0,7 0,6 0,2
x2 0,6 0,7 0,6 0,8
x3 0,6 1 0,4 0,8
x4 0,6 0,3 0,6 0,9

Таблица 5.35
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является транзитивным нечетким
отношением

Пример 5.36. Пусть заданы два нечетких отношения

Таблица 5.27

R R

а)                                                б)

Легко доказать, что 1
2
1 RR и 2

2
2 RR , т.е. 1R и 2R -

транзитивные нечеткие отношения. Подсчитав 12 RR и
2

12 RR легко убедиться, что 21
2

12 RRRR не
выполняется и следовательно 21 RR - не транзитивно.
Отсюда следует, что композиция двух транзитивных
отношений не всегда транзитивное отношение.

§5. Классификация нечетких отношений

Все типы нечетких отношений в зависимости от
свойств, которыми они обладают, могут быть разделены на

y1 y2 y3
x1 0,6 0,7 0,6
x2 0,6 0,7 0,6
x3 0,6 1 0,4

y1 y2 y3 y4
x1 0,5 0,9 0 0,5
x2 0 0,7 0 0
x3 0 1 0,1 0
x4 0 1 0,4 0
x5 0,7 0.9 0 0,5

y1 y2 y3 y4
x1 0,7 0 0 0
x2 0,8 1 0,6 1
x3 0 0 0,5 0
x4 0 0 0,2 0
x5 0,8 1 0,6 1
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три класса: 1) симметричные отношения, которые обычно
характеризуют сходство или различие между объектами
множества Х и представляются с помощью взвешенного
графа с неориентированными дугами; 2) антисимметрич-
ные отношения, которые задаются на множестве отноше-
ние упорядоченности, доминирование подчиненности. Им
соответствуют ориентированные взвешенные графы с од-
носторонней ориентацией дуг; 3) класс отношений состоит
из всех остальных отношений, которым соответствуют
взвешенные графы с двухсторонней ориентацией дуг, при-
чем веса противоположно направленных дуг в общем слу-
чае могут не совпадать.

Отношения каждого из классов, в зависимости от
выполнения условий рефлексивности или
антирефлексивности, могут быть разделены на подклассы.

Рассмотрим конкретные нечеткие отношения.
1. Нечеткое отношение предпорядка.
Определение 5.24. Нечеткое отношение предпорядка

называется бинарное нечеткое отношение, обладающее
свойством транзитивности и рефлексивности.

Сначала рассмотрим важную теорему.
Теорема 5.2. Если R- транзитивно и рефлексивно (т.е.

предпорядок), то

RRk к=1,2,2,… (5.51)
Доказательство. Из определения транзитивности

(5.49), елси 1),( xxR и поскольку RRR2 , то
согласно (5.29)имеем:

),(),(),(2 zyyxVzx RR
yR (5.52)

Правая часть содержит два равных члена
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),(),(),(),(),( zxzzzxzxxx RRRRR (5.53)

Поскольку в силу рефлексивности

1),(),( zzxx RR

Напомним, что R-транзитивное отношение, т.е.

),(),(),( zyyxVzx RR
y

R

и поэтому ),( zxR не меньше, чем
),(),( zyyx RR . Следовательно, ),( zxR -значение

правой части (5.52)и поэтому

RR2 (5.54)

Теорема 5.3. Если R-предпорядок, то

RRRR k €...2

Доказательство. Это следует из теоремы 5.2, формул
(5.48) и (5.54).

Пример 5.37. Рассмотрим предпорядок
}{ 54321 xxxxxE

Таблица 5.38
R

y1 y2 y3 y4 y5
x1 1 0,7 0,8 0,5 0,5
x2 0 1 0,3 0 0,2
x3 0 0,7 1 0 0,2
x4 0,6 1 0,9 1 0,6
x5 0 0 0 0 1
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Рис.5.11

Так как 1),( xxR , то R-рефлексивно. Докажем, что

RR2 . В силу (5.52) имеем:
Дуга )( 11xx

111)()( 1111 xxxx
007,0)()( 1221 xxxx

008,0)()( 1331 xxxx
5,06,05,0)()( 1441 xxxx

005,0)()( 1551 xxxx
1),(;10;5,0;0;0;0;1max 11 xx

Дуга )( 21xx
7,07,01)()( 2111 xxxx
7,017,0)()( 2221 xxxx

7,07,08,0)()( 2331 xxxx
5,015,0)()( 2441 xxxx

005,0)()( 2551 xxxx
;7,00;5,0;7,0;7,0;7,0max

Дуга )( 31xx
8,08,01)()( 3111 xxxx

3,03,07,0)()( 3221 xxxx
8,018,0)()( 13331 xxxx

5,09,05,0)()( 3441 xxxx
005,0)()( 3551 xxxx

8,0),(;8,00;5,0;8,0;3,0;8,0max 31 xx
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Дуга )( 41xx
5,05,01)()( 4111 xxxx
007,0)()( 4221 xxxx
008,0)()( 4331 xxxx

5,015,0)()( 4441 xxxx
005,0)()( 4551 xxxx

5,0),(;5,00;5,0;0;0;5,0max 41 xx
Дуга )( 51xx

5,05,01)()( 5111 xxxx
2,02,07,0)()( 5221 xxxx
2,02,08,0)()( 5331 xxxx
5,06,05,0)()( 5441 xxxx

5,015,0)()( 5551 xxxx
5,0),(;5,05,0;5,0;2,0;2,0;5,0max 51 xx

Дуга )( 12xx
010)()( 1112 xxxx
001)()( 1222 xxxx

003,0)()( 1332 xxxx
06,00)()( 1442 xxxx
002,0)()( 1552 xxxx

1),(;00;0;0;0;0max 12 xx
Дуга )( 22 xx

07,00)()( 2112 xxxx
111)()( 2222 xxxx

3,07,03,0)()( 2332 xxxx
010)()( 2442 xxxx
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002,0)()( 2552 xxxx
1),(;10;0;3,0;1;0max 22 xx

Продолжая подсчеты получаем, что

RR2

II. Нечеткое отношение подобия
Определение 5.25. Отношение подобия или нечеткое
отношение эквивалентности называется нечеткое бинарное
отношение, обладающее свойствами: транзитивности,
рефлексивности и симметричности. Очевидно, что это
симметричный предпорядок.

Пример 5.38.
Таблица 5.39

Из рисунка 5.12. видно, что нечеткое отношение R
симметрично, главная диагональ состоит из единиц,
поэтому R-рефлексивно и применяя (5.52) легко доказать,
что RR2 , т.е. R- транзитивно.

y1 y2 y3 y4 y5
x1 1 0,9 0,7 0,8 0,9
x2 0,9 1 0,7 0,8 1
x3 0,7 0,7 1 0,7 0,7
x4 0,8 0,8 0,7 1 0,8
x5 0,9 1 0,7 0,8 1

R

Рис.5.12
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Справедлива теорема 5.4. Пусть 21 EER есть
отношение подобия. Пусть также Ezyx ,, . Положим

byzzy
cxzzxaxyyx

RR

RRRR

),(),(
,),(),(;),(),(

(5.55)

Тогда

;ac или ;ca или aca (5.56)
Иными словами из величин a, b, c по крайней мере две
величины равны друг другу, а третья больше двух других.
Теорема 5.5. (теорема декомпозиция для отношений
подобия). Пусть R – отношение подобия в Е Е .
Тогда R можно разложить так:

10,RVR при
1221 RR

Приведем декомпозицию отношения R примера 5.38.
Имеем:

Таблица 5.40

а)                                                       б)

R0,8 R0,9

x1 x2 x3 x4 x5
x1 1 0,9 0,7 0,8 0,9
x2 0,9 1 0,7 0,8 1
x3 0.7 0,7 1 0,7 0,7
x4 0,8 0,8 0,7 1 0,8
x5 0,9 1 0,7 0,8 1

x1 x2 x3 x4 x5
x1 1 1 1 1 1
x2 1 1 1 1 1
x3 1 1 1 1 1
x4 1 1 1 1 1
x5 1 1 1 1 1

R R0,7
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в) г)

R1

д)
III. Нечеткое отношение порядка.

Определение 5.26. Нечетким отношением порядка
называется бинарное отношение, которое: 1)
рефлексивно (согласно (5.43)), 2) транзитивно
(согласно (5.50)), 3) антисимметрично (согласно
(5.42)).

Можно также дать следующее определение:
антисимметричное нечеткое отношение
предпорядка называется нечетким отношением
порядка.

x1 x2 x3 x4 x5
x1 1 1 0 1 1
x2 1 1 0 1 1
x3 0 0 1 0 0
x4 1 1 0 1 1
x5 1 1 0 1 1

x1 x2 x3 x4 x5
x1 1 1 0 0 1
x2 1 1 0 0 1
x3 0 0 1 0 0
x4 0 0 0 1 0
x5 1 1 0 0 1

x1 x2 x3 x4 x5
x1 1 0 0 0 0
x2 0 1 0 0 1
x3 0 0 1 0 0
x4 0 0 0 1 0
x5 0 1 0 0 1
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Пример 5.39. Легко проверить, что нечеткое
отношение К рефлексивно, транзитивно и
антисимметрично.

R1

Теорема 5.6. Каждое нечеткое отношение порядка
индуцирует порядок (в смысле теории множеств)
на своем универсуме посредством отношения.

),(),( xyyx RR (5.57)

Этот порядок будем обозначать xy .
Доказательство.
Достаточно рассмотреть обычный
антисимметричный граф, связанный с данным
нечетким отношением порядка.
Определение 5.27. Нечеткое отношение
называется полным порядком (или полностью
упорядоченным нечетким отношением), если

x1 x2 x3 x4
x1 1 0,7 0 0
x2 0,3 1 0 0
x3 0,4 0,5 1 0,2
x4 0 0 0 1
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соответствующий ему обычный граф представляет
полный порядок.
Кроме того, (по Л.Заде) оно называется
отношением линейного порядка, если этот
порядок совершенный.
Линейный порядок можно определить с помощью
более строгого условия антисимметричности.
Пример 5.40.

Таблица 5.41
R1

Рис.5.13

Используя обозначение xy
~

, если

),(),( xyyx RR
имеем 13

~
24 xxxx

Отметим, что различаются также нечеткое отношение
строгого и нестрогого порядка. При этом: транзитивное,
антирефлексивное и антисимметричное нечеткое отноше-

x1 x2 x3 x4
x1 1 1 1 0,8
x2 0 1 0 1
x3 0 0,8 1 1
x4 0 0 0 1
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ние называется нечеткое отношение строгого порядка, а
транзитивное, рефлексивное и антисимметричное нечеткое
отношение называется нечеткое отношение нестрогого по-
рядка.
Пример 5.41. Рассмотрим xRy , где Ryx,

xy

xy

xy

yxR если,

)(
11

1
если,0

),(

2

Это отношение представляет собой строгий и
совершенный порядок и при х=y; 0),( yxR .

IV. Отношение различия

Определение 5.28. Нечеткое бинарное отношение,
удовлетворяющее свойствам транзитивности,
антирефлексивности и симметричности называется
нечетким отношением различия, т.е. R - есть нечеткое
отношение различия, если:

1) EEzxzyyx ),(),,(),,( (5.58)
),(),(),( zyyxzx RRyR -(min-max)

2) 0),(;),( xxEEyx R (5.59)
3) ),(),(;),( xyxxEEyx RR (5.60)

Сравнивая свойства отношения подобия со
свойствами отношения различия, убеждаемся, что
справедливое для нечеткого отношения подобие условия
транзитивности (max-min), а условие рефлексивности на
условие антирефлексивности.
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Это означает, что  нечеткое отношение различия яв-
ляется дополнением по отношению к нечеткому отноше-
нию подобия. В терминах теории вероятностей это следует
понимать как два противоположных события.
Пример 5.41. Пусть R задано в виде

Таблица 5.42

R

Рис.5.14

Отметим, что приведенное нечеткое отношение R
совпадает с отношением подобия R в примере 5.38.

В качестве упражнения проверим (5.58) для
нескольких пар элементов. Дуга (х1х2)

1,01,00),()( 2111 xxxx
1,001,0),()( 2221 xxxx

3,03,03,0),()( 2331 xxxx
2,02,02,0),()( 2441 xxxx

1,01,01,0),()( 2511 xxxx
1,0)(;1,0]1,0;2,0;3,0;1,0;1,0min[ 21xxR

Дуга (х1х3)

3,03,00),()( 3111 xxxx

х1 х2 х3 х4 х5

x1 0 0,1 0,3 0,2 0,1
x2 0,1 0 0,3 0,2 0
x3 0,3 0.3 0 0,3 0,3
x4 0,2 0,2 0,3 0 0,2
x5 0,1 0 0,3 0,2 0
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3,03,01,0),()( 3221 xxxx
3,003,0),()( 3331 xxxx

3,03,02,0),()( 3441 xxxx
3,03,01,0),()( 3551 xxxx

3,0)(;3,0]3,0;3,0;3,0;3,0;3,0min[ 31xxR
и т.д.

V. Отношение сходства

Определение 5.29. Рефлексивное и симметричное нечеткое
отношение называется нечеткое отношение сходства, т.е.
если R – есть нечеткое отношение сходства, то

1),(;),( xxEEyx R и ),(),( xyyx RR

Пример 5.42. Нечеткое отношение R является отношением
сходства, так как оно рефлексивно и симметрично. Легко
показать, что оно не транзитивно.
Таблица 5.43

Отметим, что 1)
(min-max) – расстояние

на отношении сходства.
Если R есть отношение сходства, то его транзитивное

замыкание R€ есть отношение подобия. В таком случае
понятие (min-max) – расстояние, порожденного R можно
определить через расстояние, порожденного R€

х1 х2 х3 х4 х5

x1 1 0,1 0,8 0,2 0.3
x2 0,1 1 0 0,3 1
x3 0,8 0 1 0,7 0
x4 0.2 0,3 0,7 1 0,6
x5 0,3 1 0 0,6 1

R
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),(1),( € yxyxd RR (5.61)
Пример 5.43. Рассмотрим нечеткое отношение R из
примера 5.42. С помощью композиционной формулы
(5.29) можно подсчитать транзитивное замыкание R€. При
этом получим:

Таблица 5.44

2R х1 х2 х3 х4 х5 3R х1 х2 х3 х4 х5

x1 1 0,6 0,8 0,7 0,6 x1 0 0,4 0,2 0,3 0,4
x2 0,6 1 0,6 0,6 1 x2 0,4 1 0,4 0,4 0
x3 0,8 0,6 1 0,7 0,6 x3 0,2 0,4 0 0,3 0,4
x4 0,7 0,6 0,7 1 0,6 x4 0,3 0,4 0,3 0 0,4
x5 0,6 1 0,6 0,6 1 x5 0,4 0 0,4 0,4 0

а)                                                      б)
Далее определяем R€, так, что

),(1),( €€ yxyx RR
(5.62)

Наконец, имеем: 2,0),(;4,0),( 31€21€ xxdxxd
RR

,

......,3,0),(......,3,0),( 43€41€ xxdxxd
RR

и т.д.

2) (max-.) – транзитивное замыкание для отношения
сходства

Пусть R – отношение сходства. В некоторых случаях
предпочтительнее измерить расстояние между элементами
с помощью (max-.)

)],(),([),(2 zyyxzx RR
yR (5.63)

(max-.)- транзитивное замыкание отношения определяется
как
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...€ 32
xx

RRRR (5.64)

где RRRRk ... (к=1,2,3,...)
к-раз

Здесь точка над и К напоминает нам, что мы
имеем дело с (max-.) композицией.

Пример 5.44. Рассмотрим отношение сходства R из
примера 5.42. Для этого нечеткого отношения имеем:

Таблица 5.45

2R х1 х2 х3 х4 х5 3R х1 х2 х3 х4 х5

x1 1 0,3 0,8 0,56 0,3 x1 1 0,3 0,8 0,56 0,336
x2 0,3 1 0,21 0,6 1 x2 0,3 1 0,42 0,6 1
x3 0,8 0,21 1 0,7 0,42 x3 0,8 0,42 1 0,7 0,42
x4 0,56 0,6 0,7 1 0,6 x4 0,56 0,6 0,7 1 0,6
x5 0,3 1 0,42 0,6 1 x5 0,336 1 0,42 0,6 1

а) б)

Продолжая подсчеты легко доказать, что

5432
1

€ RRRRRR
3) (min-sum)-расстояние на отношении сходства

Определение 5.30. (min-sum)- расстоянием будем
называть величину

),(),( € yxyx
RR (5.65)
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Докажем, что эта функция удовлетворяет аксиомам
расстояния

1) 0),( yxR , так как ]1,0[),(€ yxR
2) ),(),( xyyx RR , поскольку нечеткое отношение

R€ симметрично.

3) 0),( xxR , поскольку нечеткое отношение R€

рефлексивно, откуда следует, что 0),(€ xx
R

.

4) Докажем справедливость условия:

),(),(),( zxzyyx RRR

Имеем:

),(),(),( €€€ zyyxzx
RRR

Откуда следует:

),(),(),(),(1

),(1),(1),(1

€€€€

€€€

zyyxzyyxV

zyyxVzx

RRRRy

RRyR

Это дает

),(),(),(
€€€

zyyxzx
RRyR

Откуда на основании

(5.65) следует справедливость (5.66).

Пример 5.45. Рассмотрим опять пример 5.42. В примере
5.44 подсчитано (max- ) , т.е. R€. Теперь (min-sum) –
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расстояние будет задаваться нечеткое отношение R€ , для
которого

),(1),(),( €€ yxyxyx
RRR (5.66)

Учитывая, что
Таблица 5.46

R€
х1 х2 х3 х4 х5 Так )( 53xx =0,58

x1 0 0,664 0,2 0,44 0,664 ),( 24 xx =0,4 и. т.д.
x2 0,664 0 0,58 0,4 0
x3 0,2 0,58 0 0,3 0,58
x4 0,44 0,4 0,3 0 0,4
x5 0,664 0 0,58 0,4 0

Теорема 5.7. Пусть R – нечеткое отношение сходства.
Тогда всегда справедливо включение

RR €€ (5.67)
т.е.

x,y; d(x,y) ),( yx (5.68)
Доказательство.
По условию (max-min) – транзитивности имеем:

),(),(),( zyyxzx RR
y

R

По условию (max- ) транзитивности имеем:

),(),(),( zyyxxx RR
y

R

но согласно условию

baba , если ]1,0[,ba .
),(),(),(),( zyyxzyyx RRRR

Откуда следует:
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),(),(),(),(
minmax

zyyxzyyx RR
y

RR
y

(5.69)

т.е. RRRR ,
где - означает (max- ) – композиция, а - означает (max-
min) – композиция. Отсюда RR €€ и следовательно

RR €€ .

VI. Отношение несходства

Определение 5.31. Антирефлексивное симметричное
отношение называется отношением несходства, т.е. если
R – отношение несходства, то

1) 0),(),( xxEExx R
2) ),(),(),( xyyxEEyx RR
Справедливо свойство: Если R – отношение сходства,

то R - отношение несходства и наоборот.
Теорема 5.8. Если R€ есть (max-min) –транзитивное

замыкание отношения сходства R, то R€ есть (min -max) –
транзитивное замыкание соответствующего отношения
несходства.

Доказательство. (max-min) транзитивное замыкание
выражается непосредством (5.29) и (5.21).

Поэтому ...€ 32 RRRR и

),(),(),( zyyxyx RR
yRR (5.70)

Тогда транзитивное замыкание (min-max)
записывается в виде:
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...)()( RRRRRRR (5.71)
Пусть R- отношение сходства, R€- отношение

подобия, R - отношение несходства и R - отношение
различия.

Тогда

RR€ (5.72)

Действительно, ранее установлено, что если R- (max-
min) транзитивность, то max)(minR - транзитивность.

Покажем теперь, что

max)(minmin)(max
RRRR (5.73)

Имеем:

),(),(),(

),(),(1),(1),(

zxzyyx

zyyxzxzx

RRRR
y

RR
R

RRRR

т.е. справедливо (5.73)
Теперь

RRRRRRR

RRRRRRRRRR

...)()(

...)()(...€ 32

(согласно (5.73)).

Пример 5.46. Отношение несходства R

),(),(),( zyyxzx RR
y

RR
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Таблица 5.47

VII. Нечеткое отношение ЕСЛИ-ТО

Пусть А и В нечеткие подмножества на универсумах
Х и Y. Для связи нечетких подмножеств А и В зададим на
различных областях рассуждений Х и Y вводится понятие
нечеткого условного утверждения (лингвистической
импликации), т.е. А==> при «ЕСЛИ А ТО В» [1].
Полученное импликацией отношение R выражается в
терминах кортезитивного произведения подмножеств А и
В, обозначенное как BAR с функцией
принадлежности

YyXxyxyxyx BABAR ;,)()(min),(),( (5.74)

(смотри определение 4.35, пример 4.16)
Может также встретиться вложение нечеткого отно-

шения. В этом случае имеем нечеткое отношение «ЕСЛИ
А, ТО ЕСЛИ В, ТО С». При этом нечеткое отношение

CBACBAR )( (5.75)
Нечеткая импликация может состоять из двух (или n-

го – конечного числа) импликаций; соединяющихся с
помощью соединений «ИЛИ (ИНАЧЕ)», «И» и т.д.
Пример 5.47. Пусть даны импликации

R х1 х2 х3 х4 х5

x1 0 0,7 0,4 0,9 0,1
x2 0,7 0 0,6 0,2 0,1
x3 0,4 0,6 0 0,4 0,3
x4 0,9 0,2 0,4 0 0,5
x5 0,1 0,3 1 0,5 0
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ЕСЛИ ,iА ТО ),1( niBi , где ,iА - нечеткие подмножества
из Y.

Результаты нечеткого отношения R вычисляется как
объединение отдельных нечетких отношений

),1( niRi .

n

i

n

i
iii BARR

1 1

(5.76)

причем

)(),(minmax),( yxyx
ii BA

i
R (5.77)

§6. Путь в конечном нечетком графе

Рассмотрим в конечном графе EEG
упорядоченный набор из r-элементов с повторениями или
без повторения

),...,,( 21 rxxxC , (5.78)

где ),1( rkExk , при условии

))1(,1(0)(:)(
11, rkxxx

kkkik iiRxi (5.79)

Упорядоченную ломанную (5.79) будем называть
путем из 1х в rх в графе G (или в отношении R).

С каждым видом пути (х1, х2, ..., хr) будем связывать
величину, определенную выражением

)(...

),()(),...,,(

1

322121 ,

Rr

ir

iiR

iiRxiRiii

xx

xxxxxxl
(5.80)
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Теперь рассмотрим все всевозможные пути, сущест-
вующие между двумя произвольными элементами

Exx ji .
Пусть )( ji xxС - множество таких путей. Определим

сильнейший путь )( ji xxC как

),(),(
21 jiiii

xx
ji xxxxxlxxl

r
ji

(5.81)

При этом длиной пути )( ji xxl будем называть число

на единицу меньше числа элементов, определяющих путь.
Рассмотрим несколько теорем.
Теорема 5.9. Если EER , то

),(),(;),( * yxlyxEEyx kR (5.82)
где ),( yxlk - сильнейший путь длиной «К», существующий
между x и y.
Доказательство. Достаточно рассмотреть (5.80) и (5.81), с
одной стороны, и композицию RRR .... - с другой
стороны, то получим справедливость (5.82). Фактически
речь идет об одной и той же (max-min) - операции,
представленной двумя различными способами.
Теорема 5.10. Пусть R€- транзитивное замыкание R, тогда

),(),(;),( € yxlyxEEyx R (5.83)
Доказательство. Справедливо (5.83) следует из
определений R€ и ),( yxl .
Теорема 5.11. Пусть n=card E. Если К-длина пути из ix в

jx и nk , то некоторые элементы пути входят в него
более одного раза, причем в этом пути имеется, по крайней
мере, один контур (замкнутый путь). Если этот (или эти)
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контур (ы) удалить, то полученный путь будет меньше или
равен n; можно также установить, что

),(),( ** yxnlyxl ik (5.84)

Теорема 5.12. Если EER и n=card Е, тогда

nRRRR ...€ 2 (5.85)

Доказательство. Утверждение теоремы непосредственно
следует из теоремы (5.10).
Пример 5.48. Рассмотрим отношение R.

Таблица 5.48

Рис.5.15
Определим сильный путь между различными

элементами нечеткого множества }{ 54321 xxxxxЕ .
Приведем результаты подсчетов на основании теоремы
(5.10).

Таблица 5.49
2RR

R х1 х2 х3 х4 х5

x1 0 0,9 0,4 1 0
x2 0 1 0 0,5 0
x3 0,6 0 0 0 0,7
x4 0 0,8 0 1 0
x5 0,4 0 0,8 0 0
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2R х1 х2 х3 х4 х5 2RR х1 х2 х3 х4 х5

x1 0,4 0,9 0 1 0,4 x1 0,4 0,9 0,4 1 0,4
x2 0 1 0 0,5 0 x2 0 1 0 0,5 0
x3 0,4 0,6 0,7 0,6 0 x3 0,6 0,6 0,7 0,6 0,7
x4 0 0,8 0 1 0 x4 0 0,8 0 1 0
x5 0,6 0,4 0,4 0,4 0,7 x5 0,6 0,4 0,8 0,4 0,7

а)                                                      б)

в)                                                    г)

4R 432 RRRR

0,4 0,9 0,4 1 0,4 0,4 0,9 0,4 1 0,4
0 1 0 0,5 0 0 1 0 0,5 0
0,4 0,6 0,7 0,6 0,4 0,6 0,6 0,7 0,6 0,7
0 0,8 0 1 0 0 0,8 0 1 0
0,6 0,6 0,4 0,6 0,7 0,6 0,6 0,8 0,6 0,7

д)                                              е)

5R R€
0,4 0,9 0,4 1 0,4 0,4 0,9 0,4 1 0,4
0 1 0 0,5 0 0 1 0 0,5 0
0,4 0,6 0,7 0,6 0,4 0,6 0,6 0,7 0,6 0,7
0 0,8 0 1 0 0 0,8 0 1 0

3R х1 х2 х3 х4 х5 х1 х2 х3 х4 х5

x1 0,4 0,9 0,4 1 0 x1 0,4 0,9 0,4 1 0,4
x2 0 1 0 0,5 0 x2 0 1 0 0,5 0
x3 0,6 0,6 0,4 0,6 0,7 x3 0,6 0,6 0,7 0,6 0,7
x4 0 0,8 0 1 0 x4 0 0,8 0 1 0
x5 0,4 0,6 0,7 0,6 0,4 x5 0,6 0,6 0,8 0,6 0,7

32 RRR
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0,6 0,6 0,4 0,6 0,7 0,6 0,6 0,8 0,6 0,7
5432€ RRRRRR

ж) з)

Проведем подробный подсчет величины пути
38,36).,( 431 xxl

1) 6,016,0),(),(),( 4113431 xxlxxlxxl
2) 4,014,07,0)(),(),(),( 11553432 xxlxxlxxlxxl
3) 5,05,09,06,0)(),(),(),( 422113433 xxlxxlxxlxxl
4) )()(),(),(),( 422211553434 xxlxxlxxlxxlxxl =
=0,7 0,4 0,9 0,5=0,4

Таким образом,

6,04,05,04,06,0
)()(),(),(),( 43443343243143

* xxlxxlxxlxxlxxl

С другой стороны ранее подсчитано, что
6,0),( 43€ xxR . Отсюда следует подтверждение

справедливости теоремы (5.10).
Отметим, что здесь отброшены замкнутые контуры

),,(и)(и),();,,( 4242244313 xxxlxxlxxlxxxl .
Легко проверить, что и при учете этих замкнутых контуров

6,0),( 43
* xxl

§7.Разложение на максимальные подотношения
подобия

Проблема разложения отношения сходства на макси-
мальные подотношения подобия, когда отношение сходст-
ва (или соответствующее понятие расстояния) не позволя-
ют получить классы подобия для расстояний меньших или
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равных заданному, связана с проблемой получения обык-
новенных максимальных плоских подграфов соответст-
вующих обычного графа.

Рассмотрим алгоритмы получения максимальных
полных подматриц или главных подматриц.

I. Алгоритм Мальгранжа. Описание этого алгоритма
требует введения некоторых понятий.
Определение 5.32. Полной подматрицей будем называть
подматрицу, все элементы которой равные единице.
Определение 5.33. основной подматрицей или же макси-
мальной полной подматрицей будем называть полную
подматрицу, которая не содержит другую полную под-
матрицу.
Определение 5.34. Покрытием булевой матрицы будем
называть множество полных подматриц, которые
покрывают все единичные значения этой матрицы.
Пример 5.49. Для матрицы M имеем следующие
основные подмножества:

Таблица 5.50

y1 y2 y3 y4 y5 y6 y7 y8
x1 0 1 0 1 1 1 0 1
x2 0 0 1 0 0 1 0 0
x3 1 0 0 0 1 0 0 1
x4 0 1 0 0 0 0 0 0
x5 1 0 0 0 0 1 1 1
x6 1 1 0 1 1 1 0 0

y1 y2 y4 y5 y6
x6 1 1 1 1 1

y2 y4 y5 y6 y8
x1 1 1 1 1 1

M
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Пусть К – множество строк, j-множество столбцов
булевой матрицы. Каждая полная подматрица
определяется упорядоченной парой обычных подмножеств

qp JK , где JJKK qjp . Можно показать, что

операции и , которые двум полным подмножествам

булевой матрицы M , скажем

1M определяется посредством 11JK

1M 2M 22 JK

MMM 21 - определенный упорядоченной
парой 2121 , JJKK

MMM 21 -определенный упорядоченной
парой 2121 , JJKK - есть внутренние операции на
множестве М полных подмножеств матрицы M .

Для формирования всех полных матриц покрытия

y2 y4 y5 y6
x1 1 1 1 1
x6 1 1 1 1

y8
x1 1
x3 1
x5 1

y6
x1 1
x2 1
x5 1
x6 -1

y3 y6
x2 1 1

y1 y6 y7 y8
x5 1 1 1 1

y1
x3 1
х5 1
x6 1

y1 y5 y8
x3 1 1 1

y2
x3 1
х4 1
x6 1
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pMMMC ,...,, 21 (5.87)
следует придерживаться следующих правил
1. Вычеркиваются все матрицы rM , содержащиеся

в других матрицах покрытия С.
2. К покрытию С добавляются подматрицы,

полученные применением операций и , ко всем парам

матриц rM и jM , входящих в покрытие (кроме полных
подматриц, которые уже содержатся в подматрицах
покрытия С, что исключает бесконечный процесс).

Пример 5.50. Найти основные подматрицы булевой
матрицы таблицы 5.42.

Этап 1. Выберем покрытие

1M ;

2M ;

3M ;

4M ;

5M ;

y2 y4 y5 y6 y8
х1 1 1 1 1 1

y3 y6
х2 1 1

y1 y5 y6
х3 1 1 1

y2
х4 1

y1 y6 y7 y8
х5 1 1 1 1
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6M ;

Этап 2 (второе правило) Подсчитаем объединения и
пересечения:

6212121 ;; yJJxxKK

85313131 ,;; yyJJxxKK

2414141 ;; yJJxxKK

86515151 ,;; yyJJxxKK

6542616161 ,,,;; yyyyJJxxKK

7M ; 8M ;

9M ; 10M ;

11M ;

323232 ;; JJxxKK

424242 ;; JJxxKK

y1 y2 y4 y5 y6
х6 1 1 1 1 1

y6
х1 1
х2 1

y5 y8
х2 1 1
х3 1 1

y2
х1 1
х4 1

y6 y8
х1 1 1
х5 1 1

y2 y4 y5 y6
х1 1 1 1 1
х6 1 1 1 1

y6
х2 1
х6 1
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65252521 ;; yJJxxKK 12M

6626262 ;; yJJxxKK 13M

434343 ;; JJxxKK

81535353 ;;; yyJJxxKK 14M

51636363 ;;; yyJJxxKK 15M

545454 ;; JJxxKK

2646464 ;; yJJxxKK 16M

61656565 ;;; yyJJxxKK 17M

Этап 3 (первое правило). Выпишем новое покрытие

17161514131211

1098765321

M,M,M,M,M,M,M
,M,M,M,M,M,M,M,M,MC (5.86)

4M содержится в 7M
Этап 4. (Второе правило). Подсчитаем объедине-
ния и пересечения.

186121521121 ,; MyJJxxxKK

196131621131 ,; MyJJxxxKK

y6
х2 1
х6 1

y1 y8
х3 1 1
х5 1 1
y1 y5

х3 1 1
х6 1 1

y2
х1 1
х6 1

y1 y6
х15 1 1
х0 1 1
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208141531141 ,; MyJJxxxKK

215151631151 ,; MyJJxxxKK

222161641161 ,; MyJJxxxKK

236171651171 ,; MyJJxxxKK

Этап 5. (Первое правило)
Выпишем все покрытия

2322212019181715

141110865321

,,,,,,,
,,,,,,,,,

MMMMMMMM
MMMMMMMMMC

Этап 6. (Втрое правило). Подсчитаем объединения и
пересечения

246191865211318 ;,; MyJJxxxxKK

2018653212018 ;;,; JJxxxxxKK

2118653212118 ;;,; JJxxxxxKK

2218654212218 ;;,; JJxxxxxKK

256231865212318 ;,; MyJJxxxxKK

24M 25M
Поэтому
Этап 7. (Первое правило). Выпишем все покрытия

242220191715

141110865321

,,,,,
,,,,,,,,,

MMMMMM
MMMMMMMMMC (5.87)

Перейдем теперь к нахождению максимального по-
дотношения подобия  с помощью алгоритма Мальгранжа.

В качестве примера рассмотрим обычный
симметричный граф на рис. 5.12.

Таблица 5.51
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a) b)

в)

Рис.5.16

Найдем основные подматрицы соответствующей бу-
левой матрицы (рис.5.14), которые составят ее покрытие.

Повторяя рассуждения, проведенные в примере 5.50,
получим:

111098761 ,,,,,, MMMMMMMC (5.88)

х1 х2 х3 х4 х5 х6 х1 х4 х6 х2 х3 х5

x1 1 1 1 1 0 1 5 x1 1 1 1 1 1 0 5
x2 1 1 0 1 0 1 4 x4 1 1 1 1 1 0 5
x3 1 0 1 1 0 0 3 x6 1 1 1 1 0 1 5
x4 1 1 1 1 0 1 5 x2 1 1 1 1 0 0 4
x5 0 0 0 0 1 1 2 x3 1 1 0 0 1 0 3
x6 1 1 0 1 1 1 5 x5 0 0 1 0 0 1 2
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При получении (5.88) исключены подматрицы 2M ,

3M , 7M и 5M как содержащиеся в других
подпокрытиях этого покрытия.

§8. Обратная задача для нечетких отношений

При моделировании нечетких систем часто
возникает необходимость определения входных
лингвистических переменных по заданным вы-
ходным при наличии нечетких рассуждений. К та-
ким задачам относится ряд задач диагностики не-
четких систем, задачи оптимального управления
нечеткой системой при заданном нечетком целе-
вом множестве, характеризующем критерий каче-
ства системы и т.д.

Рассмотрим два подхода к решению задач для
нечетких отношений с применением и - ком-
позиции и с применением и - композиции.

В §3 приведено понятие композиции нечеткие
отношений. По аналогии приведем понятие -
композиции.
Определение 4.35. Если YXR1 ZYR2 - не-
четкие отношения, то - композицией отношений

1R и 2R будем называть отношение, определенное с
помощью функции принадлежности

),(),(),(
2121

zyZyxzx RR
Yy

RR

(5.89)
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где ]1,0[,ba , операция определяется как

bab
bаbac если,

если,1

(5.90)
Отметим, что если ]1,0[,ba , bac является

наибольшим элементом в ]1,0[ таким, что bca ,
то справедливо неравенство bbaa )( . Если

]1,0[,, dba , то легко проверить, что
dabaa )( и ,)( badba а также

bиаa )( .
Используя данные соотношения, можно дока-

зать следующие свойства нечетких отношений:

)( 21
1

21 RRRR
(5.91)

11
2112 )( RRRR
(5.92)

21221
1

2 )( RRRRRR (5.93)

21

11
211 ( RRRRRR (5.94)

В работе [26] показано, что обратное решение задачи
для нечетких отношений базируется на двух теоремах.
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Теорема 5.13. Пусть zXRRYXR ,, 211 -
нечеткие отношения, то если ZY - множество
нечетких отношений 2R , то Ø, тогда и только

тогда, когда 21
1

12 RRRR является наибольшим
элементом .
Теорема 5.14. Пусть ZXRR ,21 и ZYR2 -
нечеткие отношения: тогда, если YX , - множество
нечетких отношений, то 0 тогда и только тогда, когда

11
2112 RRRR ; R2 – является наибольшим

элементом .
Если композиция нечетких отношений определяется через
минимакс, то рассмотренные теоремы могут быть
заменены двойственными.
Определение 5.36. Если ZYRYXR 21 ; нечеткие
отношения, то -композицией двойственной -
композицией будем называть нечеткое отношение

ZXQRRQ ,21 , нечетких отношений R1 и R2,
которое определяется с помощью функции
принадлежности

),(),(),(
21

zyyxzx RR
Yy

Q ,        (5.95)

где ]1,0[,ba операция определяется как

ba
babbac если,0

если,

Двойственные теоремы для -композиции можно
сформулировать следующим образом.
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Теорема 5.15. Пусть 1R и Q – нечеткие отношения, тогда
если ZYF - множество нечетких отношений

FR2 таких, что QRR 21 , то F 0 тогда и только

тогда, когда FRQRR 2
11

22 ;€ является
наименьшим элементом F.
Теорема 5.16. Пусть ZXQ и ZYR2 -
нечеткие отношения, тогда, если YXF - множество
нечетких отношений, таких что QRR 21 , то 0F тогда

и только тогда, когда FQRR
11

12€ , Q€ является
наименьшим значением .

Из теорем 5.13, 5.14 видно, что -композиция
позволяет определить верхнюю грань подмножества
решений обратной задачи для нечеткого отношения.
Нижняя граница решений определяется с помощью -
композиции.

Определение 5.37. Если ZYRYXR 21 , -
нечеткие отношения, то -композицией

ZXQRRQ ,21 нечетких отношений R1 и R2

определяется через функции принадлежности
),(),(),(

21
zyyxzx RR

Yy
Q ,          (5.96)

где ]1,0[,ba операция определяется как

ba
babac если,

если,0

Нижняя грань ZX может быть найдена из
условия

QRRR 1
21€ (5.97)

Рассмотрим второй подход к решению обратной
задачи для нечетких отношений [64].
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Пусть ),1()};,1({ njyYmixX ji - счетные
множества, аij, bj и rij- степени принадлежности элементов
нечеткого множества А,В и нечеткого отношения R-
соответственно. Композиционное правило вывода имеет
вид:

BRА (5.98)
Введем понятия и - композиций.
Пусть Р,q [0,1], тогда -композицию определим

соотношением:

qp
qpq

qpq
qp

если
если],1,(

если,
,

а -композицию из условия

qpq
qpqqp если],1,[

если),;0[

Пусть

jijijjijij brbrU ~; , а

}/{если,
}/{если,

ij
ijijk

ij Uii
UiiU

Тогда функция принадлежности нечеткого
подмножества ia~ будет лежать в интервале a~ , который
определяется из условия:

Kk

kaa ~~ , где

ji

k
ij

ji Ji

k
nj

k
ij

k ikKa ,/;...,,~
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Нетрудно показать, что ii aani ~);,1(
Кроме того, верхняя и нижняя грани a~ совпадают с

верхней и нижней гранями
a~ и a€~ вычисленных с помощью и - композиций

a€~ (R B) a~ a€~ = R B
Применение и ~ -композиций удобно в случае,

когда нечеткое отношение R имеет малую размерность. В
схеме нечетких рассуждений удобно принять и -
композиции, позволяющие определить не нечеткими
матрицами, а векторными значениями функций
принадлежности.

Пример 5.52. Пусть задана система нечетких
рассуждений:

Если maaa 11211 ...,,, , то 1b иначе

maaa 22221 ...,,, , то 2b иначе
.................................................

nmnn aaa ...,,, 21 ,то nb иначе,
где jij ha - значения контролируемых Л.П., Wui -

значения исправляемых Л.П., ib - значения выходных Л.П.
Пусть также определено множество управляемых значений
Л.П. на базовом множестве Z.

Значениям Л.П. iiij uba ,, соответствуют нечеткие
подмножества

]1,0[:,,, ZZYX
iiiij uuBjA

Приведенная схема нечетких рассуждений может
соответствовать, например, описанию процесса лечения
больного. Здесь Ui – нечеткие подмножества, элементами
которых являются виды терапии. ijA -параметры,
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характеризующие состояние больного; iB -нечеткие
интегральные оценки состояния больного – критерий
качества болезни. В качестве таких критериев могут
использоваться типы оценок самочувствия. Пусть
требуется перевести больного в новое состояние B -
желаемое значение нечеткого критерия. При этом
необходимо определить, к какому виду терапии наиболее
чувствителен больной. В данном случае степень
нечувствительности больного будет оцениваться разницей
между верхней u~ и нижней u€~ границами множества
нечетких подмножеств ZF , являющейся решением
обратной задачи в соответствии с нечеткой информацией,
содержащейся в схеме нечетких рассуждений Л.П. Следует
отметить, что на управляемые Л.П. можно положить
нечеткое ограничение Z . Композиционное правило
в данном случае примет вид:

ji jj
iiiijj BUUBACB (5.99)

где jj XCZU , - нечеткие подмножества,
соответствующие новым значениям Л.П., jj hcWu , .
Используя основные свойства нечеткого множества можно
показать, что

RUB (5.100)
где

ji
jij

ji
iii CAPossBUR ,

iBBi iiBi
yB ,
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В данном случае нечеткие подмножества u~ и u€~
можно определить с помощью и - композиций, но для
этого необходимо определить нечеткое отношение R.

Рассмотрим метод вычисления u~ и u€~ с помощью и
-композиций из теоремы 4.14 имеем:

Ii
ii

Ii
ii

BU

BBUBRu~

(5.101)

и поскольку

Ii
ii

Ii
ii BBUBBUBR ,

то

uuBBUuu
Ii

ii
~~~€~ (5.102)

Если iBIi ; являются детерминированными
значениями или одноэлементными множествами,
имеющими функцию принадлежности, равную 1, то

BBBBBBIi iii;
Рассмотренные методы решений обратной задачи с

помощью и -композиций могут применяться при
анализе чувствительности логико-лингвистических
моделей.
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ГЛАВА VI. НЕЧЕТКАЯ ЛОГИКА

Логика – есть представление механизмов мышления,
которая всегда строга и может быть формальной, но не не-
четкой. Математики, исследовавшие эти механизмы мыш-
ления, установили, что существует не одна логика (напри-
мер, Булева), а столько, сколько мы пожелаем, так как всё
определяется выбором соответствующей системы аксиом.
При этом все утверждения, построенные на этой основе,
должны строго, без противоречия увязаны друг с другом
согласно правилам, утвержденные в этой системе аксиом.

Следует отметить, что если булева алгебра связана с
булевой теорией на четких множествах, то нечеткая логика
связана с теорией нечетких множеств. Поэтому, если в ка-
честве элементов (переменных) четкого множества, на ко-
тором при помощи четких операций (в частности, опера-
ций сложения, умножения и отрицания) строится четкая
логика (в частности, четкая алгебра Буля), берутся произ-
вольные четкие высказывания, то в качестве элементов
(переменных) нечеткого множества, на котором при по-
мощи (также) четких операций строится нечеткая логика
можно взять значения функций принадлежности (характе-
ристических функций) элементов нечетких множеств. При
этом, если высказывания принимают одно из двух значе-
ний И (истина) и Л (ложь) (которым в математической ло-
гике сопоставляются численные значения «1» или «0»), то
характеристические функции нечетких множеств могут
принимать значения из 0,1 . Поэтому в отличии от четкой
логики, в нечеткой логике значения характеристических
функций нечетких множеств можно рассматривать как вы-
сказывания, принимающие значения (нечеткой истины)
НИ и (нечеткой лжи) НЛ, которым в нечеткой математиче-
ской логике сопоставляются значения из 0;0,5) для НЛ и
0,5;1 для НИ. Эти понятия будут более конкретизирова-
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ны, если в качестве нечетких множеств рассматривать не-
четкие множества конкретного -уровня ( 0,1 ). При
этом эстетике -уровня сопоставляются значения из ;1 ,
а лжи -уровня  сопоставляется  значение из 0; ).

§1. Равносильность формул алгебры характеристик
нечеткого множества

Пусть х- элемент универсального множества Е и А, В,
… - нечеткие подмножества этого универсального множе-
ства и пусть

[0,1],...~,~),...;(~),(~ baxbxa
BA

(6.1)

При этом величины ,...~,~ ba во всей главе будем назы-
вать характеристиками нечеткого множества. В соответст-
вии с главой III определяются операций (логические опе-
рации) на величине ba ~,~ …

)~,~(min~~ baba (6.2)
)~,~(max~~ baba (6.3)

aa ~~ 1 (6.4)
)~~()~~(~~ bababa (6.5)

Определение 6.1. Всякую характеристику нечеткого
множества, состоящую из некоторых исходных характери-
стик нечеткого множества посредством применения логи-
ческих операций (6.2)-(6.5) будем называть формулой ал-
гебры характеристик нечеткого множества.

Исходными характеристиками нечеткого множества
могут быть значения функций принадлежности элементов
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нечетких подмножеств заданного универсального множе-
ства.

Используя свойства множества нечетких подмно-
жеств можно записать следующие равносильности:

baba

baba
~~~~

~~~~
коммуникативность

)~~(~~)~~(

~~(~~)~~(

cbacba

cbacba
ассоциативность

aaa
aaa

~~
~~~

иденпотентность

)~~()~~()~~~(~

~~()~~()~~(~

cabacba

cabacba
дистрибутивность

00~a (6.14)
00~a (6.15)
aa ~1~ (6.16)
11~a (6.17)
aa ~~ (6.18)

baba

baba
~~~~

~~~~
теоремы де Моргана

Доказательства всех этих формул тривиальны, за исключе-
нием формул (6.12), (6.13), (6.19) и (6.20).
Докажем (6.12). Предположим, что значения величин ba ~,~

и c~ могут находиться в отношениях, определяемых сле-
дующими тремя различными порядками:

1) 1~~~0 cba ; 2) 1~~~0 acb и
3) 1~~~0 bac (6.21)

(6.6)
(6.7)

(6.8)
(6.9)

(6.10)
(6.11)
(6.12)
(6.13)

(6.19)
(6.20)
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Имеем:
1) acacbacba ~)~,~(min)]~,~(max,~[min)~~(~ (6.22)

aaacabacaba ~)~,~max()~,~(min),~,~([minmax)~~()~~( (6.23)
2) ccacbacba ~)~,~(min)]~,~(max,~[min)~~(~ (6.24)

ccbcabacaba ~)~,~max()~,~(min),~,~([minmax)~~()~~( (6.25)
3) abacbacba ~)~,~(min)]~,~(max,~[min)~~(~ (6.26)

acacacacaba ~)~,~max()~,~(min),~,~([minmax)~~()~~( (6.27)

Аналогично, можно доказать справедливость формулы
(6.13).
Докажем теорему де Моргана (6.19).
Пусть

aba ~1]~1,~1[max (6.28)
aba ~~,~min (6.29)

1~~1]~,~[min]~1,~1[max aababa (6.30)

Тогда
]~,~[min1]~1,~1[max baba (6.31)

или

baba ~~~~ (6.32)

Замечание 6.1. За исключением двух свойств

0~~ aa и 1~~ aa ,                         (6.33)
для которых, кроме случая 0~a или 1~a , соответст-
вующие соотношения для нечеткого множества не выпол-
няются, т.е., кроме свойства (6.6)-(6.20)
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0aa ~~ и 1aa ~~
составляют все свойства бинарной булевой алгебры.
Из-за этих исключений структура, определяемая на мно-
жестве переменных ,...~,~ ba операциями « , и -» не мо-
жет рассматриваться как алгебра в том смысле, в каком
этот термин употребляется в современной математике. По-
этому, следует отдавать себе отчет в том, что слова «ал-
гебра» как и многие другие математические термины не
всегда употребляются в одном и том же смысле.
Отметим также законы двойственности.
Определение 6.2. Операции и будем называть двойст-
венными друг от друга.
Определение 6.3. формулы m и m* , будем называть двой-
ственными, если одна получается из другой заменой каж-
дой операции на двойственную.

§2. Характеристическая функция  характеристик не-
четкого множества и ее полиномиальные формы

Определение 6.4. Функцию ,...)~,~( baf , зависящую от ха-
рактеристик нечеткого множества, будем называть харак-
теристической функцией характеристических переменных,
если областью значений является отрезок [0;1], т.е., если

1,...)~,~(0 baf (6.34)

Теорема 6.1. Если ,...)~,~( baf зависит от характеристик не-
четкого множества, связанных между собой операциями
« , или -», то она удовлетворяет условию (6.34).
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Доказательство. Утверждение теоремы очевидно, так как в
силу справедливости соотношений (6.6)-(5.20) применение
к ]1,0[,...~,~ ba операций « , или -» не может дать резуль-
тат, выходящий из [0,1].

В отличии от  булевых функций, для систематическо-
го анализа характеристических функций от характеристик
нечеткого множества нельзя воспользоваться методом со-
поставления таблиц истинности. Они не поддаются упро-
щению так легко, как булевы функции, поскольку не обла-
дают свойствами (6.33). По этой же причине эти функции
нельзя представить в нормальной дизъюнктивной форме (с
помощью минитермов) или в нормальной конъюнктивной
форме (с помощью минитермов). Но иногда с помощью
свойств (6.6)-(6.20) можно провести определенное число
упрощений характеристической функции характеристик
нечеткого множества.

Рассмотрим несколько примеров таких упрощений:
1) aababaabaf ~1~)~,1(~)~~(~)~,~( (6.35)
согласно (6.12) и (6.16). Итак abaa ~)~~(~ - это так назы-
ваемое свойство поглощения.

Аналогично можно показать, что abaa ~)~~(~ -это
двойственная форма свойства поглощения.
2) )~~(~)]~~(~[)~~~()~,~,~( cbacbacbacbaf

)~~(~)~~()~~()~~~( cbacabacba
acbcb ~)~~()~~( (6.36)

согласно свойству поглощения для (1) и (5) и для (2) - (4).
Заметим, что различных булевых функций при n различ-
ных переменных равно 2(2n). В случае n-го числа характе-
ристик нечеткого множества, число характеристических
функций, составленных произвольным образом из этих n
переменных операций « , и »также конечно.
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Замечание 6.2. Операцию можно выразить через опера-
цию и операцию и наоборот. Действительно:

babababa ~~)~~max(1)~,~min(~~ (6.37)
Это другой способ представления закона (6.19). То же
можно сделать для второго закона де Моргана (6.20).
Таким образом, достаточно использовать операторы « и
» или операторы « и », чтобы представить любую ха-
рактеристическую функцию характеристик нечеткого
множества, содержащую символы « , и », хотя выраже-
ния становятся очень громоздкими.
Следует отметить, что в булевой алгебре для того, чтобы
представить произвольную булеву функцию, достаточно
одного оператора.
Рассмотрим оператор Шеффера:

bababa (6.38)
Поскольку

bbaababa )( (6.39)

)()( bababaaa (6.40)

)( aaa (6.41)
Оператор Пирса:

bababa (6.42)

)()( babababa (6.43)

)()( bbaababa (6.44)

aaa
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От булевых  функций, использующих оператор пирса,
можно перейти к выражениям, содержащим оператор
Шеффера и наоборот:

)()()()()()( bbaabbaabbaabababa (6.45)

)()( bababababa
)()()()( babababa (6.46)

Для характеристик нечеткого множества определяем также
операторы:

Шеффера: bababa ~~~~~~ (6.47)
Пирса: bababa ~~~~~~

Любую характеристическую функцию характеристик не-
четкого множества можно записать с помощью только од-
ного из этих операторов. Имеем:

1) bbaababa ~~~~~~~~ (6.48)

babababa ~~~~~~~~ (6.49)

aaa ~~~ (6.50)

2) babababa ~~~~~~~~ (6.51)

bbaababa ~~~~~~~~ (6.52)
aaa ~~~ (6.53)

Используя формулы (6.45) и (6.46) можно перейти от опе-
ратора Пирса к оператору Шеффера и наоборот.
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В качестве примера рассмотрим, как записать не слишком
сложную характеристическую функцию нечеткого множе-
ства, используя, оператор Шеффера:

ccccbbaa

ccccbbaaccccbbaa

ccbbaacbacbaf

~~~~~~~~

~~~~~~~~~~~~~~~~

~~~~~~~~~)~,~,~(

(6.54)

Это очень сложное выражение для такой простой функции
как cba ~~~

Для изучения булевых бинарных функций можно исполь-
зовать так называемую таблицу истинности, в которой би-
нарным переменным придаются все возможные значения и
выписываются соответствующие значения функции.
Чтобы изучить характеристическую функцию, зависящую
от одной характеристики нечеткого множества a~ , рас-
смотрим ее значение в следующих двух случаях:

aaaa ~~,~~ (6.55)
Для изучения характеристической функции двух перемен-
ных a~ и b~ рассмотрим ее значение в следующих восьми
случаях:

baabbaab

baabbaababba

abbaabbaabba

~~~~;~~~~
;~~~~;~~~~;~~~~
;~~~~;~~~~;~~~~

(6.56)

Для изучения характеристической функции, зависящей от
трех характеристик a~ ,b~ и c~ рассматривается 48 случаев,
выписанных для экономии места без знака и символа ~.
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Наконец, для изучения функции n переменных рассматри-
вается n

nP 2 случаев, где !nPn

Рассматривая соотношения (6.55), (6.56) можно установить
эффект аксимметриии, возникающей из-за того, что,
если yx ~~ , то xy ~~

Пример 6.1. Перечислим значения функции

bbaaabaf ~~~~~~,~

Представим результаты в таблице 6.1

aa ~~ bba ~~~ bbaaa ~~~~~

a~ b~ b~ a~ a~ a~ a~

a~ b~ b~ a~ a~ a~ a~

a~ b~ b~ a~ a~ a~ a~

a~ b~ b~ a~ a~ a~ a~

b~ a~ a~ b~ b~ b~ b~

b~ a~ a~ b~ b~ b~ b~

b~ a~ a~ b~ b~ b~ b~

b~ a~ a~ b~ b~ b~ b~

Определение 6.5. Функции f1 и f2 от характеристик нечетко-
го множества будем называть равносильными (тождест-
венными), если они имеют одну и ту же таблицу значений,
включающие всевозможные случаи.
Определение 6.6. Операции, проводимые над характери-
стиками нечеткого множества от « , и » будем называть
смешанными операциями. В число таких операций входят:
Умножение:
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ba ,                                  (6.57)
для которого легко проверить, справедливость свойства:

если
]1,0[~],1,0[~ ba , то ]1,0[ba (6.58)

и суммирование

bababa ~~~~~€~ (6.59)

Здесь тоже сохранятся свойства (5.60).
Определение 6.7. Характеристическую функцию от харак-
теристик нечеткого множества, полученную в результате
подтверждения характеристик нечеткого множества сме-
шанным операциям будем называть смешанной функцией
характеристик нечеткого множества.
Например:

cbcabacbaf ~€~~€~~€~~,~,~ (6.60)

есть смешанная  характеристическая функция характери-
стик нечеткого множества.
Замечание 6.3. С помощью таблицы перечисления для n
переменных можно определить

nnnN 2!2 (6.61)
различных характеристических функций от характеристик
нечеткого множества. Таким образом, при

3842!4

482!3

82!2

22

842;4

632;3

65536422;2

4212;1

4

3

2

Nn

Nn

Nn

Nn
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Только незначительную часть всех этих функций со-
ставляют характеристические функции характеристик не-
четкого множества, представленные с помощью операций

и на переменных ,...~,~,...,~,~ baba
Определение 6.8. Характеристическую функцию характе-
ристик нечеткого множества будем называть аналитиче-
ской, если ее можно выразить, используя лишь операции
и , а переменные ...,~,~ ba и обозначим ,...~,~ baf .

С помощью двойственных законов дистрибутивности
(6.12), (6.13) любую характеристическую функцию харак-
теристик нечеткого множества ,...~,~ baf можно предста-
вить в полиномиальной форме относительно операций и

.
Пример 6.2. Пусть

cbabacbaf ~~~~~~,~,~ (6.62)
Эта функция записана в полиномиальной форме от-

носительно .
Используя закон (6.13), функцию (6.62) можно пре-

образовать в полиномиальную форму относительно .

cbbbabcabaaacbaf ~~~~~~~~~~~~~,~,~ (6.63)

Пример 6.3.

cbacbacbacbaf ~~~~~~~~~~,~,~

Поскольку третий член поглощается вторым, исполь-
зуя закон (6.12), получим выражение:

cbcacbaf ~~~~~,~,~ ,
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которое дает полиномиальную форму относительно .

Определение 6.9. Пусть характеристическая функция
от характеристик нечеткого множества ,...~,~ baf выража-
ется в полиномиальной форме относительно . Одночлен
такой полиномиальной формы называют максимальным
(собственным), если он не поглощается никаким другим
одночленом этой полиномиальной формы. Аналогичное
определение дается относительно .

Определение 6.10. Всякая полиномиальная форма от-
носительно , состоящая только из максимальных одно-
членов по , называется приведенной полиномиальной
формой относительно .

Замена в примере (6.2) на и в примере 6.3.
,наоборот,  приводит к определению приведенной полино-
миальной формы относительно .

Аналитические функции ,...)~,~( baf могут соответст-
вовать несколько приведенных полиномиальных форм.

Например, следующие две полиномиальные формы:
babaaabaf ~~~~~~),~(

~
(6.64)

и

bababaf ~~~~),~(
~

(6.65)

соответствует одной и той же аналитической функции, что
можно проверить как на примере 6.1. Для любой аналити-
ческой функции характеристик нечеткого множества су-
ществует по крайней мере одна приведенная полиномиаль-
ная форма относительно и по крайней мере одна приве-
денная форма полиномиальная форма относительно .

Пример 6.4.
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cbcccbbbcabacbaf ~~~~~~~~~~~~)~,~,~(
~

cbbacbaf ~~~~)~,~,~(
~

Характеристические функции характеристик нечетко-
го множества могут быть тождественны. Достаточное ус-
ловие тождественности двух характеристических функций
является возможность приведения их к приведенной поли-
номиальной форме относительно или . Необходимое и
достаточное условие состоит в том, чтобы у этих функций
была одна и та же таблица значений.

Теорема 6.2. Число различных приведенных полино-
миальных форм относительно n переменных конечно и
равно верхней грани числа различных аналитических ха-
рактеристических функций n характеристик нечеткого
множества.

Эти приведенные полиномиальные формы представ-
лены как элементы свободной дистрибутивной решетки с
2n образующими. С этим понятием можно ознакомится по
работе [43].

Перечисление всех приведенных форм n –го числа
характеристик нечеткого множества – нелегкая проблема.
Для одной переменной это тривиально. Имеем:

aaaaaa ~~;~~,~,~ (6.66)

т.е. четыре приведенных форм. Заметим, что aa ~~
нужно отметить, например, от a~ , поскольку

aaa ~~~ , если aa ~~ и aaa ~~~ , если aa ~~ .
Для двух переменных сделать это уже очень сложно.
Рассмотрим перечень всех возможных различных

приведенных полиномиальных форм )~,~(
~

baf относительно

: (для удобства обозначим bbaa ~,~ и т.д.).
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1.Формы )~,~(
~

baf , содержащие один одночлен:

1 а(1)    1 2 )(5aa 1 2 3 baa (11)
2 a (2)    1 3 a b(6)   1 2 4 baa (12)
3 b(3)       1 4 )(7ba 1 3 4 bba (13)
4 b (4)     2 3

2 4
3 4

)(8ba 2 3 4
)(9ba
)(10bb

1 2 3 4

bba (14)

bbaa (15)

Здесь имеется 15 приведенных форм, состоящих из
одного одночлена.

2. Аналогичным образом легко подсчитать, что число
форм ),~(

~
baf , содержащих два одночлена (где ни один из

этих одночленов не поглощает другой) равно 55; для форм,
содержащих по три одночлена и по четыре одночлена эти
числа соответственно равны: 64 и 25.

3.Формы ),~(
~

baf , содержащих по пять одночленов:

(1 2) (1 3)
(1 4)
(2 3)
(2 4)

)( aa (а b) )( ba )( ba )( ba

(1 2) (1 3)
(1 4)
(2 3)
(3 4)

(1 2) (1 3)
(1 4)
(2 4)

)( aa (а b) )( ba )( ba )( bb

)( aa (а b) )( ba )( ba )( bb
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(3 4)
(1 2) (1 3)

(2 3)
(2 4)
(3 4)

(1 2) (1 4)
(2 3)
(2 4)
(3 4)

(1 3)
(1 4) (2 3)

(2 4)
(3 4)

)( aa (а b) )( ba )( ba )( bb

)( aa )( ba )( ba )( ba )( bb

(а b) )( ba )( ba )( ba )( bb

Существует шесть приведенных форм, содержащих
пять одночленов.

4.Имеется одна форма, содержащая шесть одночле-
нов.

(1 2) (1 3)
(1 4) (2 3)
(2 4) (3 4)

)( aa (а b)
)( ba )( ba )( ba )( bb

Всего имеется 166 приведенных форм.

§3. Анализ, логическая структура и синтез характери-
стических функций  характеристик нечеткого

множества

Разобьем [0;1] на m попарно граничащих интервалов,
замкнутых слева и открытых справа, кроме последнего:



256

[0;1]=[0;d1) ]1[...);[ 121 mm (6.67)

Найдем условия, при которых характеристическая
функция от n характеристик

niaaaaf in ,...,2,1],1,0[,,...,, 21 (6.68)

будет принадлежать интервалу ),1()[ -1k nkk .

Для достижения поставленной цели рассмотрим от-
дельные конкретные формы характеристической функции,
зависящей от трех характеристик нечеткого множества
(конкретнее характеристик трех нечетких подмножеств
универсального множества).

I. Пусть

)~~~()~~()~,~,~(
~

cbabacbaf (6.69)

Найдем условия, при которых

1k kacbaf )~,~,~(
~

(6.70)

Так как правая часть (6.74) состоит из двух элемен-
тов, то следует брать наибольший из них.

Гипотеза 1:

cbaba ~~~)~( (6.71)

Из нее следует:
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1k kba ~~ (6.72)

или же

1k kba )~;~min( (6.73)
и

1k kba )~1;~1min( (6.74)

Поскольку a~ и b~ нельзя располагать произвольно от-
носительно друг друга, то необходимо, чтобы

1
~1 ka и 11 kb

ka~1 и kb1

Это можно переписать в виде:

11~
ka и 11 kb

ka 1~ или/и kb 1~

Гипотеза 2:

cbaba ~~~~~ (6.79)

Отсюда следует:

kk cba ~~~
1

или же

kk cba )~,~,~min(1 (6.80)

и
(6.75)

(6.76)

(6.77)

(6.78)
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или

kk cba ~)1,~,~min(1 (6.81)

Поскольку ba ~,~ и c~ нельзя рассматривать произволь-
но относительно друг друга, то прежде всего необходимо,
чтобы

kkk

kkk

с-ba

с-ba
~1и~и;~

~1и~и~
111 (6.82)

Это можно переписать в виде:

kkk

kkk

сba

сba

1~или/и~или/и;~
1~и~и~

111 (6.83)

Наконец, эти результаты можно сгруппировать сле-
дующим образом:

Условие Р1:

)1~(и)~(и~(

или/и)~(и)1~(

111

11

kkk

kk

сba

ba
(6.84)

Условие Р2:

)1~(или/и)~(или/и~(

и)~(или/и)1~(

kkk

kk

сba

ba
(6.85)

Таким образом, для выполнения (6.69) необходимо и
достаточно выполнение условий Р1 и Р2.

Пример 6.4. Пусть: a~ =0,55; b~ =0,65; c~ =0,83.
Тогда имеем:
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35,017,035,0)17,065,056,0()35,044,0(

)~~~()~~()83,0;65,0;56,0()~,~,~(
~

cbabafcbaf

II. Пусть
ccabacbaf ~)~~()~~()~,~,~(

~
(6.86)

Предположим, что интервал [0,1] разбит на три ин-
тервала [0;0,2), [0,2; 0,4); [0,4;1].

Сначала рассмотрим [0;0,2).
Гипотеза 1.

cbacaba ~~~;~~~~

Тогда

8,0~и0~
2,0)~1,~min(0

..,2,0~~0
~0

ba

ba

етba

a

и
2,0~a или 8,0~b

Гипотеза 2.
ccabaca ~~~;~~~~

Тогда имеем: 2,0~~0 ca
Таким образом:

2,0~,~1min0 ca
1~a и 0~c

и 8,0~a или/и 2,0~c
Гипотеза 3.

cacbac ~~~,~~~

Тогда имеем: 2,0~0 c
Таким образом:
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18,0
2,0~10

c
c

(Рассмотрим 0,2; 0,4)
Гипотеза 1.

cbacaba ~~~;~~~~

6,0~или/и4,0~и

8,0~и2,0~
4,0~~2,0

ba

ba

ba

Гипотеза 2.
ccabaca ~~;~~~~

4,0~и6,0~и
2,0~и8,0~
3,0~~2,0

ca
ca
ca

Гипотеза 3.
caabac ~~~;~~~

6,0и;8,0~и
4,0~2,0

cc
c

Наконец, рассмотрим интервал [0,4;1].
Гипотеза 1.

cbacaba ~~~;~~~

0или/и1и
6,0~и4,0~

1~~4,0

ba
ba

ba
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Гипотеза 2.
ccabaca ~~~,~~~~

1~или/и0~и
4,0~;6,0~

1~~4,0

ca
ca
ca

Гипотеза 3.
cacbac ~;~~~

0~и6,0~
1~4,0

cc
c

Результаты этого примера можно перегруппировать
следующим образом:
а) 2,0)~,~,~(0 cbaf выполняется, если
Условие Р1(а)

1или/и0и1~или/и1~и0~ ccaba (6.87)

Условие Р2(а)

8,0~и2,0~или/и8,0~
и8,0~или/и2,0~

cca
ba (6.88)

б) 4,0)~,~,~(2,0 cbaf выполняется, если
Условие

0,8c~или/и2c~и8,0~
или/и0,8b~и2,0~)(1

a
aP (6.89)

Условие

0,6cи0,4c~или/и6,0~
и6,0или/и4,0~)(2

a
baP

(6.90)
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выполнены
в) 1)~,~,~(4,0 cbaf выполняется, если
Условие Р1(в)

6,0~или/и4,0~и6,0~
или/и6,0~и4,0~

cca
ba (6.91)

Условие Р2(в)

0~и1~или/и0~
и0~или/и1~

cca
ba (6.92)

выполнены.

Замечание 6.4. Можно заметить, что условия Р1 (6.84) и Р2
(6.89) двойственны по отношению друг другу, т.е. одно из
них можно получить из другого заменой символов:
(<) на ( ); ( ) на (>); (>) на ( ); ( ) на (<),(и) на (или/и),
(или/и) на (и).

Это свойство отнюдь не случайно: это общее свойст-
во для всех приведенных полиномиальных формул отно-
сительно или .
III Пусть )~~()~~()~,~,~(

~
cbbacbaf

Гипотеза 1 cbba ~~~~ , отсюда

или
kk

kk

ba

ba

)~,~max(

~~

1

1 (6.93)

Поскольку a~ и b~ нельзя располагать произвольно
относительно друг друга, то необходимо, чтобы
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и
kk

kk

ba

ba
~и~

~или/и~
11 (6.94)

Гипотеза 2
bacb ~~~~ (6.95)

Отсюда kk cb ~~
1

или

kk cb )~,~1max(1
Таким образом

и
kk

kk

cb

cb
~и1~

~или/и1~
11 (6.96)

Перегруппировав полученные результаты, имеем
Условие Р1(в)

11

11

или/и1
и~или/и~

kk

kk

cb
ba

(6.97)

Условие Р2(в)

kk

kk

cb

ba
~и1~

или/и~и~
(6.98)

Чтобы выполнялось (6.75), необходимо и достаточно
выполнение (6.119) и (6.120).

Отметим, что здесь опять проявляется свойство двой-
ственности (или/и).

В заключении отметим, что если х-элемент универ-
сального множества Е и А , В , ... – нечеткие подмножест-
ва -уровня, то величины ,...~,~,~ cba способны принимать
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одно из двух значений {0;1}. В этом случае характеристи-
ки нечеткого множества -уровня можно рассматривать
как высказывания в четкой математической логике. При
этом анализ характеристических функций характеристик
нечеткого множества следует проводить по законам мате-
матической логики. [44], где

,...~;~;~,0

,...~;~;~,1
,...~,~,~

cbaесли

cbaесли
cba (6.99)

Напомним, что в пропозиционной алгебре пропози-
ционные связки

«И» обозначается через
«ИЛИ/И» обозначается через (6.100)
«дополнение» обозначается через –

и утверждения с этими связками строятся в точности по
тем же правилам, что и соответствующие им в булевой ал-
гебре. Причем соответствует , соответствует , ~
соответствует -.Для представления логической структуры
отношений (строгих или нестрогих неравенств), которая
появляется у функций нечеткой логики, рассматриваемой
на интервале [ к-1, [ к], будем использовать следующие
символы.

Пусть ,...)~,~( baf - характеристическая функция харак-
теристик ,...)~,~( ba .
Будем использовать следующие символы:
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ka

ka

ka

ka

a~a~Q

a~a~Q

a~a~Q

a~a~Q

1

1 1

1

(6.101)

Пусть ,...)~,~(
~

baf можно представить в приведенной

полиномиальной форме относительно V. Для получения
логической структуры в интервале kk ,1 поступим
следующим образом:
1) выражение вида: ba ~~ заменим выражением ba QQ .
Например:

cba ~~~ заменяется на cba QQQ .
2) Одночлены функции , объединенные символом V,
заменяются одночленами Q и объединяются символом .
Например: cbcba ~~~~~ заменяют cbcba QQQQQ ;
3) составляем логические выражения, двойственные полу-
ченным в 2), заменяя aQ на aQ , aQ - на aQ , - на , -
на . Например,

cbcba QQQQQ принимает вид

cbcba QQQQQ ;
4)результаты, полученные 2) и
3), объединяют символом .
Это дает логическое выражение

~
f на интервале kk ,1 .

Так для
cbcbacbaf ~~~~~)~,~,~(

~

логическое выражение имеет вид.

~
f
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cbcbacbcba QQQQQQQQQQQ (6.102)

Если функция ,...)~,~(
~

baf представлена в полиномиаль-

ной форме относительно , то правила 1)-4) модифициру-
ются следующим образом:
1) каждое выражение вида a~ b~ заменяется выражением

ba QQ ;
2) Одночлены функции

~
f , объединенные символом ,

заменяется соответственно одночленом в Q, объеди-
ненными символом ;

3) Составляются выражения, двойственные тем, которые
были получены в 2);

4) Объединяются результаты шагов 2) и 3) символом .
Пример 6.5.Пусть

dcdbbadcbaf ~~~~~~)~,~,~,~(
~

(6.103)

Имеем:
dcdbbadcdbba QQQQQQQQQQQQQ (6.104)

Проиллюстрируем это на числах. Пусть

kk ,1 =[0,4;0,7)           (6.105)
Тогда (6.105) можно записать так:

7,0~и

3,0~
или/и

3,0~и

0,7b
или/и

3,0~и

70~
и

4,0~
6,0~

или/ии
6,0~
4,0~

или/ии
6,0~
4,0~

или/и

d

c

db

ma

d
c

d
b

b
a

(6.106)
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Интересно рассмотреть логические высказывания, по
aaaa QQQQ и,, , которые дают достаточные условия для

каждого одночлена в разложении относительно . Пока-
жем это на примере.

Пример 6.6. Рассмотрим (6.102). Предположим, что

9,0;4,0;1 kk (6.107)
Уже установлено выражение Q в (6.125)
Продолжим разложение (6.102), чтобы преобразовы-

вать это выражение в полином относительно . Для со-
кращения примем baba QQQQ

Имеем:

cccbccbbccbbcbbb

ccbacbbacccbaccbba

ccbbacbbacbaacbbaa

cccbcbbbcabacbcba

cbcbacbcba

QQQQQQQQQQQQQQQQ

QQQQQQQQQQQQQQQQQQ

QQQQQQQQQQQQQQQQQQ

QQQQQQQQQQQQQQQQQ

QQQQQQQQQQQ

(6.108)

Каждый из этих членов достаточен. Поэтому имеем:

9,0~~~~~4,0 cbcba (6.109)

Проверим это на примере для
1) ccbaa QQQQQ (второй одночлен)
Применяя определение (6.123), получим:

)4,01(: aQa , следовательно, 6,0a
1,0: aQa
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4,0: bQb

6,0: cQc

9,0: cQc
Таким образом, 6,0;4,0;6,01,0 cba .
2) cccba QQQQQ (шестой одночлен):

6,0: aQa 6,0: cQc 1,0: cQc

4,0:bQb 9,0: cQc

Таким образом: 6,01,0 a ; 4,0b ; 6,0c ;
Проверяя все одночлены (а число их равно 12), полу-

чим достаточные условия для выполнения (6.109).
Так же представляет интерес провести двойственное

разложение относительно .
Обратимся к (6.102) и разложим полином относи-

тельно . Имеем:
cbcccbbbcabacbaf ~~~~~~~~~~~~~,~,~

~
(6.110)

Опуская значок , получим:

cbcccbbbcabacb

cccbbbcaba

QQQQQQQQQQQQQQ

QQQQQQQQQQQ
(6.111)

Если теперь произвести разложение по , то снова придем
к соотношению (6.108).

Замечание 6.3. Если характеристика нечеткого множе-
ства a~ принимает свое значение из интервала

]1;0[);[ 21~aD ,

то aa ~1~ принимает значение на интервале
)1;0[)1;1[ 12~aD

Если a~ принимает значение из ]1;[);0[ 21~aD .
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Теперь попытаемся ответить на вопрос, как для за-
данных характеристик нечеткого множества построить ха-
рактеристическую функцию, принимающую значения из

);[ kk 1 ?
Рассмотрим случай двух характеристик нечеткого

множества. Как видно из таблицы 6.3, ответ на поставлен-
ный вопрос не единственный. Для представления baf ~,~

~
,

принимающей значения на интервале );[ kk 1 можно, на-

пример, взять функцию вида ba ~~
Следует отметить, что какое бы представление мы не

выбрали, должна удовлетворяться соответствующая вы-
бранному представлению полиномиальная форма относи-
тельно или и выполняться соответствующее условие
типа Q.

Рассмотрим представление характеристической функ-
ции относительно (хотя можно рассмотреть и другие).

baba QQQQ (6.112)

т.е. с учетом обозначений (6.101)

1

1

~
и

~

k

k

b

a
и

k

k

b

a

~
или/и

~
1

(6.113)

Решение можно представить с помощью любой дру-
гой функции, например, ba ~~

baba QQQQ
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baf ~,~
~

Полиномиальная форма
Относительно Относительно

ba ~~
bbabaa QQQQQQ baba QQQQ (6.135)

ba ~~ bbabaa QQQQQQ baba QQQQ (6.136)

ba ~~ bbabaa QQQQQQ baba QQQQ (6.137)

ba ~~
bbabaa QQQQQQ baba QQQQ (6.138)

ba ~~
bbabaa QQQQQQ baba QQQQ (6.139)

ba ~~
bbabaa QQQQQQ baba QQQQ (6.140)

baba ~~~~

bbbabbaa

bbaabaaa

bbbabbaa

bbaabaaa

QQQQQQQQ
QQQQQQQQ

QQQQQQQQ

QQQQQQQQ

baba

bbba

baaa

QQQQ

QQQQ
QQQQ

(6.141)

baba ~~~~

bbaabbaa

bbbabbba

baaabaaa

bbaabbaa

QQQQQQQQ

QQQQQQQQ
QQQQQQQQ

QQQQQQQQ

babb

aaba

abba

QQQQ
QQQQ

QQQQ
(6.142)

Таблица 6.3
Логическая структура основных характеристических функций двух характеристик не-

четкого множества для интервала kk ;1
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и таким образом

1

1

1~
и

1~

k

k

b

a
и

k

k

b

a

1~
или/и

1~

Вернемся к (6.102). Пусть заданы верхнее и нижнее
пределы для a~ и b~ .

2

1

~
и

~

b

a
и

4

3

~
или/и

~

b

a
(6.114)

Введем коэффициенты согласования ij
;;;; 42232112121111 kkkk (6.115)

Чтобы технически реализовать функцию )~,~( baf , ко-
торая принимает значения из интервала ),[ 1 kk , когда

a~ и b~ изменяются соответственно в интервалах );[ 31 и
);[ 42 , можно построить схему , аналогичную изобра-

женной на рис.6.1. Для элементов этого типа будем ис-
пользовать следующие символы:

ij -устройство параметрического согласования для вос-

становления 1k и k ;
И – логический элемент реализации и;
ИЛИ/И – логический элемент, реализующий или/и;
НЕ - логический элемент, реализующий отрицание;

1k - устройство, задающее нижний предел;

k - устройство, задающее верхний предел.

Блок сравнения 1k )~,~( baf
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12

13

НЕ

НЕ

ИЛИ/И
к-1

Рис. 6.1. Блок сравнения kbaf )~,~(

Рис. 6.2.
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Пример 6.7. Осуществим синтез схемы при условии

1k )~,~( baf < k (6.116)

используя для этого представление функции

bababaf ~~~~)~,~( (6.117)

babababa QQQQQQQQQ (6.118)

Это можно представить в виде:

1

1

1~и

~

k

k

b

a
или/и

1

1
~и

1~

k

k

b

a

и

k

k

b

a

1~или/и

~
и

k

k

b

a
~или/и

1~

Если пределы таковы, что

2

1
~и

~

b

a
или/и

4

3
~и

~

b

a

и

6

5
~или

~

b

a
и

8

7
~или/и

~

b

a
, то
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можно видеть, что

;;
1

;
1

;

;;
1

;
1

;

8
24

7
23

6
22

5
31

4

1
14

3

1
13

2

1
12

1

1
11

kkkk

kkkk

(6.119)

Следовательно, получим схему на рис. 6.2.
Аналогичным способом можно осуществить синтез схемы
при выполнении условия (6.116) для характеристической
функции, зависящей от трех и более (конечного) числа ха-
рактеристик нечеткого множества.
Замечание 6.4. Если любую функцию ,...)~,~( baf можно
взять за основу разложения Q в полиномиальную форму
относительно , в которой каждый одночлен содержит
только элементы Qx или/и xQ , или/и xQ или/и xQ , связан-
ные , то реализацию функции можно обеспечить техно-
логической схемой, которая содержит только И и НЕ. Но
по теореме де Моргана можно написать:

QQQQ (6.120)

QQQQ (6.121)
Поэтому, используя условия типа Q , можно провести

разложение, идентичное тому, которое дает полиномиаль-
ную форму по , при этом Q заменяется на Q , на и
на . Следовательно, можно получить ИЛИ/И и НЕ. В дей-
ствительности можно использовать чрезвычайно разнооб-
разные комбинации операторов, как это принято у разра-
ботчиков ЭВМ.

Точно так же можно использовать только один опера-
тор, например, Шеффера или Пирса, т.е.
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211 QQQQ (6.122)
или

QQQQ 121 (6.123)

Так как в техническом отношении это часто оказывается
неудобным, поэтому представляет интерес в техническом
отношении анализ смешанных схем.
Называемая примарными условиями типа:

1k ,...)~,~( baf (6.124)

и дуальными условия типа:

,...)~,~( baf < k (6.125)
можно оперировать сразу смешанными схемами, для кото-
рых

1k ,...)~,~(1 baf и ,...)~,~(2 baf < k (6.126)
Для сборки такой схемы достаточно использовать опера-
тор И.
Пример 6.8. Реализуем

1k ,...)~,~(1 baf = ba ~~ (6.127)
и

)~,~,~(2 cbaf kcbba )~~()~~( (6.128)
Для 1f примарные условия имеют вид:

ba QQ (6.129)

т.е.



276

1

1
~и

1~

k

k

b

a

Рис.6.3.

Для 2f дуальные условия имеют вид:

cbba QQQQ

11

12

21

22

Н

ИЛИ/И

к-1

23

24

И

Н

ИЛИ/И

к

I

И

a~ b~ c~

И
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т.е.
k

k

b~или/и

a~
и

k

k

c
b
~или/и

-1
(6.130)

Соединяя (6.129) и (6.130) конъюктивной связкой И, окон-
чательно приходим к синтезированной схеме, изображен-
ной на рис.6.3. Таким образом, схема на рис.5.3 обеспечи-
вает одновременно выполнение условий

bak
~~

1 kcbba ~~~~и (5.131)
при подходящем выборе коэффициентов ij . Эти результа-
ты допускают различные обобщения.

§4 Композиция интервалов

Пусть
],[~

21 aaDa a и ),[~
21 bbDb b (6.132)

Тогда легко видеть, что ],[~~
2211 babaDba ba

и
);[~~

2211 babaDba ba (6.133)
Пример 6.9. Пусть )7,0;3,0[и)8,0;5,0[ ba DD
Очевидно, что )7,0;3,0[)7,08,0;3,05,0[baD

)8,05,0[)7,08,0;3,05,0[baD .
В случае свойств (6.8) и (6.9) аналогично можно показать,
что если:

);[~и);[~);;[~
212121 ccDcbbDbaaDa cba , (6.134)

то
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);[~~~
и

);[~~~

222111

222111

cbacbaDcba

cbacbaDcba

cba

cba

(6.135)

Интересно рассмотреть случай, когда нечёткие перемен-
ные принимают свои значения в дополнении к интервалу.

Если
]1;[);0[и]1;[);0[ 2121 bbDaaD ba (6.136)

то получим следующие результаты:
для ba DbDababaf ~;~;~~)~;~(
имеем:

);[),0[ 21221 bbabaD ba

для

ba DbDababaf ~;~~;~~)~,~(
имеем: );[);0[ 21221 bbabaD ba

В таблице 6.2 приведены основные случаи, когда
);[ 21 aaDa и );[ 21 bbDb

Конечно, нет основания путать aD с aD , где

]1;[);0[ 11 aaDa , а ]1;1( 12 aaDa (6.137)
и, наконец,

]1;1[]1,0[ 12 aaDa .
Пример 6.10. Найти область определения

babaf ~~)~,~( , зная, что );[ 21 aaDa и );[ 21 bbDb .
Из (6.135) и (6.136), используя (6.137),  имеем:
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Таблица 6.3
Восемь основных случаев );[ 21 aaDa и );[ 21 bbDb

)~,~( baf Область
определе-
ния a~

Область
определе-
ния b~

Область определе-
ния )~,~( baf

ba ~~

aD bD );[ 2211 baba (6.169)

aD bD );[);0[ 21221 bbaba (6.170)

aD bD );[);0[ 21221 aabbb (6.171)

aD bD ]1;[);0[ 1211 baba (6.172)

ba ~~

aD bD );[ 2211 baba (6.173)

aD bD ]1;[),[ 12211 babab (6.174)

aD bD ]1;[),[ 12211 ababa (6.175)

aD bD ]1;[);0[ 2211 baba (6.176)

11122112

21122112

21122112

21122112

1и1))1(;1[(
1и1))1(;)1((
1и1])1(;)1[(
1и1])1(;)1((

babababa
babababa
babababa
babababa

D ba

Таким образом,

211221

211122

211211

211212

1и1если),;[
1и1если),;1((
1и)1(если),1;[

1и1если),1();1((

bababb
bababa
babaab

babaaa

D ba

Наконец, рассмотрим случай дискретной функции
принадлежности. Предположим, что 0;1 разбит на 10
равных частей, определяющих 11 дискретных значений.
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}1;9,0;8,0;7,0;6,0;5,0;4,0;3,0;2,0;1,0;0{M
В этом случае для функций, подлежащих рассмотре-

нию, удобно составить таблицы, которые в теории нечёт-
кой логики для характеристических функций характери-
стик нечёткого множества играют роль, аналогичную роли
таблиц истинности при изучении функций булевых пере-
менных. Но теперь вместо двух значений переменной из
булевой алгебры приходится иметь дело с большим чис-
лом значений – от 0 до 1 и с законами (5.6)-(5.20).
Посмотрим, как применяются эти таблицы.
Пример 5.11. Пусть babaf ~~)~,~( , где

}9,0;8,0;7,0{}2,0;1,0{~};6,0;5,0;4,0;3,0{~ ba
Изучение заштрихованной части таблицы 6.4 показывает,
что }9,0;8,0;7,0{}2,0;1,0{~~ ba

Таблица 6.4

ba ~~ 0 1   2 3   4   5   6 7     8     9 1

0 0 1   2 3   4   5   6 7     8     9 1
1 0 1   2 3   4   5   6 7     8     9 9
2 0 1   2 3   4   5 6 7     8     9 8
3 0 1   2 3   4   5   6 7     7     7 7
4 0 1   2 3   4   5   6 6     6    6 6
5 0 1   2 3   4   5   5 5     5    5 5
6 0 1   2 3   4   5   5 4     4    4 4
7 0 1   2 3  3   3   3 3     3    3 3
8 0 1   2 2  2   2   2 2     2 2 2
9 0 1   1 1  1   1   1 1     1    1 1
1 0 0  0 0  0   0   0 0    0    0 0

Изучение заштрихованной части таблицы 6.4 показывает,
что

7,0;6,0;5,0;4,02,0;1,0~~ ba
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Пример 6.12. Пусть ccbacbaf ~)~~~()~,~,~( ,
где

}6,0{}2,0;1,0{~}5,0;4,0;3,0{~ ba и
}1;9,0;8,0;7,0{}1,0;0{~c

Сначала предположим bad ~~~ и рассчитаем область оп-
ределения d~ с помощью таблицы на рис.6.5 (которая
представляет собой транспортированную таблицу на
рис.5.4)
Найдем

}5,0;4,0;3,0{~~~ bad
Затем найдем область определения

cbacd ~~~~~~

Таблица 6.5

bad ~~~
0 1   2 3   4   5 6 7     8     9 1

0 0 0 0   0   0 0 0     0     0 0
1 1 1   1 1 1   1 1 1     1     1 0
2 2 2   2 2   2   2 2 2     2     1 0
3 3 3   3 3   3   3 3 3     2     1 0
4 4 1   2 4   4   4 4 3    2     1 0
5 5 5   5 5   5    5 4 3    2     1 0
6 6 6   6 6   6   5 4 3    2     1 0
7 7 7   7 7   6   5 4 3 2     1 0
8 8 8   8 7   6   5 4 3    2    1 0
9 9 9   8 7   6   5 4 3    2     1 0
1 1 9   8 7   6   5 4 3    2    1 0

С помощью таблицы на рис.6.6 находим
}5,0;4,0;3,0{}1,0;0{~~~~~~ cbacd
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Наконец, с помощью таблицы на рис.6.7 найдем область
определения }~,~,~{ cbaf

}1;9,0{}5,0;4,0;3,0;2,0;1,0;0{}~,~,~{ cbaf

bad ~~~

Таблица 6.6

0   1 2     3     4     5     6 7    8     9    1
0
1
2

0 0
0 1
0    1

0     0     0     0     0
1     1     1     1     1
2     2     2     2     2

0    0     0    0
1    1     1    1
2    2     2    2

3
4
5

0 1
0 1
0    1

2     3     3     3     3
2     3     4     4     4
2     3     4     5     5

3    3     3    3
4    4     4    4
5    5     5 5

6
7
8
9
1

0 1
0 1
0 1
0 1
0    1

2     3     4     5     6
2     3     4     5     6
2     3     4     5     6
2     3     4     5     6
2     3     4     5     6

6    6     6    6
7    7     7    7
7    8     8    8
7    8     9    9
7    8     9    1

Таблица 6.7

0   1 2     3     4     5     6 7    8     9    1
0
1
2

1 0
1 1
0    1

0     0     0     0     0
1     1     1     1 1
2     2     2     2     2

0    0     0    0
1    1     1    1
2    2     2    2

3
4
5

1 1
1 1
0    1

2     3     3     3     3
2     3     4     4     4
2     3     4     5     5

3    3     3    3
4    4     4    4
5    5     5    5

6
7
8
9
1

1 1
1 1
1 1
1 1
0    1

2     3     4     5     6
2     3     4     5     6
2     3     4     5     6
2     3     4     5     6
2     3     4     5     6

6    6     6    6
7    7     7    7
7    8     8    8
7    8     9    9
7    8     9    1
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§5. Нечёткие утверждения и их функциональное
представление

В отличии от формальной логики нечёткая логика
опирается не на таблицы истинности, а на операции, про-
изводимые на нечётких подмножествах.

Высказывания нечёткой логики, как и высказывания
формальной логики, явно или неявно связаны с теорией
нечётких и соответственно формальных множеств.

Операциям , и ¯ (пересечение, объединение и до-
полнение) в формальной логике соответствуют связки ,
и (коньюнкция «И», дизьюнкция (или/и), отрицание
«не»).

Период к нечётким связкам , и соответствующей
нечёткой олгики не представляет каких-либо трудностей,
поскольку мы определили соответствующее множество
операций в §2, III гл.

Однако необходимо уделить внимание другим связ-
кам: импликации, метаимпликации, логической эквива-
лентности.

Перейдем к обзору этих понятий, сначала в формаль-
ной,а затем в нечёткой логике.

Рассмотрим два формальных утверждения, Q и .
Составному утверждению Q ведёт (соответствует
Q ) соответствует таблица 6.8.

Таблица 6.8

Q Q
ложно ложно истинно
ложно истинно истинно

истинно ложно ложно
истинно истинно истинно
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Если утверждению Q поставить в соответствие мно-
жество А, а утверждению - множество В, то составному
утверждение, Q влечет ставится в соответствие множе-
ство BA .

Теперь рассмотрим составное утверждение «Q» мета-
имплицирует обозначается Q .

Этой метаимпликации придаётся следующий смысл:
когда Q истинно, всегда истинно ( к счастью здесь со-
храняется правило силлогизма), но ничего нельзя утвер-
ждать, когда Q ложно; в этом случае может быть как
истинно, так и ложно. Таким образом, высказывание вроде
«если море станет сладким сиропом, я превращусь в сиро-
пу» - корректно, поскольку море, увы, непригодно для пи-
тья и, конечно, не станет сладким сиропом. Поэтому связка
= сводится к следующему: если Q и утверждение Q
истинно, то есть необходимо истинное утверждение.

Поэтому следует остерегаться смещения Q и
Q .

Первое есть операция логики:
QQ (в одних обозначениях)

)()( QQ (в других обозначениях)
Второе – маталогическая операция, которая может не

сводиться к (6.138). Однако привычно метаимпликацию
называть импликацией путает обе термина. Составное ут-
верждение Q не является отношением причины и
следствия и не доказывает справедливость по отноше-
нию Q, но именно так трактуется метаимпликация Q .

Можно привести ложный парадокс, связанный с вве-
дённым нами понятием импликации, который мы сформи-
руем следующим образом:

(6.138)
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поскольку проанализировать утверждения Q и
можно лишь тогда, когда известно их содержание, о кото-
ром у нас не имеется никаких сведений, и единственно
доступные нам данные – это логические значения этих вы-
сказываний, то импликация Q не может быть отношени-
ем причины и следствия.

Однако, если апприории известно, что Q истин-
но, то можно заключить, что - истинно.

Приведем пример, взятый из [43]. Пусть Q и есть
следующие утверждения, которые будем рассматривать,
используя таблицу 6.4.

Q – Наполеон умер на острове Святая Елена (истино);
- Версингеторикс носил усы (никто не уверен);

Q - истино, если истино;
Q - два плюс два равно пять (ложно);

- 12-простое число (ложно);
Q - истино;
Q - Луна сделана из швейцарского сыра (ложно);

17Z - простое число (истино);
Q - истино;

17Q - простое число (истино);
-16 – простое число (ложно)

Q - истино
Таблица 6.9

Q Q
ложно ложно истино
ложно истино истино
истино ложно ложно
истино истино истино

Логическая эквивалентность менее двухсмысленна. Опре-
делим её, используя таблицу истинности 6.10.
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Подобно импликации, логическая эквивалентность не
учитывает содержания двух утверждений в причинном от-
ношении.

Составленному высказыванию для подмножества А,
связанного с Q и подмножества В, связанного с соот-
ветствует множественная операция )()( BABA

Таблица 6.10

Q Q
ложно ложно истино
ложно истино ложно
истино ложно ложно
истино истино истино

Вместо метаэквивалентности обычно просто об экви-
валетности – это значит, что Q метаимплицирует им-
плицирет Q. Такая симметрия определения приводит к
таблице истинности, идентичной таблицы истинности для
логической связи «эквивалентно». Q . Поэтому можно
отождествлять эти понятия, не опасаясь возникновения
двухсмысленности.

Нечёткие утверждения типа нечёткой импликации и
нечёткой эквивалентности определяют относительно опе-
раций

BA ~~ и )~~()~~( BABA соответственно.

Для определения метаимпликации в нечёткой логике
используем понятие бинарного отношения. На рис. 6.4:

Если х=х1, то y=y3 и т.д.



287

Таблица 6.11

Е2
Е1

y1 y2 y3 y4 y5 y6

x1 0 0 1 0 0 0
x2 0 0 0 0 1 0
x3 0 1 0 0 0 0
x4 1 0 0 0 0 0
x5 0 0 0 1 0 0
x6 0 0 1 0 0 0
x7 1 0 0 0 0 0
x8 0 0 0 1 0 0

Рис.6.4

В таблице 6.12 элементу множества Е1 соответствует
нечёткое подмножество Е2.

если х=х1, то
}8,0/;1/;3,0/;1/;4,0/;7,0/{~

654321 yyyyyyB
если х=х5, то

}6,0/;3,0/;9,0/;7,0/;4,0/;1,0/{~
654321 yyyyyyB

Таблица 6.12
Е2

Е1
y1 y2 y3 y4 y5 y6

x1 0,7 0,4 1 0,3 0,9 0,8
x2 0,3 0,8 0,6 0,5 1 0,9
x3 0,4 0,9 0,3 1 0,1 0,3
x4 0,9 1 0,8 0,2 0,6 1
x5 0,1 0,4 0,7 0,9 0,3 0,6
x6 1 0,2 0,4 1 0,7 0,8

x1 .
x2 .
x3 .
x4 .
x5 .

.y1

.y2

.y3.y4

.y5.y6
x6 .
x7 .
x8 .
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Рассмотрим теперь пример построения нечёткого
подмножества B~ , соответствующее нечёткому подмно-
жеству A , определённого как:

))(),//(min(max ~~ xxy A (6.139)
Пример 6.13. Пусть

}1,0/;8,0/;8,0/;6,0/;3,0/,4,0/{ 654321 xxxxxxA ,
используя нечёткое отношение 5.9 найдем нечеткое под-
множество 2

~ EB . Последовательно имеем:

),6,0;4,0min(),3,0;3,0min(),4,0;7,0min(max)( 1~ y

8,0)1,0;1,0;8,0;4,0;3,0;4,0max()1,0;1min(),8,0;1,0min(),8,0;9,0min(

8,0)1,0;4,0;8,0;6,0;3,0;4,0max)1,0;2,0min();8,0;4,0min();8,0;1min(

),6,0;9,0min(),3,0;8,0min(),4,0;4,0min(max)( 2y

)(8,01,0;7,0;8,0;3,0;3,0;4,0max 3~ y

)(8,01,0;8,0;2,0;6,0;3,0;3,0max 4~ y

)(6,01,0;3,0;6,0;1,0;3,0;4,0max 5~ y

8,06,0;6,0;8,0;3,0;3,0;4,0max)( 6~ y
Таким образом, имеем:

}8,0/;6,0/;8,0/;8,0/;8,0/;8,0/{~
654321 yyyyyyB

Если ( ) соответствует (max-min), то имеем:

y1 y2 y3 y4 y5 y6
x1 0,7 0,4 1 0,3 0,9 0,8

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x2 0,3 0,8 0.6 0,5 1 0,9
0,4 0,3 0,6 0,8 0,8 0,1 x3 0,4 0,9 0,3 1 0,1 0,3

x4 0,9 1 0,8 0,2 0,6 1
x5 0,1 0,4 0,7 0,9 0,3 0,6
x6 1 0,2 0,4 1 0,7 0,8

=
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= x1 x2 x3 x4 x5 x6
0,4 0,3 0,6 0,8 0,8 0,1

Итак, мы показали, что рассматриваемое утверждение «ес-
ли-то» хорошо соответствует тому, что используется при
формальных отношениях.
Обращаясь к рис.5.8, имеем: если

}0/;0/;0/;0/;0/;1/;0/;0/{~
87654321 xxxxxxxxA

т.е.
}{ 3xA , то

}0/;0/;0/;0/;1/;0/{~
654321 yyyyyyB , т.е. }{~

2yB .

Это можно записать в виде: если }{~
3xA , то

}{~
2yB , или же, если 3xx , то 2yy .

Сделаем сводку всех утверждений, установленных до сих
пор: нечёткая коньюнкция (нечёткое и) определяется как

BA ~~ , нечёткая дизьюнкция (нечёткое или) определяется
как BA ~~ , нечёткое отрицание (нечёткое не) определяется

как A~ , нечёткая импликация определяется как BA ~~ , не-
чёткая эквивалентность определяется как:

BABA ~~~~ , нечёткая, если, то определяется как:

)(),//(minmax)( ~~~ xxyy ABxB (нечёткая импликация).

Это последнее утверждение, скорее всего, относится не к
нечёткой логике, а к нечёткой металогике.

§6. Многозначная и нечёткозначная логики

В зависимости от способов введения операций
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Таблица 6.13

Название связки Обозначе-
ние связки

Нечёткая логика
с максимальны-
ми операциями

Нечёткая логи-
ка с ограни-
ченными опе-
рациями

Вероятностная
нечёткая логика

тавтология A~ mах (а, 1-а) 1 1-а(1-а)
противоречие A min(a,1-a) 0 a(1-a)
отрицание A~ 1-а 1-а 1-а
дизьюнкция BA ~~ mах (а, b) min(1,a+b) a+b-ab
коньюнкция BA ~~ min(а, b) mах(0,а+b-1) a,b

импликация BA ~~ mах(1-a;b) min(1,1-(a+b)) (1-a+ab)
эквивалентность BA ~~ min[max(1-a,b);

max(a,1-b)] 1- ba (1-a+ab)(1-b+ab)

Штрих Шеффера BA ~~
mах(1-a;1-b) min(1,1-a+1-b) 1-ab

Исключающее
«ИЛИ» BexA ~~ mах[min(1-a-b),

min(a,1-b)] ba 1-(1-a+ab)(1-b+ab)

Стрелка Пирса BA ~~ min[(1-a,(1-b)] mах(01-a-b) (1-a)(1-b)
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объединения и пересечения нечёткого множества сущест-
вуют три основных теории нечётких множеств. Если

)(E - множество нечётких подмножеств Е с обычными
максимальными операциями объединения ( ) и пересече-
ния ( ), то множество )(A , как множество отображений
из Е в [0,1], является дистрибутивной решёткой с псевдо-
дополнением ,,),(E . В качестве объединения и пе-
ресечения можно взять вероятностные операторы (алгеб-
раические операции в таблице 6.12).

Наконец, используя операторы ограниченной суммы
( ) и произведения и обычное псевдодополнение, по-

лучаем недистрибутивную решётку с дополнением

,,, .

Отметим, что );(~,~ EBA ;~~~~~~ BABABA и

BABABA ~~~€~~~ .
Каждой из этих теорий соответствует многозначная

логика, связки для которой приведены в таблице 6.6, где
bxax BA )(;)( .

Следует отметить, что результаты, приведённые в таб-
лице 6.13. Кроме так называемой вероятностной нечёткой
логики  полностью освещены в предыдущем §5 главы 6.

В логике, связанной с ,,€),(E , которую часто на-
зывают вероятностной нечёткой логикой операции

)()()(

),()()()(

~~~~

~~)(~~~~

xxx

xxxx

BABA

BAxBABA , (6.140)

являются коммутативным, ассоциативными, но не
идемпотентными и не дистрибутивными относительно
друг друга, т.е., учитывая (6.1), имеем:
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abba
baba

€€
коммутативность

cbaaba
cbacba

€)€()€(€
)()(

ассоциативность

aaa
aaa

€
не импотентность

))((
)€(

cabacba
acabcba

не дистрибутивно

Следует также отметить, что связки «ех,|, » всегда
выражаются как отрицания , и соответственно; таф-
талогия и противоречие определены как

AAAAAA ~~~;~~~ . В более общем виде

)~~()~~(~~ BBAABA

)~~()~~(~~ BBAABA
Альтернативный подход к описанию нечётких логик

предложен в [45,46,47,48]
В [5] введено понятие лингвистической переменной,

которая характеризуется набором MGXTX ,,),(, , в кото-
ром Х – название переменной, Т(Х) – терм-множество пе-
ременной Х, т.е. множество лингвистических значений пе-
ременной, причём каждое из таких значений является не-
чёткой переменной Х со значениями из универсального
множества с базовой переменной и, G- синтаксическое
правило (имеющее обычно форму грамматики), порож-
дающее названия Х значений переменной Х, а М – семан-
тическое правило, которое ставит в соответствие каждой
нечёткой переменной её смысл М(Х), т.е. нечёткое под-
множество универсального множества . Конкретнее на-
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звание Х, порожденное синтаксическим правилом G назы-
вается термом.

Трактовка истинности, как лингвистической перемен-
ной, приводит к нечёткой логике со значениями «истин-
ный», «очень истинный», «совершенно истинный», «более
или менее истинный», «не очень истинный», «ложный» и
т.д., т.е. к нечёткозначной логике, на которой основана тео-
рия приближённых рассуждений 48 . В таблице 6.12 при-
ведён пример лингвистических значений истинности: «ис-
тино» с функцией приандлежности

1,2/)1,(Sи ,
]1,0[ , «ложно»=ant,

(«истинно») и «сомнительно» с 5,0,2/)5,0(,Sc

на 0;0,5 и ))5,0;2/)5,0(,((Sautc на 0,5;1 ,
]5,0;0[ . Определение S- функции содержится в гл. 4

50 .
Вообще говоря, можно рассмотреть логическую систему

),,{ TLPZ , где Р – множество высказываний, L- решётка
и Т – отображение

LPT : ,
которое присваивает каждому Р Р его значение истинно-
сти LPT )( . Истинностное  отображение должно удовле-
творять следующим свойствам:

а) )()()( qTpTqpT
б) )()()( qTpTqpT , (6.141)

а также
в) )()( PTPT
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Рис. 6.10

Функция принадлежности лингвистических значений
истинности: - «ложно»; - «сомнительно»; в- «истинно».

Для лингвистической переменной использована
]}1,0[]1,0[:{]1,0[ fL в качестве множества истин-

ности. Поэтому, истинозначное отображение записывается
в виде:

])1,0([: PT и аксиомы а), б) и в) будут выполнены.

Нечёткозначная логика описывается теорией нечёт-
ких множеств типа 2, значения функций принадлежности
которых являются нечёткие числа (см.гл.III). Семантиче-
ские правила для вычисления функций истинности для от-
рицания, коньюнкции и дизьюнкции записываются сле-
дующим образом:

1,0

0,5

0 0,2 0,4  0,6   0,8  1,0
| | | | | | | |

–
–

–

–

–
–

–

–

X. . .

a б в
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1)(2 PT - Т2(Р)= ant (Т2(Р))

))(),(max()(
))(),((min)(

222

222

QTPTQPT
QTPTQPT

где Т2(Р)- нечёткое число на- 0;1 , – ,
~~

min,max - расши-
ренные операции отрицания, максимума и минимума соот-
ветственно.

Через функции принадлежности определения для
~~

min,max , имеем:

)(),(min)(

)(),(min)(

),min(),(
min

),max(max

yxsurz

yxsurz

QPyxzQP

QPyxzPQ (6.143)

Аналогично с помощью принципа обобщения полу-
чаются семантические правила для других логических свя-
зок (см. табл.6.13). Так для связок логики ( ,,),(x )
имеет место следующие формулы:

а) для импликации ))(),(1(max)( 22

~

2 QTPTQPT
б) для эквивалентности

))(),(1(max)),(),(1(max[min)( 22

~

22

~~

2 PTQTQTPTQPT
в) для исключающего «ИЛИ»

))](),(1min()),(),(1(min(max)( 2222

~~

2 PTQTQTPTPexQT
2) для тафтологии:

));(1),((max)( 22

~

2 PTPTPT
д)для противоречия:

));(1),((min)( 22

~

2 PTPTPT

(6.142)
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Пример 5.14. Если Р «сомнительно», а Q «истинно»,
то autQPT max()(2 («сомнительно»), «(истинно)
«истинно»;

autQPT (max)(
~

2 «истинно», «сомнительно»
«сомнительно», Т2(Р Q)= «сомнительно».

Для расширенных операций
~

max и
~

min выполняются
свойства коммутативности, ассоциативности, иденпотент-
ности, взаимной дистрибутивности, а также законы по-
глощения и Де Моргана.

§7 Теория нечётких подмножеств и теория
вероятностей

При первичном знакомстве с понятием нечётких мно-
жеств, многие спрашивают: «Что интересного в теории не-
чётких подмножеств? Ведь всему этому хорошо служит
теория вероятностей.» У этих теорий действительно есть
несколько общих аспектов, но существуют доводы, что эти
теории следует различать. Поэтому выясним, чем отлича-
ются эти теории друг от друга.

Приведём сначала теоретическое определение веро-
ятности.

Пусть Х – конечное универсальное множество )(X -
множество всех его подмножеств. D – подмножество )(X
обязательно содержащее Х.

Определение 6.11. Подмножество (или семейство) D
будем называть вероятностным семейством подмножеств
множества Х, если выполняются следующие два условия:

а) DADA :
б) DA и ;DB ;DBA

~

~

(6.144)
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Например, пусть
},,,{ 4321 xxxxX и

D { ,x2,x3,(x2,x3),(x1,x4),(x1x2x4),(x1x3x4),X} (6.145)
Легко доказать, что для всех элементов семейства

(6.145) удовлетворяют условиям (6.144).
Свойства (6.144) влекут за собой выполнение сле-

дующих свойств:
в) D
г) A и B :А-В=А DB

Отметим, что вероятностное семейство «D» образует
кольцо относительно (дизьюнктивности суммы) взятия
симметрической разности от двух множеств, которая рас-
сматривается как адитивная операция кольца и мультипли-
кативной операции - пересечения двух множеств.

)()( CBACBA
AA

AA существование противоположного элемента
ABBA - коммутативность

)()( CBACBA
)()()( CBCACBA
)()()( BCACBAC

Следовательно, ),,(D -кольцо.
Определение 6.12. Подмножество )(X называет-

ся вероятностно-базисным семейством множества Х, если
используя операции дополнения и объединения (6.144), из
него можно получить любое подмножество вероятност-
ного семейства )(XD .

При этом говорят, что F порождает D или F – генера-
тор D.

Легко видеть, что F={x1,x4},x2,x3} – есть генератор
(6.145).

(6.146)

+
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Отметим также, что для бесконечного универсаль-
ного множества (счётного или несчётного) условия (6.144)
заменяется условием:
а) DADA :
е) DAAADAAA nn ......,...},...,,{ 2121

Определение 6.13. Пусть дано вероятностное семей-
ство )(XD . Вероятностью называется однозначное
отображение D в R+, обладающее следующими свойства-
ми:

ж) 0)Pr(: ADA
з) BADBDA :: =>
=>Pr(A B)=Pr(A)+Pr(B)
u) Pr (X)=1
где Рr(Z)- образ элемента DZ в R+

Аксиомы (6.144) и (6.146) или (6.145) и (6.146) каж-
дому элементу из семейства )(XD ставят в соответст-
вие неотрицательное число меньше или равно 1.

Исходя из аксиом (6.144) и (6.146) легко доказать
следующие свойства вероятностей:

Рr ( )=0
Pr( A )=1-Pr(A)
Pr(A)+Pr(B)=Pr(A B)+Pr(A B)
B A=>pr(B) Pr(A)

Обращаясь к понятию нечёткого подмножества сле-
дует подчеркнуть следующий важный момент: «недоста-
точно с каждым подмножеством связать число ]1;0[P и
называть Р – вероятностью, необходимо, чтобы подмноже-
ство и Р удовлетворяли аксиомам (6.144) и (6.146)».

Установим теперь различие между вероятностной
концепцией для нечётких и для чётких подмножеств.

Рассмотрим простой пример.
Пример 6.15. Пусть Х={x1, x2 ,x3 , x4}

(6.147)

(6.148)
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Определим нечёткое подмножество, приписывая ка-
ждому элементу значение функции принадлежности:

)}1/();7,0/();3,0/{(~
321 xxxA

В теории вероятности число ]1;0[P приписываются
обычным подмножествам, составляющим вероятностное
свойство. Если в качестве «D» выбрать (6.145), то можно,
например, записать

Рr ( )=0; рr(х2)=0,2; рr(х3)=0,3;
рr(х1,х4)=0,5; рr(х1х2х4)=0,7;
рr(х1х3х4)=0,8, pr(х4х3)=0,5; pr(X)=1

Очевидно, что все эти вероятности удовлетворяют
(6.188).

Как видно, эти два подхода совершенно различны.
Можно представить себе, что вероятности приписаны

нечётким подмножествам некоторого универсального
множества, элементы которого, в свою очередь, есть не-
чёткие подмножества другого универсального множества.

Можно представить себе и теорию вероятностей не-
чётких событий.

Очевидно, что надо проводить различие между двумя
теориями: теорией нечётких подмножеств и теорией веро-
ятностей обычных подмножеств.

Наряду с этим следует отметить, что
а) сходство теории вероятностей и теории нечётких

множеств заключается в том, что и значения вероятностей
принадлежности элемента х некоторому множеству А и
значения функции принадлежности элемента х нечёткому
множеству A~ изменяются на [0;1].

Кроме того, все аксиомы вероятностей множества
случайных событий (случайных величин) справедливы и
для функции принадлежности нечётких множеств, если
противоположному случайному событию в теории вероят-
ностей в теории нечёткого множества соответствует до-
полнение нечёткого множества;
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б) различие этих теорий заключается в основном том,
что функция принадлежности )(xA определяет степень
принадлежности элемента х множеству А и если

1)(0 xA , то при любом таком значении )(xA элемент
х принадлежит множеству А (т.е. говоря в терминах слу-
чайных событий оно есть достоверное событие), если же
вероятность того, что х принадлежит множеству А прини-
мает значение 1)(0 xPA , то событие, что х А есть слу-
чайное событие и поэтому несмотря на то, что

1)(0 xPA возможно, что х и не примет значение из А,
т.е. Ax .

Кроме того, следует отметить, что с точки зрения
теории меры вероятностная трактовка нечеткого множест-
ва является несправедливым, поскольку понятие вероятно-
стной меры является сужением понятия нечёткой меры.

С точки зрения теории отображений ]1,0[:P и
]1,0[:)( Xx - совершенно разные объекты. Вероятность

Р определяется в -алгебре и является функцией множе-
ства, а )(x - есть обычная функция, областью определе-
ния которой является множество Х. Поэтому понятия веро-
ятности нечёткого множества не имеет смысла сравнивать
на одном уровне абстрагирования.

Если Х – конечное множество, очевидно, можно
сравнивать Р({х}) с )(xA :

1})({
Xx

xP и 1)(
Xx

A x

В случае, когда Х R, приходится сталкиваться со
следующими трудностями.

Для Rba ],( ,
b

a

dxxPbaP )(]),((

где )(xP - плотность вероятности. При этом очевид-
но, что 0})({: xPRx , когда Р(х) 0.
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Нетрудно увидеть, что понятие плотности вероятно-
сти и функция принадлежности сравнимы. В то время, как
вероятностная мера является шкалой для измерения неоп-
ределённости типа случайности, а нечёткой множество
[58-63] являются субъективными шкалами для нечёткости.

§8. Законы нечёткой композиции

Пусть Е – универсальное множество. Также как и в
§7, обозначим через )(E множество нечётких подмно-
жеств множества Е. В [23] кстановдено, что если n=cardE
и m=cardM-конечны, то )(E - конечно, где М=[0,1]ерь
можно определить законы композиции.

Определение 6.14. Отображение из £(Е) )(E в
)(E , т.е. каждой упорядоченной паре )~,~(),~,~( EBEABA

поставить в соответствие единственное нечёткое подмно-
жество EC~ , будем называть законом нечёткой внут-
ренней композиции на )(E .

Определение 6.15. Пусть Е1,Е2 и Е3 – три универсаль-
ных множества. Если каждой упорядоченной паре (А1,А2),
А1 Е1, А2 Е2 можно поставить в соответствие одно и
только одно подмножество А3 Е3, то это соответствие на-
зывается законом внешней нечёткой композиции при ус-
ловии, что Е3 Е1 или (и) Е3 Е2.

Если же Е1=Е2=Е3, то имеем закон внутренней ком-
позиции.

Если m и n конечные, то посредством этих условий
описывают конечную групоид (и бесконечный) групоид,
если m или(и) n – не конечно.

Пример 5.16. Пусть Е={A,B} и М={0,
2
1 ,1}

,/B,/A,/B,/A,/B;/A)E( 0
2
1

2
1000
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11
2
1

2
1 /B,/A,.../B,/A

Для упрощения записи для EX~ вместо
)(/,)(/ ~~ BBAA xx будем  писать )(),( ~~ BA xx . Та-

ким образом, получим следующий группоид:
Таблица 6.14

(Е)
(Е) 0;0 0;

2
1

2
1 ;0

2
1 ;

2
1

0;1
2
1 ;1

2
1 ;1 1;

2
1

1;1

(0;0) 0;1
2
1 ;0

2
1 ;

2
1 1;

2
1

0;1 0;1 1;
2
1

1;1 1;
2
1

2
1;0 1,0 0;

2
1

2
1 ;0

2
1 ;1 0;0 1;0 0;1

2
1 ;

2
1

2
1 ;1

0;
2
1

0;0 1;
2
1 0;

2
1

0;1 1;
2
1

1;1 1;1 1;1
2
1 ;

2
1

1;1 0;0 1;1
2
1 ;1 1;0 1;0

2
1 ;

2
1 0;

2
1

0;0

0;1
2
1 ;

2
1 0;

2
1 0;

2
1

2
1 ;0

2
1 ;0 1;0

2
1 ;0 1;

2
1 1;

2
1

1;0
2
1 ;0 0;0

2
1 ;

2
1

2
1 ;

2
1

0;1 1;0 0;1 1;1
2
1 ;

2
1

2
1 ;1 0;0

2
1 ;

2
1

0;1 0;
2
1

1;0 1;0
2
1 ;1 1;

2
1

1:1

1;
2
1

0:0
2
1 ;1 0;

2
1

0;0 1;
2
1

2
1 ;1 0:0 0;

2
1

2
1 ;0

1;1
2
1 ;

2
1

0;1 0;1 1;1 1;0 1;0
2
1 ;1 0;

2
1 1;

2
1

2
1;

2
1
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Для построения нечёткого группоида достаточно за-
дать универсальное множество Е. Конечное или нет, обра-
зовать )(E явно или нет и определить закон, который ка-
ждой упорядоченной паре нечётких подмножеств ( BA ~~ )
ставит в соответствие одно и только одно нечёткое под-
множество )~,~,~(~ ECBAc .

Пример 6.17.
BABA ~~~~ , т.е.

)()()(),(min ~~~~~~ xxxx BAABA (6.149)

Рассмотрим пример нечёткой внешней композиции.
Пример 6.18 Пусть 3};;;{ 11 cordECBAE

41;
3
2;

3
1;0

2;

31;
2
1;0

4;;;

51;
4
3;

2
1;

4
1;0

33

33

22

22

11

cardMM

cardEE

cardMM

cardEdcbaE

cardMM

Пусть 11
~ EA и 22

~ EA каждой упорядоченной паре
)~~( 21 AA поставим в соответствие одно и только одно под-

множество 33 EA с помощью таблицы. А именно, пусть

1/,
2
1/,

4
1/~

1 cBAA , обозначается 1;
2
1;

4
1

)1/(,0/,
2
1/,0/~

2 dcBaA обозначается 1;0;
2
1;0

(6.150)
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Предположим, что таблица этим двум подмножествам ста-
вит в соответствие третье подмножество

1/;
3
1/~

3A обозначается 1;3/1

таблица будет содержать 53 34=125 81 случаев. На рис.
6.12 приведён небольшой фрагмент этой таблицы.

Пример 6.19. рассмотрим предыдущий пример для закона

)()()(

)()()(

213

213

~~~

~~~

yx

yx

AAyxA

AAyxA
(6.151)

Получим другую композиционную таблицу, на основе ко-
торой вычислим элемент )(~)(~

21 EE . Пусть 1
~A и 2

~A за-
даны (6.150)

)( 2E
)( 1E

…….
2
1;0;

2
1;0 1;0;

2
1;0 0;1;

2
1;0

……..

0;
2
1;

4
1 …..

;
3
1;0 ;

3
1;1 ;

3
1;1

……

;
2
1;1;

4
1 ….

1;
3
2

3
2;

3
2 1;

3
2 …..

1;1;’
4
1 ….

3
2;0

0;0
3
1;1

……

……… …. ……… ……… ………. …….

Рис. 6.15
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Имеем:

4
11;

2
1;

4
11;1;1;11;

2
1;

2
1;

2
11;

4
1;

2
1;

4
1

11;01;
2
11;01,1

2
1,0

2
1;

2
1

2
1,0

2
1

,1
4
1;0

4
1;

2
1

4
1;0

4
1)(

3
~

xyyyx

yxA

11;
2
1;

4
11;0;

2
1;0

2
1;0;

2
1;0

4
1;0;

4
1;0

11;01,
2
11,011

2
1;0

2
1;

2
1

2
1;0

2
1

1
4
1;0

4
1;

2
1

4
1;0

4
1)(

3
~

xyyyx

yy

yyxA

Таким образом, 1)(;
4
1)(

33 AA

Подмножеством 1/,
2
1/,

4
1/~

1 CBAA и

1/,0/,
2
1/,0/~

2 dCbaA

соответствует 1/,
4
1/~

3A

Замечание. Пусть в общем случае М1 связано с Е1; М2 свя-
зано с Е3.
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Если )(~
3E формируется из )(~

1E и )(~
2E посредством

формулы композиции (6.152). Так для примера (6.19) оче-
видно, что

)()(),(
213

~~~ yxyx AAA (6.152)

то 3M будет выведено из 1M и 2M посредством формулы
композиции (6.152). Так для примера (5.19) очевидно, что

}1,
4
3,

2
1,

4
1,0{1213 MMMM

Разумеется (6.152) не может рассматриваться как общая
формула.

В §6 показано, как компонуются интервалы для опе-
раций и . Аналогичные процедуры можно применить
для других случаев.
Пример 6.20. Построим нечёткий граф, вершины которого
– нечёткие подмножества, этим будет определён закон
внешней композиции.
Пусть EBEA ~,~

Каждой упорядоченной паре )(~~~,~ EEBA будет по-
ставлен в соответствие элемент, обозначенный

BABA ~,~~~

Элемент С принимает свои значения во множестве F,
определенной операцией .

Предположим, например, что Е={a,b} и 1,
2
1,0M

и, что
)()()()(~,~

~~~~ bbaaBAC BABA (6.153)

Эта функция определяет значение «С» в

1;
2
1;0MF
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Полученный нечёткий граф представлен на рис.6.13.
таким способом можно строить нечёткие графы, которые
обладают специфическими свойствами, обусловленными
их построением.

Таблица 6.16

(0;0) 2
1;0 (0;1) 0;

2
1

2
1;

2
1 1;

2
1

0;1 ;
2
1;1 (1;1)

(0;0
) 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2
1;0 0

2
1

2
1

0
2
1

2
1

0
2
1

2
1

1;0 0
2
1 1 0

2
1

1 0
2
1

1

0;
2
1

0 0 0
2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1;

2
1

0
2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

1;
2
1

0
2
1

1
2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

(1,0) 0 0 0
2
1

2
1

2
1

1 1 1

2
1;1

0
2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

1 1 1

(1;1) 0
2
1

1
2
1

2
1

1 1 1 1
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Достоинство представления внешнего закона нечёт-
кой композиции в виде нечёткого графа состоит в том, что
элементы (вершины графа) – нечёткие подмножества од-
ного и того же универсального множества.

Возвращаясь к группоидам, рассмотрим основные
свойства нечётких группоидов.

Пусть есть закон внутренней композиции нечёткого
группоида, обозначим группоид через ),(E .

1) Если для всех упорядоченных пар
)(~)(~,~ EEBA выполняется условие

ABBA ~~~~ ,                     (6.154)

то говорят, что закон внутренней нечёткой композиции
коммутативен, а также говорят, что группоид коммутати-
вен. Например, группоид на рис.5.13 коммутативен, в то
же время на рис. 6.11 – не коммутативен.
Исходя из понятия коммутативности закона для нечётких
подмножеств, можно заключить, что если

)()()( ~~~~ xxx BABA

то из коммутативности следует коммутативность для
и наоборот.

2) Если CBACBAECBA ~~~~~~:~,~,~ , то говорят,
что закон ассоциативный, а также группоид ассоциативен.
3) Нечёткий группоид имеет единичный элемент.
Определение 6.16. будем говорить, что нечёткий группоид
с законом коммутации обладает левой единицей 1~ , если

AAEA ~~1~:~ ,
правой единицей, если
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AAEA ~1~~:~ (6.155)

и имеет единицу, если

AAAEA ~1~~~1~:~

Например.

Для 1;
2
1;0x и 1;

2
1;0y (1;1) (1;1)=(х,у)

Поэтому (1:1) одновременно является левой и правой еди-
ницей, т.е. просто единицей группоида примера (5.16).
4) Рассмотрим закон, для которого существует единичный
элемент l и пусть a~ и a~ Е.
Если laa , то говорят, что элемент a есть левый об-
ратный элемент для «а», если laa , то говорят, что a
есть правый обратный элемент для а. Наконец, если a = a ,
то a а a =l и говорят, что a есть обратный элемент для
а. Очевидно, что имеется только один элемент, который в
композиции с самим собой даёт (1,1). Это элемент (1,1).
Для всех остальных элементов, таких, что )1;1(),( ba и

)1;1(),( ba имеем

)1;1(),(),( baba
Следовательно, в группоиде не каждый элемент имеет об-
ратного.
В более общем случае, когда в качестве закона исполь-
зуется или , обратный элемент не существует.
5) Пусть и представляет собой два закона внутренней
композиций, определённых на одном и том же множестве
Е. Если

CABACBAECBA ~~~~~~:~,~,~ ,
то говорят, что закон дистрибутивен слева относительно
закона .
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Аналогично, вводится понятие дистрибутивности справа.
Если закон дистрибутивен относительно другого закона

и слева и справа, то говорят, что он дистрибутивен от-
носительно . Тогда

DBCBDACADCBA ~~~~~~~~~~~~

Например, закон дистрибутивен относительно и на-
оборот, закон дистрибутивен относительно . Для за-
кона

BABABA ~~~~~~

относительно или свойство дистрибутивности не
имеет место.
6) Пусть )(ED , причем )(E наделено законом . Ес-
ли для каждой упорядоченной пары DDBA ~,~ ,

DBA ~~ , то говорят, что D относительно .
Например, подмножество ,0,1,0,

2
1,

2
1;0),0,0(1D замк-

нуто относительно . Это можно видеть на рис.6.11. С
другой стороны, подмноже-
ство

2
1;1,1;

2
1,0;

2
1,

2
1;02D

не замкнуто  относительно
. Такое же правило приме-

нимо и для операции , но
только следует рассмотреть
верхние границы. Например,
подмножество 1D не замк-
нуто относительно , а
подмножество 2D - замкну-
то.

(1;1)

2
1;11;

2
1

(0;1)
2
1;

2
1 (1;0)

0;
2
1

(0;0)2
1;0

Рис.6.11
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Определение 6.17. Любое подмножество )(~ ED , замк-
нутое относительно закона будем называть подгруппои-
дом группоида (Е, ) и обозначим (D E, ). Например, D1 –
подгруппоид группоида (рис.5.17) относительно закона ,
а D2 – подгруппоид относительно закона .
Определение 6.18. Ассоциативный нечёткий группоид,
имеющий единицу, будем называть нечётким моноидом.
Если моноид обладает свойством коммутативности, то его
будем называть коммутативным мономидом.
Все следующие нечёткие группоиды, определённые с по-
мощью их функцией принадлежности, являются моноида-
ми.
1. ),(~ E , где EBAxxx BBBA

~,~),()()( ~~~~

Ассоциативность группоида очевидно. Единицей служит
множество Е.
2. )(~ E , где EBAxxx BABA

~,~),()()( ~~~~

Ассоциативность группоида )(~ E очевидно. Единицей
служит множество .
3. ),(~ E , где EBAxxx BABA

~,~),()()( ~~~~ , ассо-
циативен с единицей Е.
4. €),(~ E , где

EBAxxxxx BAAABA

~,~),()()()()( ~~~~~€~

5. ),(~ E , где )(1)()( ~~~~ xxx BABA

EBAxx AB
~,~,)(1)( ~~ ассоциативно с единицей

.
Рассмотрим пример нечёткого группоида, который не яв-
ляется моноидом.
Пример 6.21. Пусть A~ и B~ определяется соотношением

)()()( ~~~~ xxx BABA
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Положим )(),( ~~ xbxa BA и )(~ xc c и обозначим
baba . Легко показать, что )()( cbacba ,

т.е. cbacba
В частности, если а=0,4, b=0,7, c=0,8, то

5,08,03,08,07,04,0cba

3,01,04,08,07,04,0
Этот коммутативный группоид не моноид, поскольку не
обладает свойством ассоциативности.
Определение 6.19. Пусть ),(~ E - нечёткий моноид и

)(~ ED - замкнуто относительно закона , тогда D будем
называть нечётким подмоноидом моноида и обозначим
(D, ).
Пример 6.22. Рассмотрим моноид ),(~ E на рис. 6.12 (а)

Таблица 6.17

(0;0) 2
1;0 0;

2
1

2
1;

2
1

1;
2
1

(0;0) (0;0) 2
1;0 0;

2
1

2
1;

2
1 1;

2
1

2
1;0 ;

2
1;

2
1 1;

2
1

0;
2
1 0;

2
1

2
1;

2
1 0;

2
1

2
1;

2
1 1;

2
1

2
1;

2
1

2
1;

2
1

2
1;

2
1

2
1;

2
1

2
1;

2
1

2
1;

2
1

1;
2
1 1;

2
1 1;

2
1 1;

2
1 1;

2
1 1;

2
1

2
1;0

2
1;0

1;
2
1

2
1;

2
1

0;
2
1

(0;0)
2
1;0

Рис. 6.12



313

Подмоноиды этого моноида представлены на рис.6.13 и
6.14.  Причем

2
1;1,

2
1;0),0;0(;1;

2
1),0,0( 21 DD

(0;0) 1;
2
1

(0;0) (0;0) 1;
2
1

1;
2
1 1;

2
1 1;

2
1

Рис.6.13

(0;0) 2
1;0 2

1;1

(0;0) (0;0) 2
1;0

2
1;1

2
1;0

2
1;0

2
1;0

2
1;1

2
1;1

2
1;1

2
1;1

2
1;1

Рис.6.14

Известно, что группа представляет собой моноид, в
котором для каждого элемента существует и притом един-
ственный обратный элемент.

1;
2
1

(0;0)

(0;0)

2
1;1

2
1;0
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Можно задать следующий вопрос: существуют ли реально
группы, которые являются нечёткими, если рассматривать
операции ,€,,, ?

Рассмотрим операции (минимум), (максимум),
(произведение), € (алгебраическая сумма), (дизьюк-

тивная сумма). Каждая из этих операций ассоциативна и
для каждого существует единица, роль которой в зависи-
мости от случая играет 0 и 1; однако почти одинаково для
каждой из этих операций не существует обратный элемент.
Рассмотрим операцию . Пусть (a,b) M M, где

10],1;0[ baM . Единицей для операции служит 1.
Существует ли такое а или b, что а b=1? Нет, не сущест-
вует, поскольку, а b=а<1.
С другой стороны, если взять М={0;1}, то групповая
структура возможна.

0 1 0 1 0 1 0 1
0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0
1 0 1 1 1 1 1 1 0 1 0 1

Это не
группа.
Единичный
элемент 1,
но 0 не
имеет об-
ратного
элемента.

Это не группа.
Единичный
элемент 0, но
1 не имеет об-
ратного.

Это группа.
Единичный
элемент 0. 0
есть обратный
элемент 0, 1-
обратный эле-
мент для 1.

Это группа.
Единичный
элемент 1, 0
– обратный
элемент 0, 1
имеет об-
ратный
элемент 1.
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ГЛАВА VII. НЕЧЕТКИЙ АНАЛИЗ

§1. Нечеткая функция

Всвязи с тем, что в классической математике функцию
следует рассматривать как зависимую переменную. Преж-
де чем, чтобы введем понятие нечеткой переменной.
Следуя Л.Заде [5] имеем следующее.

Определение 7.1. Нечеткой переменной будем называть
переменную, которая характеризуется тройкой (Х,Е, R(х,
χ)), где Х - название переменной, Е – универсальное мно-
жество (конечное или бесконечное, χ-общее название эле-
ментов множества Е, R(х, χ)- нечеткое ограничение на зна-
чения переменной χ , обусловленное х.

Как и в случае обычных нечетких переменных вместо
R(х,χ) будем, как правило, писать сокращенно R(х), где х-
общее название значений переменной Х.

Уравнение назначения для х имеет вид:

Х=х:R(x) (7.1)

или, что эквивалентно х= χ, χ R(x) и отражает то, что эле-
менту х назначается значение χ с учетом ограничения
R(x).
Определение 7.2. Степень, с которой удовлетворяется ра-
венство (7.1) будем называть совместимостью значения χ
с R(x) и обозначать

С(χ)= Ex
xR

,)(
)(

(7.2)
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Замечание. Важно отметить, что совместимость значения χ
не есть вероятность значения χ. Совместимость χ с R(x) –
это лишь мера того, насколько значение χ удовлетворяет
ограничению R(x). Она не имеет никакого отношения к то-
му, насколько вероятно или не вероятно это значение.
Пример 7.1. Рассмотрим нечеткую переменную, именуе-
мую бюджет.

Пусть Е=[0, ), R(x) определяется следующим образом:

R(бюджет)=
1000

121000

0 200
10001/1 x

Тогда в уравнении назначения бюджет=1100: R (бюджет).
Совместимость значения 1100 с ограничением R (бюджет)
равна

С(1100)= 8,0)1100(
)(бюджетR

Рис.7.1

C(х)

1 -0,8 -

0 1000 1100
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Функция совместимости нечеткой переменной (бюджет).
С другой стороны, исходя из понятия области изменения
обычной (четкой) переменной можно ввести (и придержи-
ваться) следующее понятие нечеткой переменной.
Определение 7.3. Независимую переменную, область изме-
нения которой есть нечеткое множество, будем называть
нечеткой переменной.

При этом, если учесть определение нечеткого мно-
жества (4.3), то легко установить эквивалентность опреде-
лений (7.1) и (7.3).
Действительно: если x~ -нечеткое множество и в то же вре-
мя является областью изменения нечеткой переменной х,
то это означает, что х принимает нечеткое значение

},0)(,{~
~

Xxxxx
x

. Теперь, если в качестве нечеткого

ограничения на значение переменной х взять ,0)(,
~

x
x

то

из определения 7.3 получаем определение (7.1). Проведя
обратное рассуждение, из определения (7.1) получим оп-
ределение (7.3).

Перейдем теперь к введению понятия нечеткой
функции.

Следует отметить, что различными авторами моно-
графий по нечетким множествам 6,7 приводится понятие
нечеткой функции. Но при ознакомлении с этими поня-
тиями убеждаемся, что во всех случаях приведенные опре-
деления нечеткой функции расплывчатые, т.е. эти опреде-
ления либо неоднозначно характеризуют сущность нечет-
кой функции, либо почти совпадают с понятием четкой
функции. Это связано с тем, что при введении понятия не-
четкой функции следует придерживаться сущности терми-
на функции и не путать его с понятием области определе-
ния функции.
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Как известно, функция – это соответствие f:X Y,
которое каждому элементу х Х сопоставляет единствен-
ный элемент y Y . При этом Х- область определения
функции у=f(x), Y-область значений этой функции.

Приведенное определение функции одной перемен-
ной не характеризует степень ее четкости. Поэтому возни-
кает необходимость привести четкие определения как чет-
кой, так и не четкой функции.
Определение 7.4. Функцию у=f(x) будем называть четкой,
если каждому четкому элементу х Х сопоставляет единст-
венный четкий элемент y Y.
Определение 7.5. Функцию )(~~ xfy , будем называть не-
четкой функцией , если каждому четкому х Х сопоставля-
ет нечеткий элемент Yy ~~ . Где Y~ -нечеткое подмножество
некоторого универсального множества Y.
Из этого определения следует, что нечеткая функция отли-
чается от четкой тем, что при действии четкой функции на
элемент заданного множества, он отображается на элемент
той же четкости другого множества, а при действии нечет-
кой функции четкость отображения изменяется, т.е. если
f и f~ соответственно четкая и нечеткая функции, ото-

бражающие А Х в В Y и B~ Y соответственно, то
)()(

~
yy

BB
. Подмножества В и B~ состоят из элементов

у Y, которые входят в В с разными значениями функции
принадлежности.
Следует различать два вида нечетких функций:

1) нечеткая функция с четким аргументом )(~~ xfy
2) нечеткая функция с нечетким аргументом

)(~~ xfy ,области определения которых есть соот-
ветственно четкое и нечеткое множества.
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Следует отметить, что каждая из указанных типов
нечетких функций (также как и четкое функция) может
быть действительной функцией действительной перемен-
ной, комплексной функцией с действительной и комплекс-
ной переменной, а также однозначной и многозначной.

Также как и четкая функция, нечеткая функция мо-
жет быть задана тремя способами: аналитический, таблич-
ным и графическим способами.

I. Аналитическим называется способ, когда
функция задается в виде аналитического вы-
ражения. [56]

Определение 7.6. Аналитическим выражением назы-
вается символическое обозначение совокупности извест-
ных математических операций, которые производятся в
определенной последовательности над числами и буквами,
обозначающими постоянные и переменные величины.

Из определения аналитического выражения следует,
что если функция )(~~ xfy - нечеткая функция, то извест-
ные математические операции (в определенной последова-
тельности) производятся над нечеткими постоянными и
переменными величинами. При этом каждое число и каж-
дая буквенная величина может иметь различные значения
функции принадлежности (могут входить в выражение
функции с различной степенью четкости), что может соот-
ветствовать выполнению нечетких математических дейст-
вий. Поэтому, если нечеткая функция f (как действие на ее
аргумент) есть сложная функция, т.е. состоит из элемен-
тарных функций (элементарных действий) { n} с функ-
циями принадлежности ( n) , то

)(min)( n
Nn

f (7.3)

где - степень четкости f; N – количество элементарных
математических действий, из которых состоит действие
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функции f на ее аргумент. Наряду с этим, следует иметь
ввиду, что если нечеткая функция действительной пере-
менной является сложной нечеткой функцией, промежу-
точный аргумент которой есть нечеткая функция, то про-
межуточный аргумент рассматривается как нечеткая
функция четкого аргумента, а основная функция – как не-
четкая функция нечеткого аргумента.
II Табличный способ задания нечеткой функции заключа-
ется в том, что двустрочная (двухстолбцовая) таблица. На
первой из которых задаются значения аргумента вместе со
значениями их степени четкости (т.е. со значениями функ-
ций принадлежности значений функций принадлежности
значений аргумента их области определения нечеткой
функции), а на второй – соответствующие значения нечет-
кой функции вместе с их степенями четкости (т.е. со зна-
чениями функции принадлежности этих значений области
изменения нечеткой функции).
III.Графический способ задания нечеткой функции одной
переменной заключается в том, что на координатной плос-
кости задаются два однопараметрических  семейства ли-
ний, зависящих от одного и того же параметра (где -
уровень или степень четкости нечеткой функции).

Причем линии обеих семейств, соответствующих од-
ному и тому значению расположены относительно ли-
нии (описываемой четкой функцией той же структуры, что
и нечеткая функция) соответствующей значению парамет-
ра =1.

Наряду с этим из представления нечеткого числа
следует, что при каждом значении аргумента нечеткой
функции, значение, принимаемое ею, принадлежит интер-
валу, центр которого соответствует значению четкой
функции той же структуры, что и данная нечеткая функция
при том же значении аргумента, а радиус интервала равен
длине левого (правого) растяжения нечеткого числа. По-
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этому график нечеткой функции одной переменной пред-
ставляет собой линию, целиком лежащую внутри полосы,
осью симметрии которой есть линия, описываемая четкой
функцией той же структуры, что и сама нечеткая функция.
Но так как функция, описывающая на плоскости некото-
рую плоскую полосу есть ничто иное как интервальная
функция, зависящая от непрерывного параметра, то нечет-
кую функцию L-R-типа можно рассматривать как интер-
вальную функцию непрерывного параметра при его фик-
сированном значении. При этом фиксированное значение
параметра равно значению степени четкости нечеткой
функции: )( f

y
.

Как известно из интервального анализа [57] интер-
вальнозначная функция представляется тремя способами:
1) с помощью математических операций над нечеткими

числами и переменными (аналогично классическим
представлением четких функций);

2) с помощью двух функций, зависящих от параметра « »
и четкого аргумента, образующую левый и правый
пределы интервала изменения значений нечеткой
функции при фиксированном значении « ».

)(),1(),1(
),0();;0(),();,(

)1,0(,);,();,(

xfxfxf
xfxfxfxf

Xxxfxf

RL

RLRL

RL

(7.4)

где f(x) – четкая функция той же структуры, что и пред-
ставляемая нечеткая функция;

3) с помощью четкой функции той же структуры, что
и представляемая нечеткая функция и функций от-
клонения от нечеткой функции, т.е.
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)},(),,(),({),(~ xmxmxfxf RL (7.5)
где

)(),(),();,()(),( xfxfxmxfxfxm RRLL (7.6)
Отметим, что задача о представлении нечеткой функции с
двумя граничными вещественными (четкими) функциями
состоит в нахождении представления

)},();,({),(~ xfxfxf RL (7.7)
В 57 доказывается, что всякую однозначную интерваль-
ную функцию ),(~ xf единственным образом можно пред-
ставить через граничные вещественные функции ),( xfL и

),( xfR .
Поэтому из интервальнозначности нечетких функций

следует, что всякую нечеткую функцию можно предста-
вить через граничные вещественные функции, которыми
являются функции ),( xfL и ),( xfR .

Проиллюстрируем представление нечеткой функции
четкого аргумента на рациональной функции в виде квад-
ратного трехчлена.

Рис.7.2 Интервальная нечеткая функция

)(~ xf

),0( xfR
),( xfR

)(xf

),( xfL

),( xfL

а b x
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};{~);;(~;~~)(~
2211 2121

2
RLRL aaaaaaaxaXxf

на отрезке ba ~;~ , где };{~};;{~
RLRL bbbaaa .

Тогда, учитывая, что для любого из чисел a~

RRLL aaaaaa )1()(;)1()( имеем:

)}()({)(~)(~),(~
21

2
21

2
LL axaxaxaxxf ;

))1(())1((

);)1(())1((

21

21

21

21
2

21
2

)()(2

RR

LL

RR

aaxaxax

aaxaax

aax

т.е.

))1(())1((),(

))1(())1((),(

21

21

21
2

21
2

RRR

LLL

aaxaaXxf

aaxaaXxf
(7.8)

Отметим, что так как любое значение из левого рас-
ширения нечеткого числа меньше любого значения из его
правого расширения, то в зависимости от знака коэффици-
ентов в )(~

1a и )(~
2a выражения (7.8) должны быть тако-

вы для любого ]~,~[ bax и любых ]1,0[

),(),( xfxf RL (7.9)
Следует отметить, что если степень четкости функции
f~ есть )(

~
f

B
, а )( 1x

A
, то степень четкости элемен-

та )( 11 xfy есть
)( 1~

y
B

(7.10)
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где B~ -нечеткое подмножество универсального множества
Y. Поэтому, для любых , [0,1] и XAx ~ для моно-
тонно возрастающей нечеткой функции

))(,(),()()(),())(,( RRRLLL xfxfxfxfxfxf

Из соотношения (7.9) следует, что график функции
),( xf L лежит ниже графика функции ),( xf R для

(0,1), а при =1 графики этих функций совпадают и
образуют график четкой функции той же структуры, т.е.
график функции y=f(x).
Представим теперь нечеткую функцию ),(~ xf третьим
способом.
Из (7.8) имеем:

21
2)(),1(),1( axaxxfxfxf RL (7.11)

)()1(),()(),(
2LLLL axaxfxfxm (7.12)

)()1()(),(),(
21 RRRR axaxfxfxm (7.13)

При этом

)},(),,();({),(~ xmxmxfxf RL (7.14)
Следует отметить, что

1) если )()( xmxm RL , то

)()(
2
1)( xfxfxf RL (7.15)

2) если )()( xmxm RL , то следует взять
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)()(
)()()()()(

xmxm
xmxfxmxfxf

RL

LRRL (7.16)

Пример 7.2. Рассмотрим нечеткую функцию четкого аргу-
мента.

]9;6[]5;3[]4;1[)(~ 23 xXXxf на ]5;0[],[ ba
Представим )(~ xf вторым и третьим способами и по-

строим ее схематический график.
Имеем, пусть коэффициент заданной нечеткой функ-

ции есть нечеткие числа, которые имеют одинаковые ле-
вые и правые растяжения. Тогда, на основании (7.15)

65)(

934)(

5,745,2)(

23

23

23

xxxxf

xxxxf

xxxxf

R

L

Тогда
}65;934{)(~ 2323 xxxxxxxf

5,15,1)(

5,15,1)(
2

2

xxxm

xxxm

R

L

Поэтому,
}5,15,1;5,745,2{)(~ 223 xxxxxxf

Для любых ]1,0[

)5,1)1(5,7())1(4()5,1)1(5,2(),( 23 xxxxf L

)5,1)1(5,7())1(4()5,1)1(5,2(),( 23 xxxxf R

5,1)1()1(5,1)1(),()(),( 2 xxxfxfxm LL
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5,1)1()1(5,1)1(),( 2 xxxmR
),(),( xmxm RL ‘

Приведем геометрическую интерпретацию )(~ xf на 0;5 .

Рис.7.3
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Из рис. 7.3 очевидно, что значение = (f) монотонно
уменьшается с увеличением расстояния от графика четкой
функции 9являющейся ядром нечеткой функции).

В 57 введены понятия интервального расширения
четкой функции и сужения интервальной функции.

Для нечеткой функции аналогичным образом можно
ввести понятия сужения и расширения нечеткой функции,
т.е.
1) Сужение нечеткой функции

),()~,(~

~
~ xfxfRs

xx

(7.17)

2) интервальное расширение нечеткой функции
)~,~(~),(

~
~

xfxDif

xx

(7.18)

где f( ,x) – наиболее четкое значение нечеткой функции.

Пример 7.3. Найдем сужение нечеткой функции (приве-
денной в примере 6.2) до уровня =0,1
Имеем:

65,79,365,2

)}5,1)1(5,7())1(4(

)5,1)1(5,2({),(

23

23
9,09,0

xxx

x

xxRsxfRs L

35,71,435,2

)}5,1)1(5,7())1(4(

)5,1)1(5,2({),(

23

23
9,09,0

xxx

x

xxRsxfRs R

Следовательно,
}35,71,435,2;65,79,365,2{);9,0(~ 2323 xxxxxxxf
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85,81,385,3)}5,1)1(5,7())1(4(

)5,1)1(5,2({),(

23

23
1,01,0

xxxx

xxDixfDi L

15,69,415,1)}5,1)1(5,7())1(4(

)5,1)1(5,2({),(

23

22
1,01,0

xxxx

xxDixfDi R

Следовательно,
}15,69,415,1;85,81,385,3{);1,0(~ 3323 xxxxxxxf

Аналогично рассматриваются примеры сужения и расши-
рения нечеткой функции нечеткого аргумента.

§2 Предел и непрерывность нечеткой функции.

Рассмотрим изменение нечеткой функции при
стремлении ее аргумента к конечному значению, либо к
бесконечности.

Так как на множестве нечетких функций, определяе-
мых на одном и том же множестве (в одном и том же ин-
тервале), каждая из нечетких функций отличается от дру-
гих нечетких функций значением степени нечеткости
(уровень нечеткости), то говоря о понятиях предела и не-
прерывности нечеткой функции, следует конкретизировать
для каких нечетких функций вводятся эти понятия.
Определение 7.7 Пусть нечеткая функция ),(~ xf опреде-
лена в некоторой окрестности точки а или в некоторых
точках этой окрестности. Нечеткую величину )(~A будем
называть пределом функции ),(~ xf четкости в точке
=а, если для любого >0,  как бы оно мало ни было, можно
указать такое положительное число , что для всех х, от-
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личных от а и удовлетворяющих неравенству
ax имеет место неравенство

)(),( Axf (7.19)

и обозначим )(~),(~ Axfiml
ax

Учитывая, что для любого нечеткого числа (нечеткой ве-
личины) его любое значение из левого расширения меньше
любого значения из его правого расширения, говоря о пре-
деле нечеткой функции, следует иметь ввиду, что речь
конкретно идет о выполнении соотношений

)(~),(~lim LL
ax

Axf (7.20)

или

)(~),(~lim RR
ax

Axf (7.21)

Замечание. Также как и для четких функций для нечетких
функций ),(~ xf L и ),(~ xf R и любого ]1,0[ справедли-
ва теорема существования пределов нечетких. Т.е. спра-
ведлива
Теорема 7.1. Если существует равные друг другу пределы
слева и справа для нечеткой функции ),(~ xf L ),(~ xf R
при х а, то существует предел (7.20) (7.21) и обратно
(7.20) (7.21), то существуют равные друг другу пределы
слева и справа для нечетких функций ),(~ xf L ),(~ xf R .
Определение 7.8. Если ),(~ xf стремится к пределу

)(~
1A при х а и х а, то )(~

1A называется пределом не-
четкой функции ),(~ xf слева в точке а.



330

Если же ),(~ xf стремится к пределу )(~
2A при х а и

х а , то )(~
2A называется  пределом ),(~ xf в точке х=а

справа.
Эти пределы обозначаются соответственно:

)(~),(~lim 1
0

Axf
ax

и
)(~),(~lim 2

0
Axf

ax
(7.22)

Эти понятия вводятся для любых ]1,0[ .
Следует отметить, что все приведенные понятия можно
ввести и для случая, когда х , т.е.
Определение 7.9. Нечеткая функция ),(~ xf , ]1,0[
стремится к пределу )(~A при х , если для каждого
произвольно малого 0 и любого достаточно большого
положительного N существуют значения х, такие, что при

)(~),(~, AxfNx и обозначается:

)(~),(~lim Axf
x

.

Кроме того, так как результат предельного значения не за-
висит от способа перехода к пределу, то независимо от то-
го, является ли область определения нечеткой функции
четким или нечетким множеством (что соответствует тому,
что взятая нечеткая функция четкого или нечеткого аргу-
мента) приведенные выше понятия пределов нечеткой
функции сохраняются без изменения.
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Отметим, что  1) если нечеткая функция (также, как
и нечеткое число) является нечеткой функцией L-R – типа,
т.е.

)},();,({),(~ xfxfxf RL (7.23)
причем выполняются (7.22), то

)(~)}();({

),(lim);,(lim),(~lim

AAA

xfxfxf

RL

R
ax

L
axax (7.24)

)},();,();({),(~ xmxmxfxf RL
2) если

)},();,();({),(~ xmxmxfxf RL (7.25)
где f(х)- четкая функция той же структуры, что и

),();,(~ xmxf L и ),( xmR - функции отклонения
),(~ xf от f(х), то

)26.7}(;{)},(lim);,(lim);(lim{),(~lim RLR
ax

L
axaxax

mmAxmxmxfxf

Отсюда следует утверждение. Для того, чтобы нечеткая
функция имела ограниченный предел необходимо, чтобы
четкая функция той же структуры имела конечеый предел.

Следует также отметить, что все основные теоремы о
пределах четких функций справедливы и для пределов не-
четких функций, т.е.

1.

n

i
i

ax

n

i
i

ax
xfxf

11
),(~lim),(~lim

2.
),(~lim),(~lim),(~),(~lim 2121 xfxfxfxf

axaxax
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Следствие 7.1. ax
lim

с
),(~lim),(~ xflCxf

ax

3. ),(~lim

),(~lim

),(~
),(~

lim
xg

xf

xg
xf

ax

ax
ax если всюду

4. Если на множестве, содержащей точку х=а
),(~),(~ xgxf , то ),(~lim),(~lim xgxf

axax для любых
0;1 .

Следствие 7.2. Для любых 0;1

),(~lim),(~lim xfxf R
ax

L
ax

Следствие 7.3. Для любых 1< 2; 1, 2 0;1

),(~lim),(~lim 21 xfxf L
ax

L
ax и

),(~lim),(~lim 21 xfxf R
ax

R
ax

Пример 7.4.

)(~}213;217{

]5,1)1(5,7[)]1(4_[
]5,1)1(5,2[];5,1)1(5,7[

)]1(4[)5,1)1(5,2({lim

]}9;6[]5;3[]4;1[{lim

23

3
1

23
1

A

x
xx

xxx

xxx

x

x

);6;0(~}2,14;8,15{

}213;217{lim)(~lim);(~lim
6,06,01

A

Axf
x

Кроме того

),(~ xg
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;15)1(};15;15{}213;217{lim);(~lim
11

Axf
x

Если
)6,0(~A )2,0(~A

представить в виде, то
}8,0;8,0;15{)6,0(~A

.
};;{~

RL mmAA
Найдем теперь             . Имеем:

};4,13;6,16{}213;217{lim)(~lim
2,02,0

A
x

Таким образом:
)2,0()6,0()6,0()2,0( RRLL AAAA

Пусть нечеткая функция ),(~ xf (четкости ]1;0[ ) опре-
делена при некотором значении х0 и в некоторой ее окре-
стности и ),(~~

00 xfy .
Если аргументу х (х - четкая, либо нечеткая переменная)
дать приращение (положительное или отрицательное) х,
то и функция y~ получит приращение y~ , которое выра-
жается формулой:

y~ = ),(~),(~
00 xxfxxf

Определение 6.10. Нечеткая функция ),(~
0xf называется

непрерывной в точке х= х0, если она определена в точке
х= х0 и некоторой ее окрестности.
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000
00

)x,(f~)xx,(f~y~ limlim
xx

(7.27)

для любых 0;1 .
Или же

),(~),(~
0lim

0

xfxf
xx

(7.28)

Учитывая представление нечеткой функции в виде (7.4) и
(7.5), имеем:

Определение 7.11. Нечеткую функцию
),();,( xfxf RL будем называть непрерывной в точке

х= х0 для любого 0;1 , если

),();,(),();,( 00lim
0

xfxfxfxf RLRL
xx

(7.29)

Определение 7.12. Нечеткую функцию
),(),,(),( xmxmxf RL будем называть непрерывной в

точке х= х0 для любого 0;1 , если

),();,(),(),(),,();( 000lim
0

xmxmxfxmxmxf RLRL
xx

(7.30)

Из (7.30) следует. Для того, чтобы нечеткая функция
была непрерывной в точке х= х0 , необходимо, чтобы чет-
кая функция той же структуры была непрерывна в этой
точке. С точки зрения левого и правого пределов функции
имеем.
Утверждение 6.1 Нечеткая функция ),(~ xf непрерывна в
некоторой точке (взятой из области определения нечеткой
функции) х0, если в этой точке ее левый и правый пределы
совпадают.
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Также как и четкая функция, нечеткая функция
),(~ xf называется непрерывной на некотором множестве,

если она непрерывна во всех точках этого множества.
Кроме того, все свойства четких непрерывных функций
справедливы для непрерывных нечетких функций.
Пример 7.5. Доказать непрерывность нечеткой функции

]7;3[]5;2[]3;1[);4,0(~ 2 xxxf в точке х=1
Имеем:

723);4,0(
35),4,0(

2
2

xxxf
xxxf

R
L

Если ),(),( xmxm RL для любых 0;1 , то

55,32)( 2 xxxf

При этом );4,0(215);4,0( 2 xmxxxm RL
Для точки х=1 имеем:

5,35)1(5,3)1(2)55,32( 2

0

2

0
1

limlim xx
x

5,35)1(5,3)1(2)55,32( 2

0

2

0
1

limlim xx
x

Аналогично легко доказать, что
5,4);4,0();4,0( limlim

0101
xmxm L

x
L

x

т.е. );4,0(~ xf непрерывна в точке х=1.
Так же, как и четкие функции, нечеткие функции мо-

гут иметь точки разрыва первого и второго рода, которые
определяют аналогично, что и точки разрыва первого и
второго рода, которые определяют аналогично, что и точки
разрыва для нечетких непрерывных функций справедливы
следующие теоремы:
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1) Если ),(~
1 xf и ),(~

2 xf есть непрерывные в точке х= х0

нечеткие функции четкости 0;1 , то
),(),(),( 21 xfxfx есть непрерывная функция в

точке
2) Произведение непрерывных двух нечетких функций
есть непрерывная нечеткая функция.
3) Частное двух непрерывных нечетких функций непре-
рывная, если знаменатели в рассматриваемой точке не об-
ращается в нуль.
4) Если ),(~~ xu непрерывна при х= х0 и ),(~ uf непре-
рывна в точке ),(00 xu , то функция )](~[~ xf непре-
рывна в точке х= х0.
При этом:
1) если

,)()~(,~;~,~;~:~
21212211 ffYBBBAfBAf то

2

2

1
2121 )(;,)~~(;)~~( f

f
fffff , ес-

ли )( (6.31)
2) если )( 1f ; ;)( 2f )( , то

)()()]([
)();(min)/(
)();(min)(

)();(max)(

2121

2121

2121

ff
ffff
ffff

ffff

(7.32)

§3.Дифференцирование нечеткой функции

Из физического смысла производной обычной (чет-
кой) функции следует, что если некоторый физический
процесс описывается некоторой четкой функцией, то ско-
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рость изменения этого физического процесса так же опи-
сывается четкой функцией, являющейся  производной от
исходной четкой функции. Это означает, что степень чет-
кости производной от нечеткой функции с любой степе-
нью четкости совпадает со степенью четкости самой
функции. Справедливость этого утверждения устанавлива-
ется так же тем, что сама операция дифференцирования
является четкой операцией, т.е. если операцию дифферен-
цирования рассматривать как функцию )(x , то 1)( .

Учитывая, что для нечеткой функции
)~(),,(~ fxf 0;1 и )~()(min)~( * ff , то по-

лучим, что

)~();1min()~( * ff (7.33)

Поэтому, при введении понятия производной нечеткой
функции следует учесть лишь значение степени четкости
самой функции.
Определение 7.13. Предел отношения приращения нечет-
кой функции (четкости 0;1 ),(~ xf ) к приращению
аргумента х при стремлении последней к нулю, будем
называть производной нечеткой функции ),(~ xf и обо-
значим:

x
xfxxfxf

x

),(),(~
),( lim

0
(7.34)

Учитывая представления (7.4) и (7.5) нечеткой функции,
имеем:
Определение 7.14. Если нечеткая функция четкого аргу-
мента задана в виде (6.4), тогда для 0;1
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;
),(),(

;
),(),(

),(~),(

)},();,({),(~

lim

lim

lim

0

0

0

x
xfxxf

x
xfxxf

x
xfxxf

xfxfxf

RR

x

LL

x

x

RL

(7.35)

Определение 7.15. Если нечеткая функция четкого аргу-
мента задана в виде (6.5), тогда для

(0;1)

x
xmxxm

x
xmxxm

x
xfxxf

xmxmxfxf

RR

x

LL

xx

RL

),(),(

;
),(),(

;)()(

),();,();(),(~

lim

limlim

0

00

(7.36)

С геометрической точки зрения производная нечет-
кой функции ),(~ xf в любой точке (четкой, либо нечет-
кой) х=х0 равна угловому коэффициенту касательной к ли-
нии,  описываемой этой функцией в данной точке.
Пример 7.6. }4;2{~;)(~ ~

axxf a .

Найдем )3;8,0(~f . Имеем: 1~~)(~~ axaxfy , т.е.
}3;1{}4;2{~ xy

Для х 1; yL(0; x)=x2; yR(0;x)=x4

34);0(;2);0( xxyxxy RL
Для простоты предположим, что левое и правое растяже-
ния числа 2;4 - одинаковы, тогда

}1;1;3{};;{~},4;2{};{~
RLRL mmaaaaa /

Следовательно, 3);1();1( xxfxfy RL
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23)( xxfy
)]1(2[)1(3);( xxyL
)]1(2[)1(3);( xxyR

)]1(2[2 )]1(3[3),( xxxmL
2)]1(2[ 3)]1(3[),( xxxmR

2,28,1 2,3);8,0(;8,2)8,0( xxfxxf RL
22,28,12 32,3);8,0(;8,23)8,0( xxxmxxxm RL
27)3()3;1()3;1(};4,34;7,20{)3;8,0( ffff RL

или
}4,7;3,6;27{)3;8,0(~f

Схематический график ),(~ xf на 1,5; 4 построен на
рис.7.4

Отметим, что все действия над производными четких
функций справедливы и для производных от нечетких
функций.

1) )(~)(~)(~)(~ xgxfxgxf x

2) )(~)(~)(~)(~)(~)(~ xgxfxgxfxgxf

3) 2)](~[
)(~)(~)(~)(~

)(~
)(~

xg
xfxgxgxf

xg
xf

если всюду 0)(~ xg
4) Если )(~~),~(~~ xuufy , то xux Uff ~~~

~ соотношение
1)-4) справедливы для любых (0;1). При этом следует
учесть, что четкость производной (от алгебраической сум-
мы, частного и произведения) совпадает с четкостью ре-
зультатов, соответствующих операций над самими нечет-
кими функциями, а четкость производной сложной функ-
ции равна четкости самой нечеткой сложной функции.
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Рис. 7.4

На рис. 7.5. приведена геометрическая интерпретация про-
изводной нечеткой функции. Наряду с этим, легко дока-
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зать, что как понятия дифференцируемости также и все
теоремы о дифференцируемых четких функциях справед-
ливы и для нечетких функций, как с четким так же и с не-
четким аргументом.

Производная нечеткой функции с нечетким аргументом

Рис.7.5.Производная нечеткой функции с четким
аргументом

а)

x

y

0

y=fR(x)
y=f(x)

yL=fL(x)

x6

L R

б)

x

y

yR= )х(f~

yL= )х(f~

y=f(x)

0Lх
0Rхx0

RL
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Аналогично понятию дифференциала четкой функ-
ции можно ввести понятие дифференциала нечеткой
функции как четкого, так же и нечеткого аргумента.
Определение 7.15. Рассмотрим приращение нечеткой
функции ]1;0[),,(~ xf , соответствующее приращению
аргумента х.
При этом: 1) если )},();,({),(~ xfxfxf RL , то

)},(),(),,(),({

)},();,({
),(

xfxxfxfxxf

xfxf
xf

RRL

RL (7.37)

2) если )},(),,(),({),(~ xmxmxfxf RL , то

)},(),();,(
),(),()({

)},();,();({
),(

xmxxmxm
xxmxfxxf

xmxmxf
xf

RRL

L

RL
(7.38)

В силу определения производной нечеткой функции
представления переменной величины в виде суммы ее пре-
дельного значения и бесконечно малой величины из (7.37)
и (7.38) имеем:

}),(;);,({),(~ xxxfxxxfxf RRLL (7.39)

}),(
;),(;)({),(~

xxxm
xxxmxxfxf

RR

LLx (7.40)

При этом линейную часть приращения нечеткой
функции относительно приращения ее аргумента (четкого,
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либо нечеткого) будем называть главной частью прираще-
ния, либо дифференциалом нечеткой функции.
Для вычисления дифференциала нечеткой функции имеем:

}),(;),({),(),(~ dxxfdxxfdxxfxfd RLx (7.41)
либо

}),(;),({),(),(~ dxxfdxxfdxxfxfd RLx (7.42)
Так же как и для четких функций с геометрической точки
зрения, дифференциал нечеткой функции ),(~ xf для лю-
бых 0;1 , соответствующее приращению аргумента
( х) равен приращению по касательной к кривой (описы-
ваемой этой функцией) в точке касания, соответствующее
приращению аргумента.

Рис. 7.6

),(~ xfd R

),(~ xfd L

df(x)

y

x0 x            x+ x
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§4. Экстремум нечеткой функции

Следует иметь в виду, что:
1) нечеткий максимум, т.е. максимум нечеткой функции

)(~ xf определяется как

),(~max)(~max)(~
]1;0[

max xfsurxfxf
XxXx

(7.43)

2) нечеткий минимум, т.е. минимум нечеткой функции
)(~ xf определяется как

),(~mininf)(~min)(~
]1;0[

min xfxfxf
XxXx

(7.44)

Поэтому, учитывая, что для любого уровня четкости не-
четкой функции )(~ xf

),(~),(~ xfxf RL (7.45)
можно принять следующие определения экстремума (мак-
симума и минимума) нечеткой функции.
Определение 7.16. Нечеткая функция ),(~ xf , 0;1 в
точке х0 Х имеет максимум, если значение функции

),(~ xf R в точке х= х0 больше, чем ее значение во всех
точках множества Х.
В терминах приращения аргумента нечеткая функция

),(~ xf в точке х= х0 имеет максимум, если для любых
х в этой точке

),(~),(~
00 xfxxf RR (7.46)

Определение 7.17. Нечеткая функция ),(~ xf , 0;1 в
точке х1 Х принимает значение  минимума, если значения



345

функции ),(~ xf
L

в точке х=х1 меньше, чем ее значения во
всех оставшихся точках множества Х.

В терминах приращения аргумента, нечеткая функ-
ция ),(~ xf в точке х=х1 , имеет минимум, если для любых

х в точке х=х1.
),(),( 11 xfxxf LL (7.47)

Из приведенных понятий экстремума нечеткой
функции следует, что при сужении нечеткой функции эти
определении совпадают с определениями соответствую-
щих понятий для четких функций той же структуры, что и
данная нечеткая функция.

Поэтому теоремы о необходимом и достаточном ус-
ловия экстремума четкой функции справедливы и для не-
четкой функций. Кроме того, при нахождении стационар-
ных точек нечеткой функции в силу теоремы о необходи-
мом условии экстремума функции одной переменной 56
следует найти корни нечеткого уравнения

0),(~ xf (7.48)
Ввиду того, что корнями уравнения (7.48) будут не-

четкие величины (в частности, нечеткие числа), то каза-
лось бы, что при применении теоремы о достаточном ус-
ловии экстремума следует определять значения ),(~ xf L и

),(~ xf R , найденных из (7.48), нечетких значениях. Но это
не так. Дело в том, что если (в частности) в точке

)();(;)(~
0000 RL mmxx функция принимает значение

максимума, то мы должны будем сравнить значения

00 ;
0

xfmxf RLR и
00 RR mxf и взять ве-

личину
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00 000 ,;;~max RRLRR
Xx

mxfmxfxfsurxf (7.49)

С другой стороны, так как для любого фиксированного
значения ]1;0[ (любого уровня четкости) каждая из
функций xf L , и xf R , описывает конкретные линии
на координатной плоскости, то (очевидно, что) стационар-
ные точки для каждой из функций xf L , и xf R , будут
различны. Поэтому:

1) если xfxfxf RL ,;,, , то для определения
стационарных точек нечеткой функции следует решить
уравнения:

0, xf L и 0, xf R (7.50)
и взять

0,max,~max xfxf R
Xx

(7.51)

0,min,~min xfxf L
Xx

(7.52)

2. Если RL mxmxfxf ;,;,~ , то для определе-
ния стационарных точек нечетких функции следует ре-
шить уравнения:

0)x(f ; 0x,mL и 0x,mR (7.53)
и взять

x,mxfmaxx,f~max RXx
(7.54)

x,mxfminx,f~min LXxXx
(7.55)

Геометрический смысл экстремума нечеткой функции
x,f~ иллюстрируется на рис. 7.7.
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Рис.7.7

Пример 7.7. Найти максимум и минимум нечеткой функ-
ции с четкостью =0,6, заданной в виде:

]7;3[]5;3[]3;1[)(~ 23 xxxf
Имеем: 35);0( 23 xxxfL

733);0( 23 xxxfR
Если нечеткие коэффициенты и свободный член есть

нечеткие числа, имеющие одинаковые растяжения, то

242)();1();1( 23 xxxfxfxf RL

Тогда
]5)1(2[)]1(4[)]1(2[),( 23 xxxfL

)]1(2[)]1(4[)]1(2[),( 23 xxxfR

x

y

0
2Rх

2Lх x2x1

max )х,(f~

fR( ,x)

minf( ,x)

fL( ,x)

f(x)

1Rх1Lхa b
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Отсюда
46,34,2);6,0(

4,416);6,0(
23

23

xxxf

xxxf

R

L

Используя необходимое и достаточное условие экс-
тремума для );6,0(),;6,0( xfxf RL и );1( xf , получим:

1) 08,88,4),6,0( 2 xxxfL 6
11;0 21 xx

08,8
6

11;6,0;08,8)0;6,0(8,86,9);6,0( LLL ffxxf

;0)0;6,0();6,0(max L
Xx

L fxf

92,4
6

11;6,0);6,0(min LLXx
fxf

2) 1x;0x;0x2,7x2,7)x;6,0(f 21
2

R

02,71;6,0f;02,7)0;6,0(f2,7x4,14)x;6,0(f RLRR

4)0;6,0();6,0(max R
Xx

R fxf

8,21;6,0);6,0(min RRXx
fxf

Таким образом,
;4);6,0(~max xf

Xx
92,4);6,0(~min xf

Xx

3
4;0;086)()3 21

2 xxxxxf

37,0)(min;2)0()(max

08
3
4;08)0(;812)(

xffxf

ffxxf

XxXx
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Из вычислений видно, что для каждой из линий
),(),,( xfxf RL и )(xf - стационарные точки, вообще

говоря, различны.
Аналогичным способом, легко показать, что если

)}x(m),x(m),x(f{)x(f~ RL , то критические точки для
)x(mL и )x(mR будут различны и будут отличаться от

критических точек функции )x(f . Поэтому для нахожде-
ния экстремальных значений )x;(f~ для )1;0( необ-
ходимо сначала функцию )x;(f~ привести к виду

)x,(f);x,(f)x;(f~ RL для конкретного (желаемого)
значения )1;0( , а затем на основании (7.31) и (7.32)
найти экстремальные значения нечеткой функции.

§5. Интегрирование нечетких функций

Из понятия неопределенного интеграла для четких
функций следует, что операция интегрирования является
обратной операцией операции дифференцирования, т.е.
операции вычисления производной. Но, так как операция
дифференцирования является четкой операцией, то и опе-
рация интегрирования есть четкая операция. Поэтому, пер-
вообразная нечеткой функции имеет ту же степень четко-
сти, что и сама нечеткая функция. И если учесть, что опре-
деленный интеграл вычисляется по формуле Ньютона-
Лейбница, на основании которого определенный интеграл
по [а, b] от четкой функции равен приращению первооб-
разной на этом отрезке прямой, то степень четкости нечет-
кой величины (равной значению определенного интеграла
нечеткой функции по четкому [а, b] равна степени четко-
сти интегрируемой нечеткой функции. Если же нечеткая
функция интегрируется по нечеткому интервалу, то сте-
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пень четкости результата интегрирования будет (вообще
говоря) меньше степени четкости интегрируемой функции.

Рассмотрим нечеткую функцию )1,0(),x,(f~ ,
четкого аргумента, непрерывного на [а, b].

Определение 7.18. Предел, к которому стремится ин-
тегральная сумма

1n

0i
iin x)x,(f~S , при 0xmax i

(где ]x;x[x;bx...,,x,xa,xxx 1iiin10i1ii ),
(если этот предел конечен для ]1;0[ ) будем называть
определенным интегралом нечеткой функции )x,(f~ по
[а, b] и обозначим

1n

0i
ii0xmax

b

a

x)x,(f~limdx)x,(f~)(J
i

(7.56)

Если: 1) )x,(f);x,(f)x,(f~ RL , где )x,(f L и
)x,(f R , интегрируемые на [а, b] четкие функции, то

b

a
R

b

a
L

b

a

dxxfdxxfdxxf ),(;),(),(~ (7.57)

2) )x,(m);x,(m),x(f)x,(f~ RL , где ),x(f
)x;(mL и )x;(mR интегрируемые на [а, b] четкие функ-

ции, то

b

a
R

b

a
L

b

a

b

a

dxxmdxxmdxxfdxxf ),(;),(;),(),(~ (7.58)
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Также, как и для четких функций, для определенных
интегралов от нечетких функций справедливы следующие
свойства:

1)
b

a

b

a

dxxfcdxxfc ),(~~),(~~ , для )1;0(

2)
b

a

b

a

b

a

dxxfxfdxxfxf ),(~),(),(~),(~
2121

3)
a

b

b

a

dxxfdxxf ),(~),(~

4) 0),(~b

a

dxxf

5) Если на [a,b], (где a>b) нечеткие функции )x,(f~ и
)x,(g~ для )1,0( удовлетворяют условию

),(~),(~ xgxf , то
b

a

b

a

dxxgdxxf ),(~),(~

6) Если )(m и )(M - наименьшее и наибольшее значе-
ния функции )x,(f~ на [a,b] и a<b, то

b

a

abMdxxfabm ))((),(~))((

7) Если нечеткая функция )1;0(),,(~ xf непрерывна на

отрезке [0,1], то на этом отрезке найдется такая точка х= ,
что справедливо равенство:

)(),(~),(~ abfdxxf
b

a

(7.59)
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Кроме этого, для вычисления определенного интеграла не-
четкой функции справедлива формула Ньютона-Лейбница:
для любого )1;0(

),(~),(~),(~),(~ aFbFxFdxxf b
a

b

a

(7.60)

При этом, если нечеткая функция задается в виде (7.4) или
(7.5), то

),(),(

),(;),(),(~

aFbF

dxxfdxxfdxxf

LL

b

a
R

b

a
L

b

a (7.61)

),(),();,(),();()(

),(;),(,)(),(~

aMbMaMbMaFbF

dxxmdxxmdxxfdxxf

RRLL

b

a

b

a
R

b

a
L

b

a

Следует отметить, что если )x,(f~ интегрируется по от-
резку )](b~);(a~[ (где )(a~ и )(b~ - нечеткие числа четко-

сти )01( ), то значение
b

)(a

dx)x,(f~J~ представляет со-

бой величину (нечеткое число) четкости )J~( .
С геометрической точки зрения это означает: определен-
ный интеграл от нечеткой функции 0)x,(f~ , четкости

)1,0( по отрезку а( );b( ) численно равен площади
криволинейной трапеции с основаниями )(b~x~);(a~x~

высотой, равной длине отрезка )](b~);(a~[ и боковой сто-
роной, описываемой нечеткой функцией )x,(f~y~

(7.62)



353

Рис.7.8

Пример 7.8.
)(b~

)(a~
dx)x,(f~ , где =0,8; =0,6

]5;3[x]1;2[)x(f~];2;1[]b;a[ 2

Имеем: 3x)x;0(f;5x2)x;0(f 2
R

2
L

4x5,0)x(f)x;1(f)x;1(f 2
RL

)]1(4[x]5,1)1(5,0[)x;(f 2
L

)]1(4[x]5,1)1(5,0[)x,(f 2
R

Тогда
2,4x8,0)x;8,0(f 2

L

8,3x2,0)x;8,0(f 2
R

x

f(x)

fL( ,x)

fR( ,x)

f(x)

bRbL baRaL a0
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5,12,4
3
8,04,8

3
4,6

x2,4x
3
8,0dx)2,4x8,0(dx)x;8,0(f)8,0(J

2

1

2

1

3
2

1

2
LL

2,1x8,3x
3
2,0

dx)8,3x2,0(dx)x;8,0(f)8,0(J
2

1

3

2

1

2
2

1
RR

5,13x4x
6
1dx)4x5,0()1(J)1(JJ

2

1

3
2

1

2
RL

Таким образом,

}5,1;5,1;5,13{}12;5,1{dx)x8,0(f~J~
2

1

Далее имеем:
}6,0;4,1{)6,0(1~)6,0(a~)(a~

}4,2;6,1{)6,0(2~)6,0(b~)(b~ . Тогда

34,13x2,4x
3
8,0dx)2,4x8,0()b;a(J

6,1

4,1

3
6,1

4,1

2
LLL

35,16x2,4x
3
8,0dx)42x8,0()ba(J

24

6,0

3
4,2

6,0

2
RRL

86,11x8,3x
3
2,0dx)38x2,0()b,a(J

6,1

4,1

3
6,1

4,1

2
LLR
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4,12x8,3x
3
2,0dx)8,3x2,0()ba(J

4,2

6,0

3
4,2

6,0

2
RRR

Таким образом,

}64,1;85,2;5,13{}86,11;35,16{
]6,0/2;6,0/1[,fJ~)6.0;8,0(J~ 8,0

Из рисунка 7.8. следует, что для более точного вы-
числение определенного интеграла от нечеткой функции

)x,(f~ по нечеткому интервалу )]b(b~);(a~[ необходимо
(если )(b~)(a~ ) вычислить

)ba(J LRL и )ba(J RLR

Имеем:

671,9x2,4x
15
4dx2,4x8,0)b;a(J

6,1

6,0

3
6,1

6,0

2
LRL

611,15x8,3x
15
1dx8,3x2,0)b;a(J

4,2

4,1

3
4,2

4,1

2
RLR

Таким образом, ввиду того, что полученные результаты
отрицательны, получаем:

}829,3;111,2;5,13{
}671,9;611,15{)6,0/2;6,0/1;f(J~)6,0;8,0(J~ 8,0
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§6. Нечёткие меры и нечёткие интегралы

Во всех монографиях по нечётким множествам под
понятием «нечёткая мера», принимается. Понятие
нечёткой меры, приведённой [58, 62], т.е.

Пусть Х – произвольное множество, а - поле боре-
левских множеств (множества покрытий) ( -алгебра) для
Х.
Определение 7.19. Функция g( ), определённая в виде

]1;0[:g называется нечёткой мерой, если она удовле-
творяет следующим условиям:

1) g( )=0

2) g(X)=1
3) если А, В и А В, то g(A) g(B)(монотонность)
4) Если Аn является монотонной последовательностью,
то )lim()(lim nnnn

AgAg (непрерывность)

Но по сути дела чёткая функция множества g( ) определяет
неаддитивную чёткую меру (квазимеру) на обычном
множестве Х.

Если сравнить определение 7.19 с определением меры
в [64], то заметим, что эти определения различаются тем,
что числовая функция ]1;0[:)(g заменена на
числовую функцию Rg :)( , где R – действительное
числовое множество.

Если Х – конечное множество, очевидно, можно срав-
нивать })x({P с )x(A :

Xx
1}x{P и

Xx
A 1)x( .

В случае, когда RX , приходится сталкиваться со
следующими трудностями.

(ограниченность)

(7.63)
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Для R]b,a( ,
b

a

dx)x(P)bxa(P ,

где Р(х) – плотность вероятности. При этом, очевидно,
что 0}x{P:Rx , когда 0)x(P .

Нетрудно увидеть, что понятие плотности вероятно-
сти и функция принадлежности сравнимы. В то время, как
вероятностная мера является шкалой для измерения неоп-
ределенности типа случайности, а нечеткое множество 58-
63 являются субъективными шкалами для нечеткости.

С другой стороны, если учесть, что мерой (обычной
чёткой мерой) отрезка на прямой равна его длине (является
мера множества  Лебега), то для нечёткого интервала
(нечёткого отрезка прямой) – его длина является нечёткой
величиной (нечётким числом).
Всвязи с выше изложенным под понятием нечёткой меры,
в общем случае, следует придерживаться следующего
понятия:
Определение 7.20. Нечёткозначная числовая функция

RAg : (где R – нечёткое подмножество числового
множества R) называется нечёткой мерой, если:
1 0)(Ag для любого А А, 0)(g ;

2
11 n

n
n

n AgAg , где Аn A, (n=1,2,…,)

3 если Аi,Aj A и Ai Aj, то )()( ji AgAg (монотонность);
4 если Аn A является монотонной последовательностью,
то )lim()(lim nnnn

AgAg (непрерывность).

Из введенного определения нечёткой меры следует,
что если А есть нечёткое множество, то )(g , вообще
говоря, есть чёткая функция, в противном случае )(g -
нечёткая функция.
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С другой стороны, учитывая, что любые два
нечётких подмножества, содержащие одни и те же
элементы одного и того же универсального множества Х с
различными степенями чёткости, отличаются друг от друга
степенью (уровнем) нечёткости, то мера нечёткого
множества зависит от значений уровня нечёткости данного
нечёткого множества.

Кроме того, сравнивая (3 , 7.20) и (3, 7.63)
убеждаемся в том, что нечёткая мера (мера нечёткого
множества) является однопараметрическим расширением
обычной чёткой меры (меры чёткого множества).

Всвязи с изложенным, при определении нечёткой
меры следует конкретизировать с какой степенью чёткости
определяется нечёткая мера.
Определение 7.21. Нечёткозначная числовая функция

RAg : называется нечёткой мерой -уровня (где
(0;1)), если:

1 . 0)(Ag для любого AA ; 0)(g ;

2 .
11

)(
n

n
n

n AgAg , где AAn , (n=1,2,..),

ji AA , при i j; (7.65)
3 . Если AAA ji , и ji AA , то )()( jAgAg
монотонность.
4 . Если nn AA }{ - монотонная
последовательность, то nnnn

AgAg lim)(lim

В силу (3.7) и 3 следует, что
)()(

21
AgAg для ]1;0(, 21 при 21 (7.66)

Следует отметить, что в общем случае как для чёткой,
так и для нечёткой меры условие аддитивности не
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выполняется, т.е.: )()( BgAgBAg для
]1;0( влечёт за собой

))(),(min()(:,
)(),(max)(:,

gAgAgAA
gAgAgAA

(7.67)

При решении практических задач моделирования с
использованием аппарата теории нечётких мер, для
управления вычислительных алгоритмов на ЭВМ, удобно
аппроксимировать нечёткие меры. Для этой цели (§2, гл.I).
В частности,

)()(
)()(

]),([
RR

LL

ab
ab

bag (7.68)

Если при этом =1, то нечёткая мера (6.48) совпадает с
чёткой мерой по Лебегу.
Основные свойства нечётких мер рассмотрим на примере
метрики Сугено (6.43). Для построения нечётких мер в
[58], [62] используются следующие -правила. Пусть А,
В ; А В= .
Тогда

)()()()()( BgAgBgAgBAg (7.69)
В случае XBA условие (6.49) будем называть
условием нормировки для g мер. Очевидно, что если

AAXA ,\ , то из (6.49) следует

)(1
)(1

)(
Ag
Ag

Ag (7.70)

Формула (7.70) определяет класс -дополнений Сугено
[61].
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При >0 имеем класс супераддитивных мер, а при
01 получаем класс субаддитивных мер.

В общем случае, когда А и В – произвольные
непересекающиеся подмножества множества Х, т.е. А,В ,
А В= выражение (6.49) принимает вид.

)(1
)()()()()(

BAg
BgAgBAgBgAg

BAg (7.71)

Если Х= , то g -меру можно построить непрерывной
функции h(x), удовлетворяющее следующим свойствам:

1. если yx , то yxyhxh ,),()(
2. 1)(lim;0)(lim xhxh

xx

Функция h –называется нечёткой функцией
распределения.

Таким образом, нечёткую меру на (R ) можно
построить в виде:

)(1
)()(;

ah
ahbhbag (7.72)

Следует отметить, что выражение g(A) представляет
собой меру, характеризующую степень нечёткости А, т.е.
оценку нечёткости суждений «Х А».

Все нечёткие меры можно разделить на два класса:
супераддитивные и субаддитивные.

I. Супераддитивные меры
1) Функция доверия.
Определение 7.22. Мера, удовлетворяющая следую-

щим условиям, называется функцией доверия: 65 :
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1. 1)(0;;1)(;0)( AbAxbb

2.
n

i
inn AbAAbAA

1
11 )(...:,..., (7.73)

ji
n

n
ji AAAbAAb ...1 21

1

Следует отметить, что при 2 , имеем:

)()()(:, BAbBbAbBAbBA

В 66; 67 приведены другие определения этой меры.
2) Согласованная функция доверия.

Понятие согласованной функции доверия базируется
на определении ядра }0)({ BmXBC полностью
упорядоченного по вложенности. Поэтому любая функция
носителя является согласованной функцией доверия. В 65
согласованная функция доверия определяется с помощью
следующих аксиом:

1) 1)(;0)( Xbb
2) BAb = ABbAb ;)(),(min
При этом

)(),(max;,;0)(),(min BbAbBAbBbABAb
II. Субаддитивные меры. К ним относятся мера
правдоподобия, мера возможности, мера вероятности и
другие.
Определение 7.23. Если )(b есть функция уверенности, то
мера правдоподобия множества А из Х определяется в 65
как
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)(1)( AbADI (7.74)
Мера правдоподобия удовлетворяет следующим ак-

сиомам:

1)(;0)()1 XPIPI
2) nn AAPIXAA ...;,..., 11

ji
ji

n

i
i AAPIAPI ...)(

1

n
n AAPI ...1 1

1

В 67 приведён иной способ определения функции
правдоподобия.
Определение 7.24. Если )(m есть нечёткая мера,
удовлетворяющая свойствам:

1)(;0)(
A

Amm (полное доверие), тогда

AB
BmAPIA )()(: (7.76)

является мерой правдоподобия.
Меры правдоподобия называют также верхними
вероятностями. 68
Очевидно, что эти два определения эквивалентны.
Справедливо утверждение: если )(1g и )(2g две меры
такие, что 1)()(: 21 AgAgA , то 1g является
функцией доверия тогда и только тогда, когда 2g - есть
мера правдоподобия.
Определение 7.25. Мерой возможности 69 называется
функция П: 0,1 , удовлетворяющая следующим
условиям:

(7.75)
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1) П( )=0; П(Х)=1

2) i
NiNi

ii AsubAXANi ,,

N - множество натуральных чисел.
Мера возможности может быть построена с помощью
распределения возможности (х), являющейся функцией

: 0;1 такой,что 1)(xsur
Xx

. Нетрудно увидеть, что

)()(: xsurAA
Ax

. Очевидно, что для счётного

множества )()( xx .
Любая мера возможности является нечёткой мерой тогда и
только тогда, когда существует функция распределения f
такая, что 1)(xfsur

Xx
.

Если 1)()( 21 AgAg и )(1g - согласованная функция
доверия, то )(2g -есть мера возможности.
Определение 7.26. Нечёткая мера g=P называется
вероятностной мерой, если:

1)(;0)(];1;0[)(;)1 XPPAPA
2) iANi ; и ji AAji : , то

Ni
i

Ni
i APAP )(

Вероятностная мера является частным случаем меры
правдоподобия ( =0).

(7.77)

(7.78)
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Определение 7.27. Нечёткая меры g называется g -мерой,
если она удовлетворяет следующим условиям:

1) 0)(;1)( gXg
2) ANi ; и ji AAji ;

Ni
ii

NiNi
i AgAgAg )()(1

где 0;
3) BA, и BA , )()( BgAg

Отметим, что g - мера является расширением меры
Цукамото 62 , для которой ]1,0[ . Очевидно, что при

=0 g - мера становится мерой возможности, а при =1 –
вероятностной мерой. Если > 1, то g -мера описывает
неопределённость, отличающуюся по своим свойствам от
вероятности или возможности.
В случае счётного множества Х условие нормировки для
g - меры имеет вид:

11)(
Ni

i
Ni

ggXg (7.80)

где }{ ii xgg для Xx , Ni .

Решение многих задач нахождения значения g -
меры для случая множества действительны чисел на много
упрощается, если применить аппроксимации с помощью
функций (S-L) типа.

Определение 7.28. Функция SL( ) называется
функцией (S-L) типа, тогда и только тогда, когда

(7.79)
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]1;0[,)0();()(: SSSLxSLxSLRx ,
причём SL( )- монотонно убывает на R+.
Например, PxSxSL 1;0max)( ;

1,)( PxSeрxSL P

Определение 7.29. Нечёткая плотностью SL-типа
называется нечёткая плотность ]1;0[: Xg такая, что

];[если,

0;при

0;при

)(

aaxS

max
m

axLS

max
m

xaLS

xg R
R

L
L

(7.81)

где mR, mL –правый и левый растяжения, LL , -
функции (L-R)-типа.

Очевидно, что если LLL , то

)(0)( xaL
m

ax
m

xaSLxg
RL

Можно показать, что Xba ],[

b
a

RLbax

b

abax

L
m

ax
m

xaLS

dxxgxgsurbag

~0inf1

)()1()(;

],[

],[

где
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b

a
RL

b
a dxmaxmxaLL 0//~

Нетрудно увидеть, что

aa
m

aa

ab
m

ba
baaa

m
ax

m
xa

R

LRL

если,

если,

],[,если,0

0inf (7.82)

Параметр нормировки g -меры может быть найден из
условия (7.82) по формуле:

i

n

i

n

i
ii

n

i
ggg

111
1 (7.83)

Параметр S определяется как:

}{arg xgsurS
Xx

(7.84)

При этом, если предположить, что нечёткая мера на
элементарном подмножестве равна значению нечёткой
плотности в точке, принадлежащей этому подмножеству,
т.е. }{)( xgg i , где )( ig -нечёткая мера, в случае
(S-L)- аппроксимации получим:

i
i

Xx
i dxxaLxaLsurSg ))(())(()1()( (7.85)
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В простейшем случае оценивание параметров (S-L)-
функции следует производить, используя функционал
вида:

2/1
2}{)(

Xx
iii

i

xgxaSLh (7.86)

Рассмотренные методы аппроксимации позволяют
упростить процедуры вычисления нечётких мер при
определении значений нечётких интегралов в различных
алгоритмах.
Определение 7.30. нечётким интегралом от функции

]1;0[: Xh на множестве А Х по нечёткой мере g будем
называть

HAgsurgxhf
A

]1;0[
)( (7.87)

где })(/{ xhxH 58-61 .
Если )(X - множество нечётких подмножеств
универсального множества Х, а понятие нечёткого
подмножества включает в себя понятие чёткого
подмножества, то )(X является нечётким расширением

; )(X .
Определение 7.31. Функция множества g~ , определяется в
виде:

gAg A
A

)(~ (7.88)

для )(,)(, XxxA AA называется расширением g
на )(X .
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Определение 7.32. Нечётким интегралом от функции
]1;0[: Xh на нечётком множестве )(XA по

нечёткой мере g будем называть:

gxhxgxh A
AA
ff )()()( (7.89)

Отметим, что для описания различных видов
неопределённостей в теории нечётких мер используется
общее понятие «степень нечёткости», которое включает в
себя «степень важности», «степень уверенности» и
«степень принадлежности» в теории нечёткого множества.
Если степень принадлежности х0 Е равна ),( 0 Exg , а
вместо Е взято нечёткое подмножество )(XA , то

)(,)(, 000 xxgxAxg AA
X
f

Отметим основные свойства нечётких интегралов 58-61 .
Пусть XFE,],1;0[ . Тогда, если ]1;0[: Xh , то

ghgh ff
EE

)(

ghgh ff
EE

)(

ghghghh fff
EEE

2121 )(

ghghghh fff
EEE

2121 )(

ghghgh fff
FEFE
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ghghgh fff
FEFE

Кроме того,
Mghf

A

тогда и только тогда, когда 0MM FAgMFAg ,
где MhxFM / и MhxFM /0

Легко показать, что понятие нечёткого интеграла
сходно с понятием интеграла Лебега. Для этого
рассмотрим разбиение множества Х на непересекающиеся
подмножества Еi:

jiEEEX ji
n

i
i ,;

1
.

Пусть )()(
1

xfxh
iE

n

i
i , где iE],1;0[ , а

iEf -

характеристическая функция множества Еi:
Пусть l – есть мера Лебега. Интеграл Лебега то

функции h по множеству A определяется как
n

i
ii

A

EAlhdlf
1

(7.91)

где n...21 . Пусть niii EEEF ...1 .
Тогда определяя )(,minmax)(

,1
xfxh

iFi
ni

, получим

следующее выражение для нечёткого множества:

ii
niA

FAggxhf minmax)()(
,1

(7.92)

В заключении приведём экспериментальное
определение нечёткой меры 70 . Пусть существует «m»
объектов и пусть ]1;0[: Kh j - оценка j-го объекта, а lj –
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общая оценка, получаемая из (5.8), (5.9), либо аналогичных
операций над нечёткими числами. Предъявляя индивиду
объекты и их частные оценки, можно получить его
субъективные оценки «dj» из 0;1 для всех объектов.
Обозначим }{min};max{ jj llll и аналогично d и d .

Проводя нормализацию mjl j ,1 , имеем:

ll
ldldl

ll
ddW jj

Субъективная нечёткая мера может быть получена
при условии минимума критерия

m

i
jj wd

m 1

21 (7.94)
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ГЛАВА VIII. НЕЧЕТКИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ
УРАВНЕНИЯ

§1. Нечеткие линейные дифференциальные уравения
первого порядка

Определение 8.1 Нечетким дифференциальным уравнением
будем называть дифференциальное уравнение, хотя бы
один из коэффициентов которого есть нечеткая функция,
либо нечеткое число.

Так как понятие нечеткого диффреенциального урав-
нения ен связано не с его порядком, не с его линейностью
и не с ее однородностью, то все основные понятия (раз-
личных видов решений дифференциальных уравнений с
четкими коэффициентами) справделивы для дифференци-
альных уравнений с нечеткими коэффициентами. При этом
их решения являются нечеткими функциями, либо семей-
ством нечетких функций.

Следует отметить, что так как решение нечеткого
уравнения есть нечеткая функция, то и начальные условия,
при которых ищется частное решение, являются нечеткими
величинами.

Для конкретности приведем все основные понятия
для нечеткого дифференциального уравнения первого по-
рядка.
Определение 7.2. Диффреницальное уравнение

(8.1)
будем называть нечетким дифференциальным уравеннием
первого порядка, если есть нечеткая функция.
Определение 8.3. Нечеткую функцию , зависящая от
переменной дифференцирования и произвольной постоян-
ной (четкой либо нечеткой) будем называть общим ре-
шением уравнения (7.1), если:
1) если она удоалетворяет данному уравнениею при любых
значениях ;
2) Каково бы ни было начальное условие
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(8.2)
всегда можно найти такое значение , что функция

удовлетворяло начальному условию
Определение 8.4. Частным нечетким решением уравнения
(8.1), удовлетворяющего начальному условию (8.2) будем
называть нечеткую функцию

которая удовлетворяет уравнению (8.1) и входит в се-
мейство общего решения этого уравнения, т.е. существует
такое нечеткое значение нечеткой постоянной , что

Аналогично можно ввести поянтие особого нечеткого ре-
шения уравенния (8.1).
Как и в случае четких линейных дифференциальных урав-
нений, нечеткие линейные дифференциальные уравнения
n-го порядка можно выразить в виде:

(8.3)
где аk могут быть как постоянные (нечеткие числа), так и
переменные (нечеткие величины);

- может быть как четкой, так и нечеткой функцией.
Отметим, что все методы решения различных типов

обыкновенных дифференциальных уравнений с четкими
коэффициентами справедливы и для аналогичных диф-
ференциальных уравнений с нечеткими коэффициентами.

Для применения известных методов решения диффе-
реницальных уравнений с четкими коэффициентами к ре-
шению уравнений с нечеткими коэффициентами той же
структуры наиболее удобным (так же и при решении не-
четких алгебраических уравнений) является сведение эитх
уравнений к интервальным дифференциальным уравнени-
ям.

Проиллюстрируем решение нечетких линейных диф-
ференциальных уравнений первого и второго порядкы на
конкретных примерах.
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Пример 8.1

Пусть . Тогда на основания  правила деления
нечетких чисел (1.46) имеем:

. Тогда имеем:

Откуда
,тогда

Следовательно,

Легко показать, что для .
Для случая задачи оши для уравнения с четкими ко-

эффициентами и четким начальным условием:

При этом для любого -уровня имеем:

Докажем, что для имеем:
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для любых х (- ; ) и 0,1 . Поэтому
и , возрастающие функции. Но так как

и для , то
на [0,1] и лишь /

В  частности, для =0,8, имеем:

Отметим, что учитывая теорему о возрастании и убы-
вании функций одной переменной, легко доказать, что от-
носительно параметра [0,1] функция монотонно
убывает. Кроме этого, если у(х) – возрастающая функция,
то и функции и для любого [0,1] – воз-
растающие функции и наоборот.



375

Рис.8.1

Наконец, для любого конечного n

,если

,если

Таким образом, для решения нечетких линейных
дифференциальных управлений можно воспользоваться
одним из следующих способов:
I. Составить и решить четкое дифференциальное уравне-
ние, соответствующее данному нечеткому дифференци-
альному уравнению.
II. Представить нечеткое дифференциальное уравнение и
нечеткие начальные условия в интервальной форме и ре-
шив полученую задачу найти решение поставленной зада-
чи в виде функций (L-R)-типа для любого [0,1].
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III. Решить соответсвующее четкое дифференциальное
уравнение с четкими начальными условиями:
3) Подставить в найденную четкую функцию (решение
четкой задачи) вместо четких коэффициентов задан-
ные соответствующие нечеткие коэффициенты { } и по-
лучить нечеткую функцию, являющуюся решением зада-
нонго нечеткого уравнения с нечеткими начальными усло-
виями для любых [0,1]. При этом при необходимости
полученное нечеткое решение можно представить в интер-
вальной форме.
Пример 7.2

0~}1,0;2,0;2{~
}3,0;2,0;3{}1,0;2,0;2{}1,0;2,0;6{}3,0;2,0;5{

00 xx
yy

xyyy

Решение:
1.1. Решим четкую задачу Коши.

BAxyececy
kkkk

yyxyyy

xx

xx

*;

1;6;065

0;2;3265

2
6

1

21
2

00

Проведя элементарные подсчеты и учитывая начальные
условия, получаем:

Представим нечеткую задачу Коши в интервальной форме
и найдем ее решение

0;8,1281,29,57,4

0;1,23,3182,62,5

00

00

xx

xx

yyxyyy

yyxyyy

09,57,4
02,62,5

2

2

kk
kk

03,1;73,5
97,0;37,6

21

21

kk
kk

Учитывая начальные условия, находим решение за-
дачи в интервальной форме:
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589,0356,008,113,0

775,029,01,137,0~
03,173,5

89,037,6

xeey
xeey

y
xx

R

x
R

II. 0;2;3265
00 xx

yyxyyy

77,033,001,122,0 6 xeey xx

Учитывая правило действий над нечеткими числами,
имеем:

Следовательно,

4,6339,068,076,0

4,7324,084,1192,1~
03,19,5

98,02,6

xeey
xeey

y
xx

L

x
R

Из примера следует, что при решении нечетких дифферен-
циальных уравнений наиболее эффективным является спо-
соб применения интервальных дифференциальных уравне-
ний.

§2.Система нечетких дифференциальных уравнением
первого порядка

Определение 8.5 Систему дифференциальных, содержа-
щую хотя бы одно нечеткое дифференциальное уравнение,
будем называть нечеткой истемой дифференциальных ура-
венний и обозначим:

(8.5)

Для случая нечетких линейнхы дифференциальных
уравнений первого порядка имеем:
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n

j
niij

n

n

j
iij

n

j
iij

xfya
dx
dy

xfya
dx
dy

xfya
dx
dy

1

1
2

2

1
1

1

)(~~

...................................

)(~~

)(~~

(8.6)

Следует отметить, что: 1) могут быть и четким и
нечетким функциями; 2) понятие решений системы нечет-
ких дифференциальных уравнений определяются анало-
гично, что и решения аналогичных систем с четими диф-
ференциальными уравнениями.

В частности, решение системы (7.6) следует искать
следующим образом:
1) привести заданную систему нечетких уравнений к сис-
теме интервальных уравнений;
2) В зависимости от типа полученных систем четких диф-
ференциальных уравнений применяем тот или иной способ
решения системы дифференциальных уравнений.
Пример 8.3.

1~4~3~

4~2~

0

0

t

t

yyx
dt
dx

Xyx
dt
dx

где

Решение.Пусть
Выпишем нечеткую задачу Коши в интервальной форме и
решим ее. Имеем:
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3,13,43,3

3,43,11,2

0

0

tRRR
R

tRRR
R

yyX
dt

dy

XyX
dt

dX

06,54,6

1,2
3,1

1

RRR

RRR

XXX

XXy

t
R

t
RR

t
R

t
RR

eCeCy

eCeCX
05,146,5

05,146,5

21

21

02,126,3

Аналогично,

8,08,39,2

8,38,08,1

0

0

tLLL
L

tLLL
L

yyX
dt

dy

XyX
dt

dX

t
L

t
LL

t
L

t
LL

eCeCy

eCeCX
98,062,4

98,062,4

21

21

1,153,3

Учитывая начальные условия, имеем:

Таким образом, решение нечеткой задачи Коши в ин-
тервальной форме будет:
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Для сведения решения нечеткой задачи Коши к виду
}};;{},;;{{}~;~{

RLRL yyXX mmymmXyX

Следует выписать четкую задачу Коши. Имеем:

143

42

0

0

t

t

yyx
dt
dy

Xyx
dt
dx

Откуда:

tt

tt

eey
eex

75,275,3
75,225,1

5

5

Сравнивая полученные результаты, убеждаемся, что
)(~)( tXtX и )(~)( tyty .

Учитывая свойство выпуклости нечетких величин,
для любого ]1;0[ имеем:

tt

tt

R

L

ee
ee

tX
tX

tX

]02,0)1(1[]46,0)1(5[

]02,0)1(1[]38,0)1(5[

]22,0)1(75,2[08,0)1(25,1
]03,0)1(75,2[]17,0)1(25,1[

),(
),(

),(~

tt

tt

R

L

ee
ee

ty
ty

ty

]05,90)1(1[]46,0)1(5[

]02,001(1[]38,0)1(5[

]29,0)1(75,2[]59,0)1(75,3[
]02,0)1(75,2[]22,0)1(75,3[

),(
),(

),(~
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ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ

A~ - нечеткое множество
- множество нечетких подмножеств X

G - нечеткая грамматика
g -нечеткая мера
N -множество натуральных чисел
Р -отношение порядка

- множество обычных подмножеств множества X
- множество действительных чисел

-множество неотрицательньрс действительньк чисел
R~ - транзитивное замыкание отношения
R - отношение
Т - функция истинности
U - универсальное множество
Аа - множество уровня а нечеткого множества A

b - функдия принадлежности; нечеткое множество
- метрика

- Декартово произведение
- строгое включение
- включение

- пересечение
- объединение

\ - разность множеств
A - дополнение множества А

- пустое множество
° - композиция отображений; композиция
отношений

U - ограниченное объединение
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U - ограниченное пересечение

- знак объединения
H - нечеткое отображение

- отображение; импликация
- приближенное равенство

- равенство, приближенное снизу
- равенство, приближенное сверху

f - нечеткий интеграл
- символ предпочтения

* - бинарная операция
- операция max, конъюнкция

- операция min; дизъюнкция
- расширенная сумма

- расширенное умножение
- расширенная разность
- расширенное деление

- расширенная бинарная операция
~

max - расширенный максимум
~

min - расширенный минимум
~ -расширенная дизъюнкция
~ - расширенная конъюнкция
~ - алгебраическая сумма

- алгебраическое произведение

- ограниченная сумма
- ограниченное произведение

=> - если...,   то;  семантическое следствие; композиция
отношений, определяемая импликацией

:
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-Тогда   и   только   тогда,   когда...;
семантическая эквивалентность

- эквивалентность
- стрелка Пирса

- стрелка Шеффера
- отрицание

- отрицание А
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